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Die Existenz komplexer Basen zu holomorphen 
Abbildungen 


Von 
KARL STEIN in Miinchen 


Seinem Lehrer Heryricn BEHNKE zum sechzigsten Geburtstag gewidmet 


1. Zum Studium mancher Eigenschaften holomorpher Abbildungen hat es 
sich als zweckmaBig erwiesen, den Begriff der komplexen Basis einzufiihren. 
Sei f: X + Y eine holomorphe Abbildung des komplexen Raumes X in den 
komplexen Raum Y; X und Y werden hier — wie alle im folgenden betrach- 
teten komplexen Raiume — als normal im Sinne von H. Cartan (vgl. [3, 4, 7]}) 
vorausgesetzt. Unter dem lokalen Rang r,(x) von { im Punkte z¢ X wird 


die Codimension der Faser if (2) —die eine in X analytische Menge ist — 
im Punkte z verstanden; das Supremum von r,(z) auf einer zusammen- 
haingenden Komponente X, von X wird als der globale Rang r,;(X,) von { 
auf X, bezeichnet. Ist eine weitere holomorphe Abbildung /,: X + Y, von X 
in einen komplexen Raum Y, gegeben, so heiBt f, abhdngig von /, wenn die 
durch die Zuordnung x — (f(x), fy(z)), 2 ¢€X, bestimmte holomorphe Ab- 
bildung ®: X - Y x Y, in jedem Punkte von X den gleichen lokalen Rang 
wie f besitzt; f und /, heiBen verwandt, wenn f, von f und f von f, abhangig ist. 
Es wird nun gefragt, ob zur gegebenen Abbildung f eine von f abhangige holo- 
morphe surjektive Abbildung /* :X-— X* von X auf einen komplexen Raum X* 
mit der folgenden Eigenschaft existiert : Ist /, : X > Y, irgendeine von f abhangige 
holomorphe Abbildung, so gibt es eine holomorphe Abbildung g, : X* > Y,, 
derart, daB f,= g, © f* gilt. Im Falle der Existenz hei®t das Paar (/*, X*) 
eine komplexe Basis zur Abbildung f). Es ist leicht einzusehen, daB f* mit f 
sogar verwandt sein muB, ferner daB je zwei komplexe Basen zu f in einem 
naheliegenden Sinne aquivalent sind. 

Auf die Bedeutung des Begriffs der komplexen Basis ist in speziellen 
Fallen schon 1935 von H. Bennxe und E. Pescut sowie von W. Rorn- 
STEIN [13] hingewiesen worden. Neuerdings hat sich gezeigt, daB dieser Be- 
griff in verschiedenartiger Hinsicht mit Nutzen verwendet werden kann 
(vgl. [1, 8, 10, 12, 14]). Es ist daher wichtig zu wissen, wann es zu einer holo- 
morphen Abbildung /: X - Y eine komplexe Basis wirklich gibt; daB dies 
keineswegs immer zutrifft, zeigen einfache Beispiele. Bisher ist bekannt, 
daB jede der folgenden Bedingungen fiir die Existenz einer komplexen Basis 
hinreicht (vgl. [9, 14, 15]): 





1) An Stelle der Bezeichnung ,,Komplexe Basis‘ ist in Sonderfallen friiher der. Aus- 
druck ,,Analytische Projektion“ benutzt worden. 
Math. Ann. 136 1 
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(1) X ist eine komplexe Mannigfaltigkeit, Y ist der komplex-projektive 
Raum der Dimension | (f stellt also eine meromorphe Funktion ohne Un- 
bestimmtheitsstellen dar). 

(2) X ist eine komplexe Mannigfaltigkeit ; die zusammenhangenden Kom- 
ponenten der Fasern von / sind kompakt. 

(3) X ist ein zusammenhangender komplexer Raum der Dimension n; 
der globale Rang r,(X) ist gleich n oder n — 12). 

In der vorliegenden Note soll eine weitere hinreichende Existenzbedingung 
angegeben werden, in welcher insbesondere die obigen Bedingung (1) als Spezial- 
fall enthalten ist. Wir beweisen den 

Satz. Sei f: X + Y eine holomorphe Abbildung des komplexen Raumes X 
in den komplexen Raum Y. Der lokale Rang von f sei konstant und gleich r. 
Dann existiert zu f eine komplexe Basis ({*, X*), und der komplexe Raum X* 
ist rein r-dimensional. 

Aus dieser Aussage folgt unmittelbar : 

Ist der lokale Rang einer holomorphen Abbildung /: X > Y konstant, 
so gibt es zwischen der durch f bestimmten Zerlegung Z(f) und der durch / 
bestimmten einfachen Zerlegung Z’(f) von X eine feinste analytische Zer- 
legung. (Zum Begriff der analytischen Zerlegung eines komplexen Raumes 
siehe [15]). 

2. Wir erlautern zunachst Begriffe, die fiir den Beweis des Satzes von 
Bedeutung sind. 

Jedem komplexen Raum Y ist nach H. Cartan ein weiterer komplexer 
Raum wie folgt zugeordnet (siehe hierzu [3]): Sei M die Menge aller analyti- 
schen Primkeime m, beliebiger Dimension in allen Punkten y¢ Y. Ist L 
irgendeine lokal-analytische Menge in Y, so bilden die irreduziblen Kom- 
ponenten der durch L in den Punkten yon L reprasentierten analytischen 
Keime eine Teilmenge 2 von M. Die Gesamtheit solcher Teilmengen 2 kann 
als Basis des Systems der offenen Mengen einer Topologie £ auf M gewahlt 
werden; in bezug auf & ist dann die durch die Zuordnung m,> y gegebene 
Abbildung 7: M-— Y stetig. Es laBt sich auf M in natiirlicher Weise auch 
eine mit £ vertraigliche (normale) komplexe Struktur einfiihren, derart, daB x 
eine holomorphe Abbildung wird. IN wird so zu einem komplexen Raum, der 
als der Raum G(Y) der analytischen Primkeime von Y bezeichnet sei. Die 
Abbildung z heiBe Projektionsabbildung ; sie hat auf jeder zusammenhangenden 
Komponente von @( Y) einen konstanten lokalen Rang, der mit der Dimension 
der Komponente iibereinstimmt. Die Dimension von @(Y) in einem seiner 
Punkte ist identisch mit der Dimension des durch den Punkt gegebenen ana- 
lytischen Primkeims in Y. 

Es sei irgendeine holomorphe Abbildung g:’¥-— Y von konstantem 
lokalen Rang r eines komplexen Raumes ‘Y in Y gegeben. Nach Satzen von 





- ®) Nach [15] existiert in den Fallen (2) und (3) stets eine komplexe Basis (/*, X*), 
derart, daB X* ein komplexer Raum im Sinne der von H. BEeHNKE und dem Verf. in [2] 
gegebenen Definition ist. Inzwischen wurde von H. Gravert und R. Remmert (vgl. [6, 
7]) bewiesen, daB die Klasse derartiger Raume mit der Klasse der normalen komplexen 
Raume im Sinne von H. Cartan iibereinstimmt. 
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R. Remmenrt ([11), § 4) existiert zu jedem Punkte ‘y<’Y eine Umgebungs- 
basis {'U,}, derart, daB- g('U,) jeweils eine irreduzible r-dimensionale lokal- 
analytische Menge ist. Dem Punkt ‘y ist also ein analytischer Primkeim m, im 
Punkte y= y('y) € Y zugeordnet; hierdurch wird eine Abbildung @ :’¥ + 
+ G(Y) festgelegt, die — wie leicht zu sehen — holomorph und offen 
ist. Die Bildmenge ¢('Y) 148t sich in natirlicher Weise als ein rein r-dimen- 
sionaler komplexer Raum auffassen, welchen wir den zur Abbildung o ka- 
nonisch assoziierten Bildraum'Y, nennen. Man hat durch » bzw. x bestimmte 
holomorphe Abbildungen @:'Y—+'Y, und z,:'Y,—+Y, derart, daB » 
=%,0® gilt. @ ist surjektiv und mit g verwandt (also ebenfalls eine Abbil- 
dung von konstantem lokalen Rang r). 

3. Nun zum Beweise unseres Satzes! Wir betrachten zur gegebenen Ab- 
bildung f: X + Y Paare (/,, X,), wo X, ein rein r-dimensionaler komplexer 
Raum ist und f,;: X + Y, eine mit f verwandte holomorphe surjektive Ab- 
bildung (der lokale Rang von /, ist also konstant und gleich r, /, ist daher eine 
offene Abbildung). Ein derartiges Paar ist z. B. — mit entsprechenden Be- 
zeichnungen wie in 2. — das Paar (i, X,). Wir sagen, das Paar (/,, X,) werde 
vom Paar (f,, X;) majorisiert — in Zeichen (/,, X,) ¢ (f,, X;) — wenn es eine 
holomorphe (surjektive) Abbildung 7;,: X;> X, gibt, derart, daB f;= y,,of, 
gilt; mit f,; und f,; ist dann auch  y,, offen und hat den konstanten lokalen 
Rang r (vgl. [11], § 5). Die Relation ¢ ist offenbar reflexiv und transitiv. 
Gilt (/;, X,) ¢ (f;, X;) und (f;, X;) ¢ (f;,, X;), so nennen wir die beiden Paare 
f-dquivalent. In der Menge der /-Aquivalenzklassen*) wird durch die Relation ¢ 
eine Ordnungsrelation, die mit < notiert sei, induziert; die auf diese Weise 
geordnete Menge der f-Aquivalenzklassen werde mit § bezeichnet. Wir be- 
haupten: 

a) & ist eine gerichtete Menge; 

b) & ist eine induktive Menge*). 

3.1. Nachweis von a). Zu zeigen ist: Zu zwei Paaren (/;,, X,), (/;, X;) gibt 
es stets ein drittes Paar, das die beiden ersten majorisiert. — Sei Y: X > 
+ X,x X; die durch x — (f,;(z), f;(x)), x € X, gegebene holomorphe Abbildung 
von X in X;x X;; ist mit f verwandt und hat daher den konstanten lo- 
kalen Rang r. Es existiert demnach der zu Y kanonisch assoziierte Bildraum 


Xy mit den zugehérigen Abbildungen W:X+Xy undizy:Xy—> X,x X;; 
W ist mit Y verwandt, also auch mit f. Bezeichnen s,;: X,;x X,> X, und 


3) Eine ,,/-Aquivalenzklasse“ kann interpretiert werden als ein Paar (Z, R(Z)), wo Z 
eine bestimmte Zerlegung von X ist und R(Z) ein zu Z konjugierter topologischer Raum 
(vgl. hierzu [15],-§ 4). Die Menge aller Zerlegungen von X und die Menge.aller zu einer 
Zerlegung von X konjugierten topologischen Raume sind sinnvoll definierte Mengen. 
Daher ist es zulassig, von der Menge der f- Aquivalenzklassen zu sprechen. 

*) Zur Terminologie: Wir verwenden die Bezeichnung Ordnung im Sinne von N. Bour- 
BAKI, an Stelle der auch gebrauchlichen Terme Halbordnung, teilweise Ordnung. Eine 
vermdége einer Ordnungsrelation < geordnete Menge  heiBt gerichtet, wenn es zu je zwei 
Elementen «, 8 ein Element y von & gibt, derart, daB « < y und # S y gilt. F heibt 
induktiv, wenn jede vermége < total-geordnete Teilmenge von F eine obere Grenze 
in F besitzt. 

1* 
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8,: X,x X;—> X, die Projektionen von X,x X, auf seine Faktoren, so sind 
O;= 8,0%y: Xy>X,,0;=8,0%y:X y>X, holomorphe surjektive Abbildungen, 
fir die {;,= 0,0 Y baw. f;=0,;0 y gilt. Die Paare (/,, X;) und (/,, X;) werden 
daher von dem Paar (%, X yw) majorisiert. 

3.2. Nachweis von b). Wir haben zu zeigen: Zu jeder vermége der Re- 
lation < total-geordneten Teilmenge §, von § gibt es eine obere Grenze in. — 
Wir reprasentieren die Klassen aus , durch Paare (/;, X;), dabei durchlauft 
é eine zu §, isomorphe geordnete Menge J,, in der die Ordnungsrelation wieder 
mit < notiert werde; die Menge dieser Paare heiBe Fy. Zu je zwei Paaren 
(fi, Xi), (f;, X;) mit i,7 € J, und i <j existiert dann eine holomorphe Ab- 
bildung y,;: X;> X;, so daB f;= 7,;0f,; gilt. Es wird jetzt im Raum X eine 
Aquivalenzrelation Z, wie folgt erklart: Zwei Punkte z,, x,¢ X heiBen Z,- 
dquivalent, wenn f;(x,) = f;(_) fiir alle i ¢ I, ist. Jeder Z)-Aquivalenzklasse ist 
also in jedem X; ein Punkt zugeordnet; sei h;: X/Z,—~ X; die hierdurch be- 
stimmte Abbildung der Quotientenmenge X/Z, auf X;. Bezeichnet h: X > 
+ X/Z, die natiirliche Abbildung von X auf X/Z,, so ist {,= h;oh. Nun gilt, 
wie weiter unten bewiesen wird: 

b,) Sei ein Element % ¢ X/Z, beliebig vorgegeben. Dann existiert eine Teil- 
menge V(x) von X/Z, mit Z ¢ V(Z), ferner zu jedem i ¢ I, eine offene zusammen- 
hiingende Umgebung V;C X; des Punktes h;(z) « X;, sowie ein Index i,,(Z%) 
= t,€ I, mit folgenden Eigenschajten : 

(1) Es gilt h,(V (Z)) =V;; fiir i < i, ist also stets LiilVi,) =Vi. 

(11) Fiir i,,5 73 <j, ist die durch Beschrinkung von x, ; bestimmte Ab- 
bildung ‘zy; ;:V;,>V, stets umkehrbar-eindeutig, d.h. ‘x; ; ist ein holomorpher 
Homéomorphismus. 


—1 
Es folgt sogleich M A,(V;) = V(z), ferner daB fiir i,,<j die durch Be- 


schrinkung von h,; bestimmte surjektive Abbildung ‘h, : V (z)-—> V; umkehrbar- 
eindeutig ist. Wir tibertragen nunmehr vermége der Abbildung ‘h;"' : V;,, > V(z) 
jeweils die Topologie und komplexe Struktur von V;, auf 7 (Z); dann ergibt 
sich mit Hilfe von b,), daB auf der gesamten Menge X/Z, in eindeutiger Weise 
eine Hausdorffsche Topologie und eine mit ihr vertragliche komplexe Struktur 
festgelegt sind, derart, daB auf jedem V(x) die eben erklarte Topologie und 
komplexe Struktur induziert werden. X/Z, wird so zu einem rein r-dimensio- 
nalen komplexen Raum X, und fiir jedes i ¢ J, ist die Abbildung A; : x~+Xx i 
holomorph und hat den konstanten lokalen Rang r. Weiter folgt: 

b,) Set n: Yo> X eine Abbildung eines komplexen Raumes Y, in X, derart, 
daf fiir jedes i € I, die Abbildung ho n = nj; : Yy—> X; “olomorph ist. Dann ist n 
eine holomorphe Abbildung. 

In der Tat, sei y) ein Punkt aus Y, und »(y,) = % sein Bildpunkt in xX; 
wir haben dann nach b,) je eine offene zusammenhangende Umgebung P (z) 
von % und V; von nj (yo) € X;, ¢ € Ip, mit den oben angegebenen Eigenschaften. 
Insbesondere gibt es fiir i,,< 7 surjektive umkehrbar-eindeutige holomorphe 
Abbildungen ‘y,;,:V,>V;, und ‘h;:0(z)-+V,, derart, daB ‘h,, ='y,;, o’hy 
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ist. Wir wahlen eine offene zusammenhingende Umgebung W(y,) von y, 
in Yo, so daB mj (W(y))C Vi, gilt; sei ‘ym, :W (yo) >Vi, die durch Be- 
schrinkung von »;, bestimmte holomorphe Abbildung. Fiir die Punkte 9, 
einer hinreichend kleinen in W(y,) enthaltenen Umgebung von y, ist jeweils 
3 (9o) ='xj5 (mi, Go); da aber ‘y;'0'n, eine in ganz W(y,) definierte 
habemneeatie Abbildung ist, muB wegen des Identitatssatzes fiir holomorphe 
Abbildungen 7; (9) ='x;;) (i, (Go) fiir alle 9,¢ W (yo) gelten. uaa hat 


man 7;(W (y)) = Aifn(W (yo))} CV; fir alle i € Ig, also 4(W(y,))C o i) 


=V(z). Bezeichnet ‘n:W(y.)-> V(z) die durch Beschrankung oan "” be- 
stimmte Abbildung, so ist jetzt ‘7 ="h-' 0’n,,. Folglich ist ‘7 eine holomorphe 
Abbildung, und gleiches gilt mithin fiir 7. 

Mit Hilfe von b,) ergibt sich wegen /;= A; oh, i € I,, zunichst, daB die Ab- 
bildung A: X + X holomorph ist; A ist dann auBerdem mit jedem /,, also 
mit /, verwandt. Daher reprasentiert das Paar (h, X) eine Aquivalenzklasse Me 
von §, die eine obere Schranke von §, darstellt. 

Mo ist aber zugleich auch obere Grenze von §,. Sei namlich (*/,*X) ein 
Paar, das alle Paare (f;, X;) aus F, majorisiert. Zu jedem i ¢ J, gibt es also 
eine holomorphe Abbildung * 7; :*X + X; mit /;=*y7,0*f. Wir kénnen eine 
Abbildung *y :*X + X wie folgt herstellen: Ist irgendein Punkt *z ¢*X ge- 
geben, so sei x € X ein Punkt mit */(z) =*z; es wird dann definitionsgema8 

*7(*x) = h(x) gesetzt. Diese Zuordnung *z-—~ A(z) ist eindeutig. Denn ist 
x € X ein weiterer Punkt mit */(Z)=*z, so gilt fir alle i ¢ J,:*y,;(2*) 
xi(*f(2)) =* zi(*#(2)), folglich f,(z) = f;(2); dies besagt aber, daB x und 
z 7 Paces sind, daB also h(x) = h(Z) ist. Demnach ist *y :*X + X als 
eindeutige Abbildung -erklart, und so, daB h =*yo*f und *y;=—h;o*y fiir 
jedes i ¢ J, gilt. Nach b,) ist dann * y eine holomorphe Abbildung. Demnach 
wird das Paar (h, x ) von (*/, *X) majorisiert; die durch (A; x ) reprisentierte 
}-Aquivalenzklasse ist also in der Tat obere Grenze von §». 

3.3. Es bleibt der Beweis von b,) nachzutragen. Hierzu bendtigen wir den 
folgenden 

Hilfssatz. Sei m:'Y + Y eine holomorphe Abbildung von konstantem 
lokalen Rang r eines komplexen Raumes 'Y in einen komplexen Raum Y. Dann 
existiert zu jedem Punkte ‘y,¢'Y ein zu héingender r-dimensionaler kom- 
plexer Raum A und eine holomorphe Abbildung t: A 'Y mit folgenden Eigen- 
schaften: 

1) Es ist ‘y,¢ t(A). 

2) Der lokale Rang von t ist konstant und gleich r. 

3) Der lokale Rang der Abbildung pot =a: A - Y ist konstant und gleich r ; 
o ist lokal-eigentlich. 

(Eine stetige Abbildung 9: '‘R-— R eines lokal-kompakten Raumes ‘FR in 
einen lokal-kompakten Raum R heiBt lokal-eigentlich, wenn jeder Punkt 
p € o('R) in R eine kompakte Umgebung U (p) besitzt, derart, daB @ (U (p)) 
in ‘R kompakt ist.) 
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Beweis des Hilfssatzes. Die Dimension von ‘Y in ‘y, sei n. Wir 
kénnen eine zusammenhangende offene Umgebung 'U von ‘y, wahlen, die zu 
einer analytisch-verzweigten Uberlagerung des Polyzylinders G, : {|z,| <1, . . ., 
|z,| < 1} im Raum C? der n komplexen Veranderlichen z,, . . ., z,, holomorph- 
aquivalent ist. Es existiert dann eine eigentliche holomorphe Abbildung 
yp :'U +G,, und es darf angenommen werden, daB ‘y, durch y in den Mittel- 
punkt 2 von G, iiberfiihrt wird. Sei ‘H = @(p(‘yo)) die durch ‘y, laufende 
Faser von @ und ‘H,='H,/\'U ihr in 'U gelegener Teil; ‘H, ist eine rein- 
(n — r)-dimensionale analytische Menge in ‘U. Nach einem Satz von R. Rem- 
MERT ([{11], Satz 23) ist die Bildmenge y('H,) = H,C G, eine rein (n — r)- 
dimensionale analytische Menge in G,. Es gibt daher durch den Punkt z, 
welcher auf H, liegt, eine r-dimensionale analytische Ebene EZ, die mit H, 
in einer Umgebung von z®) nur den Punkt z gemeinsam hat (vgl. [11], §1). 
Die Menge ‘EZ =yl(En G,) ist eine rein r-dimensionale analytische Menge 
in ‘U, die 'H, in einer Umgebung von ’y, nur im Punkte ‘y, schneidet. Sei 
a eine der irreduziblen Komponenten des durch ‘EZ in ‘y, reprasentierten 
analytischen Keimes und A, diejenige zusammenhaingende Komponente des 
Raumes @('Y) der analytischen Primkeime von ‘Y, zu welcher a, gehdért; 
T) : Ag>’ Y sei die durch Beschrankung der Projektionsbildung ‘x : G(' Y) +’ Y 
bestimmte Abbildung. A, hat die Dimension r. Die Abbildung o,= gy 0 tT): Ag> Y 
ist holomorph, und die Faser G(0)(a))) besteht in einer Umgebung von a, 
nur aus a. Daher existiert ein a, enthaltender offener zusammenhangender 
Teilraum A von A», derart, daB die durch Beschrankung von o, bestimmte 
Abbildung o : A + Y den konstanten lokalen Rang r hat und lokal-eigentlich 
ist (vgl. [5], § 1; [15], § 3). Bezeichnet jetzt tr: A +’ Y die durch Beschrankung 
von Tt, bestimmte Abbildung, so haben A und t die verlangten Eigenschaften. 

3.4. Zum Beweise von b,) werde irgendein Index i, ¢ J, herausgegriffen. 
Ist x ¢X ein Punkt, der zur gegebenen Z,-Aquivalenzklasse Z gehért, so 
existieren nach dem Hilfssatz zur Abbildung /;,: X > X;, und zum Punkte 
%» ein zusammenhangender r-dimensionaler komplexer Raum A, eine holo- 
morphe Abbildung rt: A + X sowie die Abbildung f;,ot =o;,: A > X;, mit 
entsprechenden Eigenschaften, wie sie oben beschrieben sind. o;, hat den 
konstanten lokalen Rang r und ist infolgedessen eine offene Abbildung. Fiir 
jeden Index i ¢ J, ist die Abbildung {jot = 0;: A > X; mit o;, verwandt, 
also von konstantem lokalen Rang r und daher ebenfalls offen. Ist i < i,, 
so hat man jeweils die Abbildung y; ;: X;,> X;; wegen fj = 7;,,Of;, ist o; 
= 71,10 6;,. Sei nun a)¢ A ein Punkt, fiir welchen t(a,) = z, gilt; dann kénnen 
wir eine offene zusammenhingende Umgebung U(a,)C A mit folgenden 
Eigenschaften wahlen: 

(1) Ist o;,(U (a,)) = V;, (V;, ist eine offene zusammenhingende Umgebung 
des Punktes /;,(z,) € X;,), so ist die durch Beschrankung von o;, bestimmte 
Abbildung ‘o;, : U (ay) > V;, eigentlich. 

(2) Es gibt eine eigentliche holomorphe Abbildung 9;,:V;—>G, von V;, 
in den Polyzylinder G,, : {|w,| < 1, . . ., |}w,| < 1} im Raume Cy, der r komplexen 
Veranderlichen w,,...,w,; das Tripel (X;,, ;,,@,) stellt also eine etwa 
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k,,-fache analytisch-verzweigte Uberlagerung von G, dar (k;, eine natiirliche 
Zahl). 

Es folgt, daB auch die Abbildung ¢;,0'o;,= m: U(a)) > G,, eigentlich 
ist. — Wir setzen h {r(U (ay))} = F (2), und h,(V (z ) = 0;(U (a))) = V;. Dann 
ist h(r(a,)) = Z, also z ¢ V(x); ferner ist V; eine offene zusammenhangende 
Umgebung des Punktes o;(a,) = fi(%) = h,(z) € Xj, und far i < i, gilt x; ;(V;,) 
= V;. Seien ‘a; : U (a) > V; baw. ' x; : Viz V; die durch Beschrénkung von 0; 
bzw. ;,; bestimmten Abbildunge, man ‘hat ‘o; =" 7;,;0’0;,.. Mit o;, sind fiir 
isisi, jowells auch ‘g;,‘o;, und ‘y;,; eigentliche Abbildungen; die Ab- 
bildung 9;, ©’ 7ii,= gi : Vi-> G,, ist daher ebenfalls eigentlich. Demnach stellen 
die Tripel (V;, gi, Ge), ig i, und (U (ay), y, G,) analytisch-verzweigte Uber- 
lagerungen von G,, dar; die Blatterzahlen seien k; bzw. k. Fir ips i <i, 
ist gj 0'o;= Gj, 0'o;,= y und gy, = gO’ x;,;, also gilt kk, <k. Sei i,,(%) 
=1,, ein Index mit i,<i,,, fiir welchen k,, maximal ist. Dann miaB fiir j, 
j, € Ig mit i,,< j < j, stets k,, = k,= k,, sein, und dies ist nur méglich, wenn die 
Abbildung ‘y, ;: V;,> V; umkehrbar-eindeutig, also ein holomorpher Homéo- 
morphismus ist. 

Damit ist b,) und infolgedessen auch b) bewiesen. 

3.5. Nach dem Zornschen Lemma existiert nun in der Menge wegen b). 
ein maximales Element yu, und dieses ist wegen a) eindeutig bestimmt. Sei 
({*, X*) ein uw repraisentierendes Paar. Wir behaupten, daB (/*, X*) eine kom- 
plexe Basis zur Abbildung f darstellt. Hierzu ist zu zeigen: Ist /,: X + Y, 
irgendeine von f abhangige Abbildung von X in einen komplexen Raum Y,, 
so gibt es eine holomorphe Abbildung g, : X*+ Y, mit /,= g, of*. — Es sei 
®:X-+Y x ¥Y, die durch x + (f(z), /,(x)), x ¢ X, bestimmte holomorphe Ab- 
bildung. ® hat wie f den konstanten lokalen Rang r und ist mit f verwandt. 
Man hat also die holomorphe Abbildung ®: X + Xg von X auf den zu @ 
kanonisch assoziierten Bildraum Xg sowie die holomorphe Abbildung 
iio: Xe>Y x Y, mit D=%g0. Das Paar (@, Xg) reprasentiert ein Element 
von F; da uw das groBte Element von § ist, gibt es eine holomorphe Abbildung 

y* : X*+ Xo mit j= z* of*. Bezeichnet jetzt s: Y x Y,— Y, die Projektion 
von Y x Y, auf Y,, so hat man /,=s0®=s807%g0 D=s80%e0x* of*. Dem- 
nach ist 8 Oe 0 y* eine gesuchte Abbildung ¢,. 

Damit ist unser Satz bewiesen. 
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Some Constructive Problems Concerning 
Analytische Gebilde 
By 
Mavrice Hers in Urbana, Illinois 


To Professor BEHNKE on the occasion of his sixtieth birthday 


1. In the present paper we shall be concerned with the study of global 
properties of meromorphic solutions of the classical Babbage equation 


(1.1) b(b(z)) =z. 


Our primary objective is the conformal characterization of the analytische 
Gebilde') associated with a meromorphic solution of (1.1). Of course, it is 
essential that the meaning of a meromorphic solution of (1.1) be made precise. 
A broad interpretation that can reasonably be put on the notion of a mero- 
morphic solution of (1.1) is that of a meromorphic*) function on a plane 
region 22 having the property (1): the inverses of the elements determined 
by 5 belong to the analytische Gebilde of which 6 is a branch. We are then 
concerned with the problem of characterizing conformally the analytische 
Gebilde which are their own inverses. We may impose stricter requirements 
on b, for example (2): for some z,¢ 2, 6(z,) € 2 and 6(b(z)) = z for z suffi- 
ciently near z,. Finally, we may require (3): 6(22)c 2 and 6(b(z)) = z for all 
z€ 2. The condition (3) forces 6 to be a univalent map of 2 onto itself. 

We shall see that, if b is a solution of (1.1) in any one of the three senses 
just specified, there exists a non-trivial conformal involution of the analytische 
Gebilde of which b is a branch. This is an easy consequence of the fact that 
the analytische Gebilde in question is its own inverse. The principal interest 
of our study lies in the opposite direction, that is, in the constructive aspect 
of the characterization problem. This part of the problem may be formulated 
as follows: 

Given a Riemann surface F and a non-triviz! conformal involution t of F. 
Does there exist a solution of (1.1) (in one of the above senses) such that the 
analytische Gebilde A of which b is a branch admits a univalent conforma: map p 
onto F having the property that g-'t @ carries each element of % into its inverse? 


1) The concepts from the theory of Analytische Gebilde which are used in this paper 
are treated in § 2. 

*) When we say that / is meromorphic in a set E, we mean that the domain of / is a 
neighborhood of Z and that / is meromorphic at each point of Z. We shall say that / 
is a meromorphic function on E provided that f is the restriction to Z of a function mero- 
morphic in Z. Similar terminology will be used with “analytic” replacing “meromorphic”. 
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This question admits an affirmative answer. In fact, there exists a b 
satisfying the above condition which meets the requirement (3) and has a 
domain conformally equivalent to an annulus. 

The constructive aspect of our study depends largely on two tools. One 
is the fundamental approximation theorem of BEHNKE and Stern [1]. The 
other is the exploitation of Picx-NEvan.inna interpolation methods for 
bounded analytic functions on Riemann surfaces having finite topological 
characteristics (genus and contour number) [3]. Combined use of these tools 
was made by the author [4] in treating the problem of characterizing the set 
of asymptotic values of a meromorphic function whose domain is a given 
Riemann surface. 

A by-product of our present investigation is a treatment of the non- 
compact case of the classical Riemann-Koebe realization problem in which 
not only is the value function (cf. § 2) of the constructed analytische Gebilde 
analytic i. e. polefree), but it enjoys certain distinguished covering properties. 

2. Analytische Gebilde. Usage concerning analytische Gebilde is not rigid. 
For this reason we state succinctly in the present section the definitions which 
we employ. The formulation is essentially that of Weyt [7]. We shall also 
want to treat the notion of the inverse of an analytische Gebilde and to state 
certain theorems (Theorems 1, 2) which serve as a bridge between the special 
theory of analytische Gebilde and the general theory of Riemann surfaces. 

We consider the class K of ordered pairs (/,g) where f and g are non- 
constant meromorphic functions having a common domain consisting of a 
plane region containing the origin and the map 


z— (f(z), g(2)) 
is univalent. We say that members (f,, g,) and (f,, g,) are equivalent provided 
that there exists a function g analytic at z= 0 and satisfying y(0) = 0, such 
that 
f(z) = fa P(2)) » 91(2) = go( P(2)) 

for sufficiently small z. This requirement defines an equivalence relation in K. 
We term an equivalence class of this relation an element. The element con- 
taining (f, g) will be denoted by e(/,g). We proceed by introducing a topology 
on the set € of elements which renders each component of € a 2-dimensional 
manifold, and thereupon endowing each component with a conformal structure. 
The components of € are the underlying sets of the analytische Gebilde. 

Given (f,g) €« K, we let V(f, g) denote the set of elements e(f*, g*), where 
ft(z) = f(t + z), g*(z) = g(t + z), t € domain of f and g, (the domain of f* and g* 
being the domain of f and g translated by — t). A topology is introduced on € 
by defining O(c €) to be open provided that for each e ¢ O there exists a pair 
(f,g) €e such that V(f,g)CO. This definition of “open” endows € with a 
Hausdorff topology. The V(f,g) are open. The map ¢t + e(/*,g*) defines a 
homeomorphism of the domain of f and g onto V(f,g). Thus € is 2-dimen- 
sional. Let 2% denote a component of €. Let & denote the set of homeomor- 
phisms ¢ — e(/*, g*) where all (/, g) belonging to the elements e ¢ W are taken 
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into account. Then £{ endows 2 with a conformal structure. The analytische 
Gebilde are the 2% with conformal structure so defined. 

We note that (/(0),g(0)) is independent of (f/,g) €e. Following the ter- 
minology of Saks and Zyemunp [6] we call the common value of /(0) the 
center of e and the common value of g(0) the value of e. The center of e will 
be denoted by c(e) and the value of e by v(e), With a given analytische Ge- 
bilde 2 we associate the two functions 


c:e>c(e), vie>v(e), e€A, 


termed respectively the center function and the value function of MU. They are 
both meromorphic functions on %. 

The following two theorems which bridge the special notion of analytische 
Gebilde and the general concept of a Riemann surface are stated without 
proof. Their proofs are of an elementary character. 

Theorem 1. Let F denote a Riemann surface and let f and g denote non- 
constant meromorphic functions on F. There exist an analytische Gebilde A 
and a conformal map ¢ of F into A such that f=co pandg=vo gy. There 
is precisely one pair (2, gy) for which these conditions are fulfilled. 

Thanks to Theorem 1 we may characterize triples (2, c,v) up to a con- 
formal equivalence. Triples (F,, /,, 9,), & = 1, 2, where the F, are Riemann 
surfaces and /, and g, are non-constant meromorphic functions on F,, are 
said to be equivalent provided that there exists a univalent conformal map » 
of F, onto F, such that /,= /,09, g,= 9,0 g. An equivalence is thereby 
defined. A triple (Fj, /,,9,) is said to be extendible provided that there exist 
a triple (F,, fs, g_,) and a conformal map 9g of F, into F, which is not a uni- 
valent map of F, onto F, such that /,= /,0 g and g,= g,0 . (An allied notion, 
extendibility of conformal maps of Riemann surfaces, is due to BocHNER [2].) 
We have 

Theorem 2. The triple (F, f, g) is equivalent to a triple (U,c,v) if and only 
if (F, f, g) is not extendible. 

Given an element e, we note that, if (/,g) ¢e, then (g,/) ¢ X, and that 
e(g, f) is independent of (f/,g) ¢ e. We term the common element e(g, /) the 
inverse of e and denote it by @. The map 


(2.1) e>e 


is a homeomorphism of € onto itself which is involutionary. The restriction 
of (2.1) to an analytische Gebilde 2% isa univalent conformal map of 2% onto 


an analytische Gebilde %. We term % the inverse of A. We say that % is 


involutionary provided that 2 = %. It is immediate that, if % is involutionary, 
then (2.1) restricted to 2 is a conformal involution of 2% (possibly the identity 
map). 

Let us now examine conditions under which a triple (F, /, g) is equivalent 
to a triple (2, c, v) where 2% is involutionary. Suppose that the two triples 
are equivalent and that @ is the univalent conformal map of F onto % such 
that f= cog and g=vog. Let o denote the restriction of (2.1) to &% and let 
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t= go ¢. First of all it is immediate that t is an involutionary conformal 
map of F onto itself. From coo = v, we infer g = fot. We conclude: 

A necessary condition for (F, f, g) to be equivalent to a triple (A, c, v) where A 
is involutionary is that (1) (F, f,g) be non-extendible and (2) there exist a con- 
formal involution t of F onto itself such that g = fort. 

It is readily seen that this condition is also sufficient and that, if rt is a con- 
formal involution of F satisfying g = fort, then in fact the map » of Theorem 1 
is such that wt g~' carries each element of 2 into its inverse. 

The case where o is the identity map occurs for precisely one analytische 
Gebilde, namely that which contains e (¢, «) where ¢ is the identity map of the 
finite plane onto itself. This analytische Gebilde is conformally equivalent 
to the extended plane and hence admits a conformal] involution distinct from 
the identity. We are led to conclude: a necessary condition that a Rieman 
surface F be conformally equivalent to an involutionary analytische Gebilde is 
that F admit a conformal involution distinct from the identity. 

Branch. We shall say that a non-constant meromorphic function / whose 
domain is a region 2 of the extended plane is a branch of the analytische 
Gebilde 2 provided that there exists a region 2, C% which is mapped uni- 
valently by ¢ onto Q and that v(e) = f(c(e)), e € 2,. Such an Q, is unique. 
Further given a non-constant meromorphic function f whose domain is a 
region {2 of the extended plane, there is precisely one analytische Gebilde 2 
of which f is a branch. We shall denote it by 2(/). By the elements determined 
by f are meant the elements e(g, fo q) where @ is a univalent conformal 
map of a region of the finite plane containing the origin into 2. They belong 
to 2 (f). 

We see that, if b is a solution of (1.1) in any of the senses specified, then 
(5) is involutionary. 

3. We now turn to the realization problem. Our starting point is a pair (F',r) 
where F is a Riemann surface admitting non-trivial conformal involutions 
and t is a non-trivial conformal involution of F. Our object is to construct 
a solution 6 of (1.1) satisfying requirement (3) with the domain of 6 con- 
formally equivalent to an annulus such that there exists a univalent con- 
formal map @ of F onto 2(b) having the property that mt g-' maps each 
element of 2(b) into its inverse. 

The case where F is of genus zero and is compact is essentially trivial. 
We may take F to be the extended plane and r(z) = — z. With Q = {1 < |z| <2} 
and f(z)=z, we have (F,f,fot) non-extendible, the induced 2 invo- 
lutionary and 6(z) = — z, z € 2, a solution meeting the imposed requirements. 

When we turn to a compact Riemann surface F of positive genus, we 
have two.possibilities to consider according as t possesses a fixed point or not. 

4. t possesses a fixed point. Suppose that q is a fixed point of tr. Let 4 
denote a disk*) containing q in its interior satisfying: (1) 4 is mapped onto 
itself by t, (2) A contains no fixed points of t other than g. Let A, denote 


*) We shall reserve the term disk for a homeomorph of {\z| < 1} whose frontier is a 
regular analytic curve. 
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a disk containing A in its interior and satisfying (2) with A, replacing A as 
well as the condition that there exists a point s ¢ int 4, such that r(s) ¢ 4). 
Let f, be a univalent analytic function on A,. By virtue of the theorem of 
BEHNKE and Srern there exists an analytic function on F — {t(s)} which 
approximates f, uniformly on 4,. It follows that there exists a meromorphic 
function dn F having a pole at t(s) but no other poles which approximates /, 
uniformly on 4,.*) We conclude that there exists a meromorphic function / 
on F which has a pole only at r(s), is univalent on A and has multiplicity 1 
at s. The first and last of these properties insure that (F,/, for) is non- 
extendible. Let A be an annulus*) contained in 4 which is mapped into 
itself by tr. Then 6 = {(f(p), f(<(p))) | p € A} is an involution of f(A) which 
is a branch of an involutionary analytische Gebilde conformally equivalent 
to F where the map carrying each element of the Gebilde into its inverse 
corresponds to t in the manner indicated above. 

5. t does not possess a fixed point. The construction leading to 6 in § 4 
may be paralleled in this case when we replace the invariant disk 4 by the 
closure of a suitably chosen invariant annulus. The following lemma permits 
us to assert the existence of such an annulus. It will have application to the 
non-compact case as well. 

Lemma 1. Let t be a conformal involution of a Riemann surface F. Then 
there exists an annulus A(CF) satisfying: (1) fr A consists of two disjoint 
closed regular analytic Jordan curves, (2) t maps A onto itself. 

Proof: We may dismiss the case where t has a fixed point which is easy 
to treat when one considers an invariant disk containing a fixed point in its 
interior. For the remainder of the proof rt will be assumed to be fixed point 
free. 

The cases where the domain of a conformal universal covering of F is 
parabolic are readily treated. One is the case of a Riemann surface conformally 
equivalent to {0 < |z| < + co}. This is of course trivial. If we take F = {0 < 
< |z| < + co}, t(z) = — zand any {r,< |z| < r,}, 0 < r,< r,< + ov, serves as A. 
The other is the case of a Riemann surface which is topologically a torus. In 
this case we introduce a conformal universal covering y of F whose domain 
is the finite plane. Let {w,, w,} denote a generating pair of periods of y. 
Then tow= woT where T is a translation of the form 


T (z) =z + */, (6, w+ dg @y), 
4) In fact, it suffices to introduce, as we may, a pair (g,,9,) where the g, are mero- 
morphic functions on F having poles at t(s) but nowhere else on F and (F, g,, g,) is not 
extendible. An analytic function on F — {r(s)} admits a representation of the form 


a—l 
= (A,0g,) g§ where n is the valence of g, and the A, are meromorphic in the finite 
k=O 


plane and have a finite number of poles. (In this representation we are understanding 
that g, and g, are restricted to F — {r(s)}.) It is now easy to see that, when the A, are 
replaced by rational approximants having the same finite poles and principal parts at 
these poles as the A,, we obtain an approximant to /, of the desired type. 

5) We shall use the term annulus for a region conformally equivalent to some 
{r, < |z|<1r,}, where O< 1, <1, < +00, 
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(6,, dg) = (1,0), (0,1), (1,1). If (6,, 6.) = (1,0), it suffices to take A as the 
image of {t, w,+ t, w,|0<t, <1, 0< t, < 1/,} with respect to y. The other 
two situations are similarly handled. 

There remains to be considered the case where the domain of a conformal 
universal covering of F is hyperbolic. We now let w denote a conformal 
universal covering of F whose domain is {|z| < 1}. Let J’ denote the group of 
conformal automorphisms of {|z| < 1} which leave wp invariant. It will be 
convenient to introduce the classical fundamental domain of I’, namely 


(5.1) D = {z| d[z, 0] <d[z,«(0)], «cT}, 


where d[z,,z,] is the non-euclidean distance between the points z, and z, 
of {\z| << 1}. We observe that there exists a conformal automorphism # of 
{|z| < 1} which satisfies Tow= yo and £(0)¢®. Since rt is a fixed point 
free involution of F, we conclude that £ is parabolic or hyperbolic and that 
y = BoB is a member of I distinct from the identity. From 


(5.2) d[B (0) , 0) = d[6(0), 7 (0)] , 


we conclude that £(0) «fr. Further by the non-euclidean convexity of 9, 
we are assured that the rectilinear segment 0 (0) lies in the interior of D 
save for 8(0). From 


d(f~ (0), 0] = d[0, B(0)] Sd[B(O), y «(0)] = d[B* (0), a(0)], acl, 


we see that 8-!(0) €D. Taken together with (5.2) thisimpliesthat B-'(0) ¢/r®. 
The image of the piecewise rectilinear arc £-'(0) 0 8(0) with respect to yp is 
a closed (piecewise analytic) Jordan curve C in F which is mapped onto itself 
by t. 

Let q ¢ F — C and let G denote the Green’s function with pole qg of the 
component of F — € which contains q. It is to be observed that t maps each 
component of F — C onto itself. Let h = G + Gor*). It is obvious that h 
is invariant with respect to r*). If c,,c,(> c,) are chosen positive and suffi- 
ciently small, then there exists a component of {p|c,< h(p) < c,} which 
meets the requirements imposed by the lemma on A. The lemma is thereby 
established. 

Before we turn to the realization problem for F compact, t fixed point 
free, it will be convenient to make the following observations concerning A 
for t fixed point free. 

(a) If F is compact, then F — A is connected. Suppose that F — A is not 
connected and that Q is a component of F — A. Then t maps Q onto itself. 
On considering (as above) the Green’s function © for 2 with pole g ¢ Q and 
forming h = © + Gor, we are led to the conclusion that the abelian diffe- 
rential 5A (given in the parametric neighborhood associated with the local 
uniformizer o by (hoc),— i(hog),) has an even number of zeros since t has 
no fixed points. This is impossible as is readily seen on calculating the number 
of zeros of 6 h in terms of the Euler characteristic. 


*) Actually t restricted to the component of F — C containing q. 
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(b) If F is not compact, each component of F — A is not relatively compact. 
The argument used in (a) remains applicable. 

We return to the realization problem. It is now clear that the case where F 
is compact and rt is fixed point free may be treated along lines which parallel 
the treatment of § 4. In fact, let y now denote a univalent conformal map of 
an annulus {1 < |z| < r} onto an admitted A. If we let 1 < r.< ry< r3< r4< 1, 
let y{r2< |z| < ry} take over the role of A, let the image with respect to p 
of the union of {r,< |z| < 1,4} and a sufficiently small closed circular disk 
centered at z = r, take over the role of 4,, let the inverse of y take over the 
role of fy, and finally let y(r,+ 7) take over the role of s. 7 being sufficiently 
small and positive, we may then paraphrase the argument of § 4. 

6. The exhaustion of a non-compact F. We are now concerned with the 
realization problem for the case where F is not compact. Our first objective 
will be the introduction of a suitable exhaustion of F. The exhaustions which 
we give are based upon a clssification of the pairs (F, 1). It will also be con- 
venient to introduce in this section certain auxiliary sets which depend upon 
our classification of (F, t). 

I. t has a fixed point. Let gq denote a fixed point of t and let 4 denote a 
disk containing q in its interior and satisfying r(4)= 4. We take as our 
exhaustion of F an exhausting sequence of regions ({2,)5° satisfying: 

(a) for each n, Q, is relatively compact, 2c 2,,,, frQ,=frQ, and 
consists of a finite number of mutually disjoint regular analytic closed Jordan 
curves, each component of F — 2, is not relatively compact, and 1(Q2,) = Q,; 
(b) 4c Q,. 

It is clear that the construction of such a sequence would be straight- 
forward were it not for the condition r(2,) = 2,. A method of obtaining an 
exhaustion of the desired type is the following. We let G denote the Riemann 
surface obtained in the standard manner by identification of the points of 
F with their t-images and note that F admits a conformal map z of constant 
valence 2 onto G. Now G admits an exhaustion (w,,)>° meeting the requirement 
(a) with w,, replacing 2,, apart from the irrelevent last clause, as well as the 
requirements that w, contain 2(4) and that for each n, a be not ramified 
over frw,. Then (x-'(w,))> meets the stipulated requirements. To be 
specific, the points of G are the (non-ordered) pairs {p, t(p)} and z is defined 
by 2(p) = {p, t(p)}. 

It is to be observed that the condition (a) implies that an analytic function 
on 9, admits uniform approximation on 2, by an analytic function on 2, ,, 
thanks to the theorem of BEHNKE and STEIN. 

It will be cénvenient to introduce an analytic function /, on 2, which 
satisfies f,(q) = 0, is univalent on a region containing 4 and is of modulus 
one on f r 2,. In each of the remaining cases we shall introduce a function /, 
depending upon the special conditions prevailing. 

In each of the remaining cases t is fixed point free. 

Ila. F is conformally equivalent to {0 < |z| < + co}. We take, as we may, 
F as {0 < |z| < + co}, and have t(z)=—z. We let A= {/, < |z| < */,}, 
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Q,= {2-**) < |z| < 2"*9}. We take gas 1. Let /, denote an analytic function 
on 2, which is univalent on {3/, < |z| < 7/,} and is of modulus one on fr Q, 
and in addition has simple zeros at 1 and — | and satisfies /j(1) + f(— 1). 

Il B. F is conformally equivalent to {0 < |z| <4}. On taking F = {0 < |z| < 4}, 
we have r(z)=—z. We let A = {?/, < |z| < */,} and g= 1. We now let 
Q, = {2-*%) < |z| < 4 — 2" +}. We let /, denote an analytic function on 2, 
which is univalent on {°/, < |z| < 7/,}, is of modulus one on fr Q, and, has 
simple zeros at 1 and — 1. 

Il y. Fisanannulus. We take F = {r-!< |z| <r},r>1. Again r(z) = —z. 
Let (r,,)¢° denote an increasing sequence of positive numbers where | < rp, 
lim r,= r. Let A = {r5‘* < |2| < ris}. Let 2, = {r-! < |2| < 1,}. Let g denote 
a positive number satisfying rj* <q <r. Let f, denote an analytic function 
on 9, which is univalent on a region containing A, has simple zeros at q and 
— q and is of modulus one on f r 2). 

116. The fundamental group of F is not abelian. In this case we may choose, 
thanks to Lemma | and the proper discontinuity of the group of conformal 
automorphisms of F, an A meeting the requirements of Lemma 1 and q ¢ F — A 
which are such that m-—> g(q) is univalent on the set of conformal auto- 
morphisms (identity included) of F onto itself and that no one of the (q) lies 
in A. We introduce a sequence (2,)3 meeting the conditions (a) stipulated 
for case I as well as: (b) AC Q,, (c) q, t(q) € Q,. It is to be recalled that 
each component of F — A is not relatively compact. Also the remarks of 
case I concerning the existence of such a sequence (,)5° remain applicable. 
We let /, now denote an analytic function on Q, which is of constant modulus 1 
on fr Q,, is univalent on a region containing A and has simple zeros at ¢ 
and 1(q). 

It will be convenient to introduce an auxiliary set B(CF) defined’as 
follows. In case I, B is to be the set of fixed points of 1 different from gq. 
In cases II x, 8, y, we set B=. In case II 6, we take B as the set { (q)} 
less q, T(q). 

We shall want to be assured that, among other things, the limit function 
which we shall construct is locally simple at g and t(q). To that end, we shall 
fix a local uniformizer for a neighborhood of g and one for a neighborhood of 
t(q) (provided that t(q) + q) and introduce the notion of the local derivative 
at q(t(q)) of a function analytic at ¢(t(q)). It is to be understood as the deri- 
vative of the function composed with a suitable restriction of the uniformizer 
in question at the parameter value corresponding to q(t (q)). 

We fix a positive number c which is less than the moduli of the local deri- 
vatives of /, at g and t(q). For case II « we let c, denote a positive number 
less than |fi(1) — fo(— 1). 

7. The construction of f,. The constructions given below are based 
on the following observation: Given an analytic function g on Q,,. Then 
there exists a sequence (g,)° of analytic functions on 2Q,,,, satisfying: 
Jn 18 of constant modulus n on frQn.; gn tends uniformly to g on Q,,. 
This observation is a consequence of the Behnke-Stein theorem and the 
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fact that an analytic function on Q,,,, which is of modulus < M is the limit 
of a sequence of analytic functions on 2,,,, which are of constant modulus M 
on fr Q,,,, (ef. 3]. In fact, the Behnke-Stein theorem guarantees the existence 
of a sequence (h,)° of analytic functions on Q,,,, satisfying: sup |h,,| < n; 
h,, tends uniformly to g on 2,,. Each h, may be replaced by a g, by virtue 
of the second cited result. 

We apply the above observation to /, and let (g})° denote a sequence 
of the desired type. In case I we set v) = gi — gi(q). In cases II « — II 4, 
we let h™ and h¥ denote analytic functions on 22, satisfying 


A (q)= 1, A (x(q) = 0, A*(q)= 0, h*(x(g)) = 1, 
and set 
% = In — (gn(q) A + gh(x(q)) hi). 
For n sufficiently large v} satisfies the following conditions: 
(7a) miny,g, |\v,| > 2. 
(7b) maxy, |v, — fol < 47. 
(7c) Each component of 2,— 2, contains a zero of v}. 
(7d) The local derivatives of v} at q and t(q) have modulus exceeding c 
(cf. last paragraph § 6). 
(7e) v} is univalent on a region containing A or A. 
(7f) (only for II «). The modulus of the difference of the derivatives of v} 
at z= 1 and z= — | exceeds ¢,. 

These assertions are consequences of the fact that v} tends to /, uniformly 
on 9), and the boundary behavior of the v} as well as that of /,. 

We fix an n such that v} satisfies (7a)—(7f) inclusive and denote the 
corresponding v, simply by v,. We add to v, an analytic function on 2, whose 
zeros are those of v, which are not in B, the order of each zero of the added 
function being that of the same zero of v,. Further the added function is to be 
taken so small that the resulting function w, not only satisfies conditions 
(7a)—(7f) inclusive with w, replacing v}, but also the condition that w, does 
not vanish at a point of B. 

}, is now achieved by adding to w, an analytic function on 2, whose set 
of zeros consists of g,t(q) and a subset of the set of zeros (+ q, t(q)) of w, 
which has the property that it contains precisely one point of each pair {r,1(r)} 
where r is a zero of w, different from g and t(q). It is further stipulated that 
at each of the zeros of the added function the multiplicity of the added function 
is equal to the multiplicity of w, and that the added function is so small that /, 
fulfills the conditions (7a)—(7f) replacing v} as well as the conditions that, 
if f,(p) = f,(t(p)) = 0, then p= q or p= (gq), and that /, does not vanish 
on B 

8. Disk family D,. We fix for each of the zeros of /, and their t-images 
other than g and 1(q) a disk neighborhood in 2,. We require that the disks 
associated with distinct points be mutually disjoint, and further that neither 
q nor t(qg) nor a fixed point of t belong to any of these disks and that the 
Math. Ann. 136 2 
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disk associated with the t-image of a zero of /, is the t-image of the disk con- 
taining the zero. In case II 6 we require that the set of the images of g with 
respect to the conformal automorphisms of F (identity included) have no 
point in common with the chosen disks. We assume that a family of disks, D,, 
meeting the specified requirements has been selected. 

9. The recursive construction. Suppose that for a given positive integer k 
we are given a pair (/,, D,) where f, is an analytic function on Q, and D, 
1s a family of disks each of which is contained in 2,. Suppose further that the 
following requirements are fulfilled: 


(9a) miny,o, |f,| > 2*. 
(9b) f, has a zero on each component of 2, — 2,_,. 


(9c) The local derivatives of /, at g and t(q) have absolute values greater 
than c. 


(9d) f, is univalent on a region containing A (A). 

(9e) The zeros of /, include g and 1(q). If f,(p) = f,(t(p)) = 0, then p= q 
or p= t(q)- 

(9f) (for Ia only) [ff (1) — ff(— 1)| > «. 

(9g) D, meets the conditions imposed on D, of §8 with /, and Q, replacing 
f, (of § 7) and Q, respectively. 


What we wish to show is the existence of a pair (f,,,, D,,,) satisfying con- 
ditions (9a)—(9g) inclusive with k replaced by k + 1 and the following three 
conditions: 


(i) maxy, |fe+i— fe] < 4-@*”. 

(ii) Each zero of /,,, in 2, other than g and r(q) lies in the interior of a 
disk of the family D, which contains a zero of f,. 

(iii) Each disk of the family D,,, which contains a zero of f,,, in Q, is 
contained in the interior of a disk of D, ; the disks of D, ,, which contain zeros 
of f,,, in 2,,,— 2, are themselves contained in Q,,,— Q,. 

The existence of such a pair (/, ,,, D,,.,) may be established by an argument 
which follows, insofar as the construction of /,,, is concerned, that of §7. 

We introduce a sequence (g**')* of analytic functions on 2,., which 
tends to /, uniformly on 22, and is such that g**' is of constant modulus n on 
fr2,.4,. For case I, we introduce 


vk tla gttl_ gt+1(q), 


and for cases Ila—II6 we let h**+1.1 and h**+1,2 denote analytic functions on 
2, ., satisfying 


hE+1,1(g) = 1, h*+41(x(g)) = 0, h*+12(g) = 0, h*+4-2(z(g)) = 1, 


and set 


eto gti (gt **(q) Ae+1l gt ** (x(q) hk+1,2) P 
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For n sufficiently large max, |vt*+!— f,| <44**), and requirements 
(9a)—(9f) are satisfied with v§*! restricted to 2, replacing f,, each zero of 
vé*! in Q, other than g and 1(q) lies in the interior of a member of D, con- 
taining a zero of f, and each component of 2, ,,— Q, contains a zero of “whe 
We fix such an » for which min,,o,,,|v¥*"| > 2**+! and denote the corre- 
sponding x**? simply by v,,,. We add to »,,, an analytic function on Q, ,, 
whose set of zeros consists of the zeros of v,,, which are not in B, the order 
of each zero of the added function being that of the same zero of v, ,,. Further 
the added function is to be taken so small that the resulting function, w, ,,, 
has a restriction to 2, which satisfies (9a)—(9f) with the restriction of w,,, 
to 2, replacing f, and in addition is such that miny,o, ,, |w,.,| > 2**!, each 
zero of w,,, in Q, different from g and 1(q) lies in the interior of a member of 
D, containing a zero of f/,, each component of 2, .,— 2, contains a zero of 
W, +1, no zero of w, ,, lies in B, maxg, |w,.,— f,| < 4° *». 

fy +1 is obtained by adding to w, ,, an analytic function on Q, ,, whose zero 
set consists of g, t(q) and a subset of the zeros (+ ¢, t(q)) of w,., which has 
the property that it contains precisely one point of each pair {r, r(r)}. where r 
is a zero of w,,,, 7+ q, T(q). It is further stipulated that at each of the zeros 
of the added function the multiplicity of the added function is equal to the 
multiplicity of w,,,, and that-the added function is so small that /, ,, meets 
the requirements (9a)—(9f) with /, ,, replacing /, (but everything else remaining 
unaltered) and in addition: the conditions (i), (ii), and min,,9, , , |f,p4,| > 2**}, 
as well as the conditions that /, ,,(p)+0 for p< Br Q, .,, that f,,, has a zero 
on each component of 2, ,,— 2,, and that f,,,(p) = f,.,(t(p)) = 0 implies 
p= or p= r(q). 

We note that a family D,., is readily constructed which satisfies (iii) 
thanks to the requirements imposed on f;, ,;. 

The existence of an admissible pair (/,,,, D,.,) is assured. 

10. It follows now from §§ 7, 8, 9 that there exists a sequence ((/,, D,))° 
where for each positive integer k the pair (f,, D,.) satisfies (9a)—(9g) and the 
conditions (i), (ii), (iii) of § 9 are fulfilled. We conclude that for each compact 
subset C of F, f, is defined on C for k > k(C) and (f,)¢,c) converges uniformly 
on C. Let f denote the limit function of (f/,); f is clearly not constant. Our 
object is to show that (Ff, /, fort) is not extendible and that consequently our 
problem is solved. 

The following properties of { are readily concluded: 


(10a) f is univalent on int 4(A). 

(10b) /f has a zero in each component of 2, , ,— 2, for each positive integer k. 

(10c) miny, 9, |f| > + 2. 

(10d) The zeros of f include ¢g and r(q) (which are simple zeros). No point 
of B is a zero of f. If f{(p) = f(t(p)) = 0, then p= g or p= 1(q). 

(10e) In case Ila, f’(1) + f’(— 1). 


Non-extendibility of (F, f, fot). Suppose that @ is a conformal map of F 
into a Riemann sur‘ace G and g and h are meromorphic functions on G, and 
9Q* 
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suppose further that 
(10.1) f=g906, for=hob. 


It is to be observed that thanks to (10c) 6 enjoys special topological pro- 
perties. In fact, for each relatively compact region Q of 6(F), each component 
of @-* (Q) is a relatively compact subset of F. It is to be noted that we construe 
the relative compactness of Q in the sense of the relative topology of 0(F), 
thus Q (in the sense of @) is to be compact and is to be contained in 0(F). 

We now infer from (10d) that @ has constant valence 1 or 2 on 9(F). For 
6(p) = 6(q) implies by (10.1) that f(p) = f(g) and f(r(p)) = f(r(qg)). Hence 
p=qor p=t(q). Since f has multiplicity 1 at g and r(q), 6 has multiplicity 
1 at g and r(q). Consequently the valence of @ at 6(q) is 1 or 2. As a conse- 
quence of the covering property of @ described in the preceeding paragraph, 
6 has constant valence 1 or 2 on 0(F). 

We now verify that the value of the valence of 6 on 6(F) is indeed 1. At 
this point use is made of special properties enjoyed by / in each of the cases 
considered. 

Case I. Here 6(p) = 6(q) implies p = q and the valence has value 1 on 6(F). 

For the remaining cases we proceed as follows. Suppose that @ were not 
univalent. Then there is a unique conformal involution » of F distinct from 
the identity which leaves § invariant. We have from (10.1) 


fog=f. forog=for, 


whence we conclude that » +t by virtue of (10b) and (10d). We now bring 
into play the special features of the various cases Ila—TII6. 

Case Ila. Here we have: g= 1; g(l)= — 1 since the multiplicity of / 
is 1 at z= 1. Hence g(z)= —z" since +r. From f(—z")=/f(z) we 
conclude f’(— 1) = f’(1). This is impossible. Hence 6 is univalent in case IT. 

Case II 8. The only conformal involutions of F are the identity map and rt. 
We conclude the univalence of 6. 

Case II y. Here g(z) would have to be of the form ez~!, |e|= 1. But 
y(q) + q and (q) + t(q). The univalence of 6 follows. 

Case I16. From fo gm=f we conclude that / vanishes at g(qg)¢ B. By 
(10d) this is impossible. The univalence of @ is established. 

There remains to be shown that 6(F) = G in order to conclude the non- 
extendibility of (F,/, fot). Suppose that 0(F)+G. Each point of fr6(F) 
would then be a pole of g. Otherwise there would exist s ¢ fr @(F) such that 
g(s) + co and consequently there would exist in a sufficiently small neighbor- 
hood of s a point t € fr@(F) which is an asymptotic point of @ and is not 
a pole of g. But then g(t) would be a finite asymptotic value of f. This is 
impossible. 

Suppose now that s¢fr6(F). There would exist a disk 6 satisfying: 
s €int 6, 6 — {s} C 0(F), min, |g] > 0. However 6-1(6) would then contain 
a component of F — Q, for n sufficiently large. Hence / would have infinitely 
many zeros on §-1(4). This is impossible since g does not vanish on 6. We 
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must reject the assumption 9(/°) + G. The proof of the non-extendibility of 
(F, f, fot) is established. 

11. The Riemann-Koebe realization problem (non-compact case). We shall 
now see that the Riemann -Koebe realization problem may be given a solution 
which enjoys certain special properties by a method which has much in 
common with that used in the realization aspects of our study of conformal 
involutions’). We observe that the Riemann-Koebe problem is equivalent 
to the following: 

Let there be given a non-compact Riemann surface F and a non-constant 
meromorphic function m, on F. Does there exist a non-constant meromorphic 
function m, on F such that (F', m,, m,) is not extendible ? 

We shall see that there exists such an m, which is analytic and has the pro- 
perty that for each relatively compact region 2 of the finite plane, each component 
of m5 ' (Q) is relatively compact. 

Suppose that ¢ ¢ F and that / is an analytic function on F having the 
covering property stated for m, in the preceeding paragraph and also the 
following property : f has asimple zero at g but does not vanish at any antecedent 
of m,(qg) with respect to m, distinct from q; for each compact set C Cc F, each 
component of F — C which is not relatively compact contains a zero of f. 
Then on paraphrasing the argument of § 10 we see that (F, m,, /) is not exten- 
dible so that / is an admissible m,. 

Construction’) of f. Suppose that (p,) is a univalent sequence, with domain 
either the set of non-negative integers or else an initial segment of the set of 
non-negative integers, which enumerates the set of antecedents of m,(q) with 
respect to m, and satisfies py= q. 

Let (22,)5° denote a sequence of regions of F satisfying condition (a) of 
§ 61 (save the irrelevant last clause). We suppose that p,¢ 2,. The notion 
of the local derivative at a point of F as defined in § 6 shall persist. 

Suppose that /, is an analytic function on 2, satisfying 

P.,: {n(Po) = 9; the absolute value of the local derivative of /,, at p, ex- 
ceeds 1; f,(p,) +0 for py(+ po) € 2,; min;,y, |f,| > 4"*1; for lao ksn, 
/, has a zero on each component of Q,— 2,_, when n > 1. 

Then there exists an analytic function /,., on 2, ,, satisfying 


Q,: Presi M2xj,, fn — faa] < 4-@*; 
Mnea(Px)| > (1 — 4-*) glad] » Pel Pod € Qy 


To see this we introduce a sequence (g,,)\° where g,, is an analytic function 
on 22,,,, which is of modulus m on fr 2,,., and q,,(p.) = 0, and .g,,)” tends 
uniformly to /, on Q,. There exists a positive integer m such that g ,, replacing 
f,+, Satisfies each requirement of Q,,,, save possibly the absence of zeros at 
the p, € 2,,,,— 2,. We fix such an m and denote the corresponding g,, simply 


*) For the existence of an analytische Gebilde with analytic center and value functions 
which is conformally equivalent to a given non-compact Riemann surface, cf. [5]. 

’) When the argument parallels that already given in the preceeding sections we shall 
omit the details. 
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by g. Now let A denote an analytic function on 2, ,, whose sole zero is pp. 
Then for 7 a sufficiently small constant +0, g + 7h is an admissible /, ,,. 

We conclude, since there exists /, satisfying P, that there exists a sequence 
(fn)o° where 7, is an analytic function on Q,, satisfying P, for each n and f,,, 
satisfies Q, for each n. The sequence (/,)5° converges uniformly in F to a 
non-constant limit function f. We see that f has a simple zero at q and /(p,) + 0 
for k+0. Further minj,9, |f| > 4"*! — (3(4)")-! and f has a zero in each 
component of 2,— 0,_, for each positive integer n. f meets the imposed 
requirements. 
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A Generalization of Faber’s Polynomials* 
By 
J. L. WAusH in Cambridge/Mass. 


Dedicated to Professor Hervrich BEHNKE on the occasion of his sixtieth anniversary 


Although the polynomials of Faser [1, 2] remain outstanding as the most 
useful polynomials for the expansion in an arbitrary Jordan region of the 
complex plane of a function analytic there, other kinds of polynomials (such 
as those found by interpolation) have hitherto proved highly useful in the 
simultaneous expansion in several disjoint Jordan regions of a function ana- 
lytic in those regions. It is interesting to note, and this is the purpose of the 
present paper, that Faber’s original method applies also in the latter case, 
provided suitable modifications are made, and yields a new set of polynomials 
with important properties. 

These new polynomials are found (i) by considering a suitable sequence 
of interpolation polynomials convergent in the interior of a lemniscate leading 
to a series similar to that of Jacobi, and (ii) by mapping conformally the 
exterior of the lemniscate (suitably chosen) onto the exterior of given closed 
Jordan regions; the expansion of this mapping function yields the new polyno- 
mials. The original Faber situation is of course simpler, in that the Taylor 
development can be used for (i), and the map in (ii) is the Riemann map of 
one Jordan region onto another. However, the present more general polynomials 
reduce when specialized to those of Faber. 

Professor LENNART CARLESON has also devised a set of polynomials gene- 
ralizing those of Faber; he replaces (ii) by the map of the universal covering 
surface of the exterior of the given Jordan regions, so the Taylor development 
can be used in (i). His method is simpler than the present one, but ordinarily 
yields a less rapidly convergent polynomial expansion. 


We shall set forth the special case for polynomials of a more general series 
of rational functions of interpolation recently introduced (Watsu [7]). 
Lemma 1. Let the positive numbers m,, m,,..., m, be given, with Xm; = 1. 


For the values n= 1,2,...; 7 =1,2,..., , there exist integers N,,, satisfying 
the relations > 
(1) 2 Nas=”, 
ju 
(2) 0 S Nu S Nasi,3S Nast 1, 
(3) "|Nas— nm) SA. 





* This research was sponsored (in part) by the U.S. Air Force Office of Scientific 
Research, of the Air Research and Development Command. 
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Here and below the numbers A with or without subscripts represent 
positive constants, which may however change from one formula to another. 

Lemma | is not difficult to prove; compare (WALSH [7]). 

Lemma 2. Let there be given in the z-plane the points a,,a,,...,a, and 
positive weights m,,m,,...,m, with 2m;=1. Then there exists a sequence 
of points a, &, ..., of which each a; is some a,, such that on every closed bounded 
point set E containing no a, we have 





(z — a) (z —ag)...(2—a,) | 
(4) 0<A,< (Ute) moe < A,, 
(5) U (z) = (z —a,)™ (z — a,)™. . . (z — a)". 


We define the points «, according to the properties established in Lemma 1, 
namely a,= a; if N,,;= 1, and more generally «, ,,—a,, where k is uniquely 
determined by the inequality N,,.,,,>N,,. Thus, among the points «,, 
&,.-., 4, there are precisely N,; which coincide with a,;. For every value 
ofn wehave — 


IT — a;) = JJ (z—a,)*™. 
j=1 
From inequality (3) we have for z on E(j = 1, 2,..., v) 
Nn, log |z — ay] —_nm, log lz —a|| < 4’, 
| D log |z —a,|\"¥ —n J log |z — a4 < vA’, 
j=l j=1 
and (4) follows. The absolute value which appears in (4) approaches unity 
as z becomes infinite, so (4) persists even if Z is not bounded. 

We emphasize the importance of (4), which finds application throughout 
our later work; a weaker inequality would not suffice. 

Theorem 1. Let the distinct points a,,d,,...,a, and positive weights m,, 
M.s,...,m, be given. In the notation (5) we denote generically by E,(a > 0) 
the point set |U(z)| < o and by I, the set |U(z)| =o. A function f(z) analytic 
on the set E, (the case 9 = co not excluded), but not analytic throughout any E,,, 
o'> @, can be expanded on E, in a series of interpolation 


(6) f(z) =2) Cy Uy, (Z) ’ Ug (z) = 1 ’ U, (2) = (z — a) (z — ae) ece (z—a,), 


which converges uniformly on each compact set in E,. Here the «,, each of which 
is some a,, are chosen to satisfy the conditions of Lemma 2. The coefficients c,, 
satisfy the relation 


(7) lim sup |¢,|'" = 1/9 ; 

on every set E,, a0. < 0, we have 

(8) lim sup [max |f(z) — s,(z)|, zon B,]""— oo, 
n—> oo 


8, (z) = * CyU, (2) 
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Series (6) is indeed a series of interpolation; the coefficient c, can be found 
formally by setting z = a,, and the later coefficients similarly found by setting 
successively z = a», %3,..., With differentiation a suitable number of times 
to allow for the a; which are repeated. The validity of this method of com- 
puting the c, is a consequence of the validity of (6), including uniformity of 
convergence in the neighborhood of each a,. This method shows also that the 
expansion (6), valid uniformly in the neighborhood of each a,, if existent is 
unique. 

Equation (6) follows from Hermite’s interpolation formula 








1 + t)dt 
(9) He) —a,(2) = 5a; f SHOTON 2 on E,, 
r 


a 
a@<A<o. It follows from (4) and (9) that the first member of (8) is not 
greater than the second member (A ~ @), so the series (6) converges uniformly 
to {(z) on any closed subset of Z,. 

The coefficients c, can be calculated by subtracting two equations (9) 
for successive values of n: 


1 tu, (z) f(t) dé 
8, (2) — 8,-1 (2) = Pai, 1,8) = “nl2)» 





A 
] f(t)dt 
(10) Bat J me’ 
a 
the integral being taken in the positive sense with respect to Z,. It follows 
at once from (4) and (10) that the first member of (7) is not greater than the 
second member. 

However, if the first member of (7) were less than the second member, 
by (4) the series (6) would converge uniformly and represent f(z) throughout 
some E,-, 0’ > @, which is impossible. Equation (7) is thus established, whence 
again by (4) the series (6) diverges for every z exterior to Z,. It follows too 
that the first member of (8) is not less than the second member; the contrary 
would imply 


lim sup [max |c,u,(z)|, z on E£,}/"< ajo, 
a-c 


in contradiction to (4) and (7); thus (8) is established. Equation (8) expresses 
maximal convergence (WALSH [6], § 4.7) on £Z,. 

Again we emphasize the power of inequality (4), which is evident at almost 
every step. 

The Taylor development is the special case vy = 1 of (6). Moreover, if the m, 
are all rational, some power (say N) of U(z) is a polynomial P(z), necessarily 
of degree N, and s, y_,(z) can be written in the form 
(11) P, (2) P(z) + pa(z) P?(z) + +++ + pp—a(2) P*-* (2); 
here the coefficients j;(z) are polynomials in z of degree less than N, and the 
series of which (11) is the partial sum is the classical Jacobi series. Even for 
this case, that the m; are rational, the complete series (6) has interesting 
special properties. 











26 J. L. Watsa: 


II 


An alternative interpretation of this proof of Theorem 1 is that uniformly 
for t on I, and z on I’, (a < A) we have an expansion 


(12) faz ES call) a), 


from which (6) follows by Cauchy’s integral formula. It is a well recognized 
fact that whenever such a uniform expansion as (12) exists, the roles of ¢ and z 
may be reversed, to yield the expansion exterior to I, of a function F(t) 
analytic on and exterior to I’, as a series of the form 


(13) ¥ agent); 
0 


this fact illustrates the principle of duality (Wa.suH [6], § 8.5). 

When (12) is a series of interpolation in z for fixed t, the coefficients c,, (¢) 
may be found by interpolation in the points «,. To be explicit, the form 
of (9) suggests that (9) may have been obtained (by Cauchy’s integral formula) 
from the development (cf. Watsx [6], § 3.1). 


(14) se = sole) + [6,(2) — 89 (2)] + [a9(2) — a @)] + °°, 
1 +1(2) 
Faz THO) + Sea 
Gut) ty (2) = 8p (2) — 8-1 (2) = thy (2)/thy (8) 
(15) cult) = Ltty a(t) 


the identity of (14) including (15) with (12) and the validity of (12) uniformly 
for t on I, and z on I,(o < A) can be proved by inspection. It is interesting 
to notice, in accord with the principle of duality, that we have first the ex- 
pansion of 1/(¢ —z) for fixed ¢ in polynomials in z and second the expansion 
for fixed z in rational functions of ¢ with their poles in the points «,;; moreover, 
a series of interpolation (14) of rational functions leads to a series of inter- 
polation (6) of rational functions. The role of the points a, is first as zeros 
in z of the terms of the series and as points of interpolation, then as poles in ¢ 
of the terms of the series; the role of the point at infinity is first as only pole 
of the terms of the series in z, then as only zero of the terms of the series and 
only point of interpolation in ¢; the series (12) is a series of interpolation 
whether regarded with variable z or variable t. These facts are of course in 
accord with the geometric series (|t| > |z|) as special case: 

1 


1 z 2? 
i-s TB BT: 





The development (12) can be used to expand an arbitrary function of t: 

Theorem 2. With the notation of Theorem 1, let the function F (t) be analytic 
throughout the set EP :|U(z)|>o (generic notation, o =0 not excluded here), 
but not analytic throughout any EF , a’ < a. Then throughout E> the function F (t) 
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can be expanded in a series of interpolation 
(16) Fit)= 2 d,,/t, (t) 
which converges uniformly on each compact set in EP. The coefficients d,, satisfy 
the relation 
(17) lim sup |d,//"= a; 


n-> oo 


on every set EY, a’ > a, we have 


(18) lim sup [max |F (t)— S,()|, t on EP }/"=oajo’, 
8.) = 2% d,/u,(t) . 


Of course the coefficients d, as well as the coefficient u,, (z) of c, (t)=1/u,, ., (t) 
in (12) may be found by interpolation in the point t = co. Cauchy‘s integral 
formula for F(t) in E> is not valid in the usual form unless we have F (oo) = 0, 
so a first term appears in (16) which has no analogue in (12). The detailed 
proof of Theorem 2 is left to the reader. However, we note the equation 
(integral counterclockwise) 


F(t) — F(co) =~ J lz wa(ehma oat) | Peed a 
To 


for t in Eo’, o' > o, whence 


1 
(19) 4d, = Fnt [rey 1(2) P(e) de 
Tor 
equation (19) is valid even for n = 0, with w_,(z) = 1/(z — a,). 
Any expansion of the form (16), valid uniformly in the neighborhood of 
t= oo, must be unique, since the coefficients d, are uniquely determined 
by interpolation at t = oo. Series (16) diverges for ¢ on Z,, by (17) and (4). 


Ill 


The polynomials of Theorem 1 are useful in the expansion of an arbitrary 
function analytic in Z,; by use of a conformal map and the method of Faber 
those polynomials can be modified so as to apply to an expansion on £ of an 
arbitrary function analytic on Z, where Z now consists of several mutually 
disjoint continua: ; 

Theorem 3. Let E be the union of mutually disjoint continua C,, C,,...,C, 
(none of which is a single point) in the z-plane, the complement of each C,, being 
an infinite region, and let K be the complement of E. Let I’, denote generically 
the locus G(z) = log a(o > 1) in K, where G(z) is Green’s function for K with 
pole at infinity, let E> denote the set G(z)> logo in K, and let E, denote the 
complement of (ES + I’,). Let the functions w = @(z), z =y(w) map K onto a 
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region K, of the w-plane, where K, is defined by a relation 
(20) |U(w)|> pn, U (wo) = IT (w — a), m >0, Tm=1, 


and where w(co) = co, py’ (co) = 1. Let A, denote generically the point set |U (w)| 
=o u(o = 1), let D> denote the set | (w)| > ou in K,, and let D, denote the set 
|U(w)| << op. Let the points a,, a, ... be chosen in tie w-plune to satisfy the 
conditions of Lemma 2. 
For z on I’, and t in D> there exists an expaneion 
y(t) _.. oe. A 
y(t) —z tT (t—a,)(r7—a,) © 





(21) 


of type (16); here the b,(z) = z* + -- + are polynomials in z of respective degrees k. 
tn evbitrary function f(z) analytic on E can be expanded in a series 


(22) f(z) = XY a,b, (2) 
0 

valid throughout E,(9 = co not excluded here), the largest E, throughout which 
f(z) ts single-valued and analytic. The coefficients a, can be expressed (1 < A < 9) 
(0 1 fly(z)] dr 

23) a= ni } a a 1(t) = 
Moreover, with s,,(z) = S a,b,(z) we have 

0 


(24) lim sup [max |f(z)-—s,(z)|, z on EP/"=1/o; 

ao 
that is to say, the sequence s,(z) converges to f(z) on E maximally, or with the 
greatest geometric degree of convergence. 

The existence of the map z= p(w) is known (Watss [8}, Theorem 3). 
Green’s function G,(w) for K, with pole at infinity is log|U (w)| — log y, also 
the transform under w= @(z) of G(z). The capacity (transfinite diameter) 
6(A,) of A, is defined by 

lim [G, (w) — log |w|] = — log 6(A,) = — logy , 

w-> oO 
and 6(A,) equals the capacity 6(Z) of E. The locus A, is the transform of 
I,,¢> 1. The expansion (21) is precisely the expansion whose validity is 
established in Theorem 2, an expansion where the 6, (z) are computed formally 
from (21) by interpolation in w =o. It will be noted that the first member 
of (21) vanishes for t = 0, so the first term in the second member of (16) 
is omitted in (21). 

We compute b,(z) by setting 


* aan * 
ypt)h=tt+e+ stat, 
v(t) ——bolz) (7) (1 —ey/t* — 2eq/t* —---) — bg (2) (t# +09 + -* —2) 





y(t)—z ta (t+) +e,/t+-**—2) (tT— a) 


a function which vanishes to at least the second order at t = co when and 
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only when 6)(z)=1. Let us assume that b,_,(z) has been computed as a 
polynomial b,,_,(z) = 2z"~-!+ +--+; we indicate the computation of b,(z). The 
first member of (21) minus the sum of the first n terms in the second member 
of (21) reduced to a common denominator has a numerator which we denote 
by N,,-,(t, z), and b,_,(z) has been chosen (as we assume for the induction 
proof) so that the coefficients of 1, t*,..., 7" in N,—_,(r7, z) all vanish, so as 
to yield a rational function (sum of n terms of the series) whose difference 
from the first member of (21) has a zero at t = oo of order at least n + 1. 
To compute b,,(z) we set similarly 


(25) N,,(t, z) = N,-;(t, 2) (t — a +1) — [p(t) —2z] 5, (2), 


and choose },(z) so that the total coefficient of t vanishes. The function 
N,,(t, z) is of degree n in z, 


N,,(t, 2) = N,-2(t, 2) (t — Xp) (t —" On +1) — [p(t) — z] b,,—; (2) (t on +1) 
—[yp(t) vas z] b,, (2) ’ 

and we must choose --~-— b,_,(z) [¢g—%,4,— 2] —5,(z) =0, whence 8, (z) 
=2"+ +--+, a polynomial in z of degree n. 

The asymptotic properties of the b,,(z) are of importance. We prove 

Corollary 1. For z on an arbitrary I’,, o > 1, the polynomials b,(z) satisfy 
the inequality 
(26) Ib, (2)| < Aor, 
where A, is a constant depending on a. 

With z on I’,, we set z = y(t), so ¢ lies on A,, and we write for ¢ sufficiently 
near T 

W(r,t)=— (t) 1 _ _ (y(t) —y(t)) — y(t) (e§—-8 





y(t)—z t—t (p(x) — pit)} (x —2) 
_ p(B + y"(x) (t—T/B1+-- | 
y(t) + y"(r)(¢—t)/2!+---  ’ 
the function ¥’(z, t) is analytic without exception for ¢t on A, and rin K,, and 
is uniformly bounded for ¢t on A, and t on any closed bounded or un- 
bounded set in X,. For t on A, and t in D> we write (12) in the form 











‘ 1 _ 5 _% 
(27) et al a a 
and by (4) we have 
(28) ju, (t)| < Ao” uw", |u,(t)| > Ao" pw". 
By Theorem 2, the function Y(t, ¢) can be expanded in the form 
_ = & (6) 
(29) rt) =e 


valid for t throughout D> and ton A,. The coefficients ¢, (¢) can be calculated 
by integration over A,,, 1 < 9< a, as in (19), whence by (4) 


len (t)| S Agog pw. 
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From (27) and (29) follows (21) with b,,(z) = u,(t) + e,(t), which yields 
both (26) and the relation 
(30) b, (2) = Up (t) + OG me") . 
Series (21) converges uniformly for z on [’, and t on any closed set in D>. 

The proof of Theorem 3 can now be completed rapidly. Let f(z) be given; 
for Z on I, 1 <9 Rie Oe EES we have 

a SS flw(z)) y’(z) dr 
(31) {z= ani | 2 y narny = yer { va)—s 
A 

By (21), there follows (22) uniformly for z on : E, where o (< @) is arbitrary, 
and where (23) holds. From (23) we have 


lim sup |a,|'*< l/Au, 1<A<e, 
k— co . 





lim sup |a,|'* = 1/g pw. 
k—> co 


By (26) the strong inequality here would yield in the second member of (22) 
a series converging uniformly to f(z) throughout some £,,, 0’ > o, which 
contradicts the definition of 9. Thus we have 

(32) lim sup |a,|"/* = I/o p. 


bs urge 
By (21), (31), and (26) it follows that the first member of (24) is not greater 
than the second member. The strong inequality would contradict (30) and 
(32), so Theorem 3 is established. 
The polynomials b,(z) are clearly linearly independent; a linear combi- 


n 
nation > B,b,(z) with B,+0 contains the term B,2". More generally, 
0 oo 


a series of the form >” B,b,(z) which represents the function zero uniformly 


on some J;,A> 1, must satisfy B,—0 (k= 0,1,2,...); in other words, 
an expansion of form (22) valid uniformly on some I, must be unique. This 
fact follows at once from the equation 
1 b,[p(r)] dr 

(33) aa f 2 - ike i 
7 
(Kronecker 4), which is suggested by the expansion (22) of the function 
f(z) = 6,(z) as in (31). Equation (33) follows immediately from },[y(t)] = 
=ti+-++, uy, (t) =Tt**14 +--+ in the case k= j, since the integral may be 
taken over any A,. If (33) is false for some j and k, k < 7, then b;(z) has (Theo- 
rem 3) anon-trivial expression as a linear combination of by (z), b,(z), . . . , 6; (z), 
a contradiction which establishes (33). 

We add a further remark concerning the b;,(z). If we identify (21) with (16), 


formula (19) becomes 
b.(s) = u(t)’ (tydr 1 u,(@(Z)] dZ 
a zat ~ p(t)—2z ane Zz 
a 





for z interior to I’,. 
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We have shown that (32) is a consequence of our assumptions concerning 
f(z). Conversely, if the a, are chosen arbitrarily with (32) satisfied, it follows 
from (26) that the series in (22) converges uniformly on any closed set on E,, 
so f(z) defined by (22) is analytic within Z,; but by (32) in Theorem 3 the 
function /(z) (whose expansion interior to E, is unique) cannot be single 
valued and analytic throughout any E,, 9’ > 9. Whenever (32). is valid, 
the series (22) diverges exterior to Z,,-as follows from (30). It also follows 
from (30) that if o is given, for n sufficiently large the polynomial b, (z) has 
no zeros exterior to Z,. 

The situation of Theorem 3 reduces to that of Theorem | if Z is defined 
by |U(z)| S w, where U(z) is given by (5). 

It may be noted that the polynomials b,(z) are the same for Z as for E,; 
indeed, the function z = p(w), w = ®(z) maps Z= onto Dz for every a(> 1). 
It is a consequence of this fact that.if 2 is bounded by analytic Jordan curves, 
equation (30) holds even for g = 1 and for suitable ao < 1, a)< a. 


IV 


The polynomials b, (z) defined in Theorem 3 are unique, once the series (6) 
has been chosen; but in (6) the important relation is (4), which does not 
determine the «, uniquely in terms of the a,, so the 6, (z) (satisfying the de- 
finition (21)) are in that sense not unique. However, the 5, (z) can properly 
be considered a generalization of Faber‘s polynomials, for the following rea- 
sons: (i) they are defined by an interpolation series expansion of the first 
member of (21), where z = p(w) is a schlicht map onto the complement of Z 
so that w(cc) = oo; (ii) the expansion (22) becomes the classical Faber ex- 
pansion if y = 1, and becomes the Taylor expansion if Z is a circular disc; 
(iii) if f(z) is analytic on EZ the expansion (22), like the Faber expansion, 
converges to f(z) on E with the greatest geometric degree of convergence; 
(iv) the 6,,(z) are unchanged if Z is replaced by Z,; (v) the relation 


(34) lim sup [max |b, (z)|,z on EZ}/"=6(#) = 
n—> co 
is satisfied. 
Equation (34) is a consequence of (26), for by (26) we may write (o >'1) 
(35) lim sup [max |b, (z)|, z on E}/"< 4(E), 


since [max }¥,(z)|,z on E£] < [max |b,(z)|, z on #,]; the strong inequality 
in (35) is known (Wa.sH [6], § 7.3) to be impossible. 

If it is desired to emphasize final results rather than method, it should be 
noted that if Z in Theorem 3 is specialized so as to be bounded by Jordan curves, 
there exists (WALSH [6], § 7.6) a sequence of points z,, z,, . . . on the boundary 
of E such that /(z) analytic on E can be expanded in the interpolation series 


f (2) = y+ a,(2 —%) + a,(2 —%) (2 —%) + **° 


which converges to f(z) on Z with the greatest geometric degree of convergence ; 
the case vy = 1 is due to Fzstr. But here the fundamental polynomials cannot 
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be the same for HZ; as for H. These polynomials have interesting properties 
ofinvariance under suitable conformal transformation (op. cit., § 9.12) of the 
complement of Z. 

FaBeEr (loc. cit.) indicates a close connection between his polynomials and 
the polynomials 7',(z) =z"+---+ of Tchebycheff, namely those for which 
{max |7',(z)|,z on HZ] is least, where n is given. The 6, (z) seem to have a 
somewhat less close relation to the 7',,(z), but it should be remarked that (34) 
implies 
(36) lim sup [max |7’, (z)| , z on E}/"= 6(B£), ~ 

n-> co 
since [max |7',,(z)|,z on E£] < [max |b, (z)|,z on E], and since (Watsu [6], 
§ 7.3) the strong inequality in such a relation as (35) is not possible. The 
analogue of (36) holds for many sets of polynomials defined by extremal 
properties (FEKETE and Wa tsu [3,4]). But close comparison polynomials 
for the 7',(z) when E consists of several components are rare (compare Sr- 
WELL [5], Lemma 2.5.6). 

In connection with the relation between Tchebycheff polynomials and a 
unique interpolation series of polynomials of form 


(37) @g+ a, (z — a) + a,(z — a) (2—a,)+°°-, 


it is instructive to consider approximation on the sets EZ, : |z2— 1| =o (> 9). 
The Tchebycheff polynomial of degree unity is 7,(z) =z for all Z£,, since 
that polynomial is known to be unique and therefore its zeros have the sym- 
metry of Z,. But for o < 1 a function analytic on Z, need not be defined in 
z = 0, so the expansion (37) need not exist if we choose a,= 0. 

FaBERr (loc. cit.) studies also the derivatives of his polynomials and of 
the Tchebycheff polynomials. It is interesting to remark the inequality 
(S. Bernstein) 


(38) {max |P),(z)|, z on E] <n [max |P,(z)|, z on EF} 


whenever P,,(z) is a polynomial of degree n and £ is the union of the closed 
interiors of several mutually exterior analytic Jordan curves. Under those 
conditions, the inequality 


(39) lim sup [max | P,,(z)| , z on E}'"= 6(2) 
implies 3 
(40) lim sup [max |P;,(z)|, z on E}/"= 6(B£). 


If more generally E consists of a finite number of components (none a single 
point), (38) remains true (S—wet [5], §2.1) if the factor n is replaced by An?, 
so (39) still implies (40). 
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Minimalflachen fester GauSscher Kriimmung 
Von 
M. Pint in K6ln 


HernricH BEHNKE zum 60. Geburtstag 


Wir betrachten im folgenden Minimalflachen des komplexen n-dimensio- 
nalen euklidischen oder Riemannschen Raumes R,, bzw. V,,. Dabei zahlen wir 
komplexe Dimensionen und setzen n = 3 voraus. Von den zahlreichen be- 
kannten Definitionen fiir Minimalflachen bevorzugen wir diejenige, welche 
das Verschwinden des mittleren Kriimmungsvektors ) zum Ausdruck bringt. 
Die quadratische Metrik der Einbettungsraume sei nicht ausgeartet, d. h. die 
Matrix der metrischen Fundamentalkomponenten dieser Raume sei vom 
Héchstrang n und im Falle reeller Flachen und reeller Einbettungsriume 
positiv definit. Dann erhalten wir auf der Flache die induzierte binare qua- 
dratische Metrik g, 5 (u,, U2) = gg,(%,, U2), deren Diskriminante g = 9,; J22—gi2 
nicht tiberall verschwindet. Wir diirfen also den kontravarianten Tensor 


g** (u,u,) und die Christoffelklammern { = Ag bilden. Dann ergibt sich 
fiir den Kriimmungsaffinor §,, und den mittleren Kriimmungsvektor b der 


Flache im Falle euklidischer Einbettung') 


(1) bap= Fas — |e p)Fu> b = g*"b.., a, B,u= 1,2. 


Dabei bedeuten x, und r,, die ersten bzw. zweiten Ableitungen des Orts- 
vektors r(u,, u,) der Flache bei euklidischer Einbettung in R,,; fiir im gleichen 
Term oben und unten auftretende gleiche Indizes gilt die Summationsvorschrift 
des Tensorkalkiils. Da g = 9,,;922.—g?2 nach Voraussetzung nicht identisch 
verschwindet, kénnen wir die Flache auf isotrope Parameter u,, u, beziehen. 
In solchen Parametern gilt 


1 2 
(2) Iu=IJn=9, Q=g®=0, gyg@=1, {12} = {12} = ° 
und somit 
2 
(3) b=9"" bap = 29" a= 7 Tis - 


Bei euklidischer Einbettung verschwindet somit auf Minimalflaichen in iso- 
tropen Parametern mit 6 stets auch die gemischte Ableitung r,, des Orts- 
vektors der Flache und umgekehrt. Darin liegt eine Verallgemeinerung des 
fiir n = 3 von S. Lie gefundenen Satzes?): Die Minimalflichen des euklidischen 


1) Vgl. z. B. Scnouren-Srrur: Ejinfiihrung in die neueren Methoden der Diffe- 
rentialgeometrie, Bd. II, 86—87ff. Groningen 1938. 

*) Vgl. S. Lie: Beitrage zur Theorie der Minimalflachen. Math. Ann. 14, 3, 331—416 
(1879). 
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R,, sind Schiebjflichen isotroper Kurven (n > 3). Die Verallgémeinerung auf 
Fille Riemannscher (nichteuklidischer) Einbettungen verdankt man E. Bom- 
Piani®): Die Minimalflichen des Riemannschen V,, sind Schiebflichen isotroper 
Kurven im Sinne des Parallelismus von T. Levi-Crvira. Die GauBsche 
Krimmung K der eingebetteten Flachen definieren wir stets im Sinne des 
GauBschen “‘theorema egregium”’*). Dann ergibt sich im Falle isotroper Para- 
meter u, u, aus der binaren Metrik ds*= 2 9,,d u,d u, die GauBsche Kriimmung 
in der Gestalt 


_— ss Pg is 
(4) a Giz 9%, Ou, © 


§ 1. Feste Gau8sche Kriimmung und euklidische Einbettung 


Auf den Minimalflachen r(u,u,) des euklidischen R,, gilt nach unseren 
Voraussetzungen 


b= 0 {u,, ug}, db. £(uy, Up) = (uy) + 4(M); Gu =? =O {ua}; 
io=D' 3. {Uy Ua}; Joo= B= O {ug}. 
Dabei bedeuten Striche Ableitungen nach u,, Punkte solche nach u,; »(u,) 
und 4(u,) sind die Ortsvektoren der isotropen Schiebkurven auf der Minimal- 
flache. 

Setzen wir nunmehr die GauSsche Kriimmung der Flache konstant voraus, 
so besteht nach (4) fiir die Fundamentalkomponente g,,(u,,u,) in isotropen 
Parametern die partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung 

lL Pigg 

Gig OU, OU, 
Sie ist vom Liouvilleschen Typus, wenn wir die (komplexe) Konstante c + 0 
voraussetzen, und ]4Bt sich mit Hilfe zweier willkirlicher analytischer Funk- 
tionen U(u,) und V (u,) durch 

2 U" (1) V (us) 

6) M12~ “¢[O (u,) + V(us))* 
allgemein integrieren®). Da die Minimalflachen des R, mit identisch ver- 
schwindender GauBscher Kriimmung bereits allgemein untersucht worden 
sind*), halten wir im folgenden an der Annahme c + 0 fest und benutzen das 
Integrationsresultat (5). Da g,, auf der Flache nicht identisch verschwindet, 
kénnen die ,,alten‘‘ Parameter u,,u, durch ,,neue‘‘, wiederum isotrope Para- 
meter %,,%, ersetzt werden, die durch die ,,Skalentransformation‘ 





O(U,,%) 
O(U,, Uy) 


(6) = U(u,), %=V (us), =U'.V+0 





’) Vgl. E. Bomptant: Surfaces de translation et surfaces minima dans les espaces 
courbes. C. Acad. Sci. R. (Paris) 169, 840—843 (1919). 

*) Vgl. W. Buascuxe: Vorlesungen iiber Differentialgeometrie I, § 45. Berlin 1930. 

5) Vgl. W. Biascuke: Vorlesungen iiber Differentialgeometrie II, § 86. Berlin 1923. 

*) Vgl. M. Prxt: Uber die komplexen Minimalflachen mit der GauBschen Kriimmung 
Null. Arch. d. Math. 2, 4, 283—288 (1949/50). 
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eingefiihrt werden. Damit bekommen wir die Tensortransformation 


y r aut due 2 Oi Yierigds 

1) Ju=%, Jiz= Gap Ou, du, ~ GU(u)+VuP ¢ (t+ %,)-*, Joo= Joo= 9. 
Die Metrik einer Flache des euklidischen R, mit der konstanten (komplexen) 
GauBschen Kriimmung —c+0 kann also unter Umstianden auf die Ge- 
stalt (7) transformiert werden. Wir behaupten jetzt: das Ergebnis (7) ist 
unvereinbar mit den fiir Minimalflachen, die auf isotrope Parameter %,,i, 
bezogen sind, modifizierten Identitaten 


(8) Gu=P (%))P=0 {4%}, Fe= i’ 5 {t%,,%.}, Jo= # (%,) =0 {u,}. 


Zum Nachweis leiten wir aus den mittleren der Gleichungen (7) und (8) einen 
Widerspruch ab, wobei wir den analytischen Charakter der Funktionen 


9, (%,) = 7, (%) , Z,(%_) = 9, (%,) , yv=l1, 2,...,% 
benutzen, der durch den Umstand garantiert ist, daB die /,(%,) und g,(#,) 
die Komponenten der isotropen Tangentenvektoren 5’ (%,) und 4(%,) bilden.’) 


Zur Vereinfachung der Bezeichnungsweise lassen wir im folgenden die Quer- 
striche wieder weg. Dann handelt es sich um die Diskussion der Identitat: 


(9) D (uy, Uy) = fy (Uy) 9s (Ue) + °° * + fn (Ur) Gn (Ue) = eae {t,, Up} . 


Versucht man einen Widerspruch aus dem verschiedenen Verhalten der Pol- 
singularitaten der linken und rechten Seiten in (9) zu gewinnen, so miiBte 
gezeigt werden, daB zum Definitionsbereich (Meromorphiebereich) von ®(u,, w,) 
wenigstens ein Punkt (u(”, u{”) der Ebene u,+ u,= 0 gehdrt. Diese Schwierig- 
keit l48t sich nach einem Vorschlag von W. Tutmm vermeiden, indem man 
durch n-malige Differentiation nach einer der beiden Veranderlichen, etwa 
nach u,, aus der Identitat 

{u,, Ug; 


(10) (u,+ U2)? x f, (Uy) 9, (Ue) = 2 


ein lineares homogenes Bedingungssystem fiir die von der anderen Verander- 
lichen (u,) abhaéngenden Komponentenfunktionen (g,(u,)) gewinnt, namlich 


= [(e4y + tq) f (wy) + (A + 1) f-(uy)] 9, (Ue) = O {uy,uQ}, A=1,2,...,0. 
(11) 

Da die Komponenten g, des isotropen Tangentenvektors 4 nicht alle ver- 
schwinden sollen, gilt notwendig 

(12) [tq + tg) APC) + (A+ VAP ~Mry)| =O {uy,wy}, A v=1,2,...,0. 


Die Determinante (12) ist ein Polynom in u,, in dessen Definitionsbereich 
die Wahl u,= — u, zulassig ist. Daher verschwindet mit (11) auch die Wronski- 
’) Dieser Umstand trifft fiir reelle ,, Pseudominimalflachen“, d. h. fiir Minimalflachen, 


die in pseudoeuklidischen Raumen (mit indefiniter MaSbestimmung) eingebettet sind, 
nicht mehr zu. Vgl. F. Sx. Woops, Diss. Géttingen 1895. 
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sche Determinante 

fe fa seven Ie 

(n +1)! | f aren =(n +1)! Wf... fn) =O {uy} 

{e-», fe-» —s je-» 
identisch im gemeinsamen Definitionsbereich der Funktionen /,(u,), . . . , /,,(u;). 
Da die Funktionen /,(u,),...,/,(u,) nach Voraussetzung analytische Funk- 
tionen sind, folgt*) 

fn (Uy) = Chi (Uy) + *** + Cn-a fn-a(™) {u} 

mit konstanten Koeffizienten c,, ... ,¢,—,. Damit reduziert sich die Identitat 


(10) auf 
n—1 
(uy ta)® EP falta) OP (tg) = {asta} 5 GP ta) = gy) + 6 Ga) {a} 


\ 
und gestattet eine Wiederholung des eben geschilderten Verfahrens. Bei 
jedem Schritt reduziert sich die Anzahl der in die jeweilige Identitét noch 
eingehenden Funktionen um je eine solche, und im Endergebnis verwandelt 
sich der isotrope Tangentenvektor »’ in den Nullvektor, und die metrische 
Fundamentalform ds*= 2 9,,du,du, der Fliche verschwindet identisch ent- 
gegen der Voraussetzung. Damit ist gezeigt: 

(I) Unter den Minimalflichen eines euklidischen n-dimensionalen Raumes 
gibt es weder reelle noch komplexe Flichen mit fester nichtverschwindender GauB- 
scher Kriimmung. 


§ 2. Feste GauBsche Kriimmung und nichteuklidische Einbettung 


Nach einem Satz von KoMMERELL und Srrurk®) kann unter hinreichenden 
Differenzierbarkeitsvoraussetzungen jede Flache als Minimalfliche angesehen 
werden, wenn man sie in einem geeigneten Riemannschen Raum einbettet. 
Eine solche Einbettung sei im folgenden eine extremale oder auch eine Minimal- 
einbettung genannt. Kin Beispiel einer solchen bietet die bekannte Modell- 
flache der euklidischen Ebene 


%,= COSU, T—SINU, T;— COSY, X= SINV 


im euklidischen vierdimensionalen Raum. Sie ist in diesem keine Minimal- 
flache, wohl aber eine solche im dreidimensionalen spharischen Raum 


w+ + 2+ af =—2. 


Sie ist auBerdem geschlossen und hat die GauBsche Kriimmung Null’®). 


*) Vgl. z. B. Havpr-Aumann-Pavc: Differential- und Integralrechnung II, 1.5.2, 
8. 27, 2. Aufl., Berlin 1950; die Konstanten c,,...,c¢,—, kénnen auch alle verschwinden, 
wenn f,(u,) = {u,}; die Reduktion wird durch allfallig auftretende lineare Abhangigkeiten 
zwischen den Funktionen g,(u,) beschleunigt; setzt man den Rang r, einer der beiden 
Matrizen ||n’,y”,...,9|] und |]j,¥, .. ., 3%] von Null verschieden voraus, so folgt fir 
den Rang r, der anderen Matrix nach dem geschilderten Verfahren notwendig r,= 0. 

*) Vgl. FuBnote 1, 8. 94. 

10) Vgl. M. Prt: Geschlossene Minimalflachen I. Compositio math. 12,2, 178—184 
(1954). 
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Im folgenden gewinnen wir ein weiteres Beispiel einer geschlossenen Mini- 
malfliche mit konstanter positiver Kriimmung + 1"). Wir betrachten den 
Koordinatenraum 


(13) = Uy, Tz= Ug, Xz= Us, % = O 

des euklidischen vierdimensionalen Raumes der kartesischen Koordinaten z,, 
%_, 3, x, und dazu in diesem den Zylinderraum 

1+, U,—%; 1,0,—1 
I1+0,0,’ = ition,’ 2 %1%+1’ 
Die metrischen Fundamentaltensoren dieser beiden dreidimensionalen Raume 
(13) und (14) bezeichnen wir mit g,, und g¥, und erhalten 


9u= G922= I= 1, gie= Gh = 2 (1+ ,02)-*, g3s—1, 
alle anderen Komponenten dieser Tensoren verschwinden. Fir die Diskri- 


minanten g und g* der zugehérigen metrischen Fundamentalformen erhalten 
wir die Werte 





(14) a= Xp= Vs. 


g=1, g*=—4(1 + 0,%,)-* 
und fiir die kontravariante Metrik des Hyperzylinders 
gi = 0, g™27—1/,(1 + 0, 0,)*, g*23=0, g*®=—0, g*8=—0, g*8=1. 
Der Schnitt der beiden Raume ist die Einheitskugel bezogen auf isotrope 
Parameter 1,,v,: 


bee Vv, + Ug _ » %—% a v,0¥,—1 
(15) = ae %%+1°’ + ee %%+1” 7a “1405 + 


Fiir die metrischen Komponenten auf der Kugel erhalt man: 








y= 0, ag,;= 2(1 + v,0_)-?, ag2= 0; a = —4(1 + v,v,)-*; a®=0, 
a‘? — 1/,(1 + 0,0,)*, a®= 0 


und fiir die = one tone der Metrik g, , und g**? 


(16) ba =0, thy = — 2 ,(1 + v,0,)—}, bey =—2v,(1 + »,0,)-3, 
a, B, y=1,2,3. 

Alle anderen Christoffelsymbole verschwinden. Auch die Werte der nicht- 
verschwindenden Christoffelsymbole der Metrik a,, sind durch (16) gegeben. 

Wir bezeichnen den Ortsvektor des Zylinderraums (14) mit 4(v,,v,,v,) und 
den der Kugel (15) mit €(v,,v,). Partielle Ableitungen werden mit Indizes 
bezeichnet. Dann ist [vgl. (1)] der zu €(v,,v,) gehérige Kriimmungsaffinor b, , 
durch 


Be \* 
bap=teo—{o‘p} t; a, B,u=1,2 
gegeben und der mittlere Kriimmungsvektor ) durch die Uberschiebung?*) 
(17) b = a**h, g= 2 ai2 (ta—{fo\" t,) = 2 a'tt,.= (1 + V1 V9)" bi» « 


" a) Vel. M. Print: Geschlossene Minimalflachen IJ. Proc. int. Congress of Math. 1, 
491—492 (1954). Amsterdam 1957. 
12) Vgl. FuBnote 1. 
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Da x, auf der Kugel iiberall verschwindet, liegt der miftlere Kriimmungs- 
vektor im Koordinatenraum z,= 0. Jetzt berechnen wir den Normalvektor 
des Zylinderraums (14). Seine Komponenten bestimmen sich bis auf einen 
nichtverschwindenden Faktor aus der Matrix 





























5, \| 2% Ox, Oxy | 

fee oe ak || stot tan = 0,18 = 9h = B= on=0, 
- 1 2 3 ’ 

" | av, ’ av, ’ av, ,0 | a3 = 9%; = 1 . 

le! 0,090,900 1 





Der Vektor £,, hat die Komponenten 

om —2(v, +) 2i(v,+%,) —2(v,v,—1) 0| 
1 (met 1 * (e+ 1’ (om +1) ” 
Somit gilt f,.° 3, 0, aber auch £,,- 4, = f,942= 0, da 4,— ft, und 4,= f, isotrope 
Vektoren sind. Der Vektor €,, steht somit in jedem Punkte der Kugel senk- 
recht zum zugehérigen Tangentialraum des Hyperzylinders, und dasselbe gilt 
wegen der Proportionalitét (17) fiir den (nichtverschwindenden) mittleren 
Kriimmungsvektor 6 der Kugel. Daraus folgt nach einem Satz von D. J. 
StrRviK"*): 

(II) Die Einbettung der Kugel (15) im Zylinderraum (14) hat extremalen 
Charakter, die Einheitskugel (15) ist im Zylinderraum (14) ein Beispiel einer 
geschlossenen Minimalfliche von der konstanten positiven GauBschen Kriimmung 
+1. 

Nach einem Satz von E. Bomprant") sind die Minimalflichen eines Rie- 
mannschen Raumes Schiebflichen isotroper Kurven, wenn die Parallel- 
verschiebung einer Kurve der einen Schar des isotropen Netzes zur Erzeugung 
der Flache lings einer solchen der zweiten Schar im Sinne des Parallelismus 
des Riemannschen Raumes nach T. Levi-Crvira durchgefiihrt wird. Dazu 
ist in unserem Falle notwendig und hinreichend, da8B die Funktionen 





(18) t 


v,= t,,v,=—t,,0,=0, 
welche die Kugel (15) in den Zylinderraum (14) einbetten, dem System 
av, a )* av? avr 
dian toy) on 8m A 
geniigen. Das ist aber offensichtlich der Fall. Denn es gilt 


(19) 0, «a, £,y=1,2,3 








Ov, 1)* dv, 2», ag ao, 
a=l, dt, dt, =0,{:} ‘3, 4 = % a= 2,55, =0, 
2)\* Ov, Ov, .* vs 3 )\* hes 
{oo} ae pe 795 e355 -0,{5,} =0, 8, y=1,2,3. 


Ein Imprimitivitatssystem™) der Kugel im Zylinderraum ist also durch die 
Kugelerzeugenden ¢,= const und ¢t,= const gegeben. Diese sind auch im 


18) Vgl. FuBnote 9. 

14) Vgl. FuBnote 3. 

18) Vgl. N. Tscnesotarnéw: Uber Flachen, welche Imprimitivitatssysteme in bezug 
auf eine gegebene kontinuierliche Transformationsgruppe enthalten. Rec. Math. Moscou 
84, 2, 149—206 (1927). 
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Sinne der Metrik des Zylinderraums isotrope Kurven. Denn der isotrope 
Komplex des Zylinderraumes ist durch die Integralkurven der Mongeschen 
Gleichung 
92 pdv*dv’ = 2 gi,dv,dv,+ dv} = 0 

bestimmt, die fiir v,= 0 und konstante Werte v, bzw. v, (lings der Kugel- 
erzeugenden) erfillt ist. Demgegeniiber ist die Bedingung von E. Bomptant 
im Koordinatenraum z,= 0 nicht erfiillt. Denn in diesem verschwinden (in 
euklidischen Parametern) alle Christoffelsymbole, und die Bedingungen (19) 
miBten entsprechend der Einbettung (15) durch das Verschwinden der ge- 


mischten Ableitungen 5” = (a = 1, 2,3) ersetzt werden. Das ist aber nach 
1 2 
(18) unméglich. Damit hat sich ergeben: 
(III) Durch Minimaleinbettung in einem geeigneten Zylinderraum ver- 
wandelt sich die Kugel in eine Schiebjfliche im Sinne des nichteuklidischen 
Parallelismus des Zylinderraums. 


(Bingegangen am 2. Dezember 1957) 
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Zur Realisierung Riemannscher Flichen. II 
Von 
Horst Tietz in Minster (Westf.) 


Herrn Professor BEHNKE zum 9, Oktober 1958 in herzlicher Verehrung 


1. In einer friiheren Arbeit wurde gezeigt'), daB auf einer Riemannschen 
Flache R zu jeder kompakten Punktmenge M, die sich aus schlichtartigen 
Komponenten zusammensetzt, meromorphe Funktionen existieren, die auf M 
schlicht sind. 

Dieses Resultat ist, wie in folgendem gezeigt werden soll, auch richtig, 
wenn M nicht kompakt ist, sondern sich gegen den idealen Rand der nicht- 
kompakten Riemannschen Flaiche R hauft; wesentlich ist aber die Voraus- 
setzung, daB M in kompakte Komponenten zerfiallt, die sich nicht im Innern 
von F haufen. 

Wird R beispielsweise durch ein Kurvensystem in lauter schlichtartige 
relativ kompakte Gebiete G,;(i =1,2,...) zerlegt, so gibt es zu beliebigen 
kompakten Punktmengen M,C G,; auf R meromorphe Funktionen, die auf 
M =U M, schlicht sind. Als konform invariarites Flachenma®B fiir die Rest- 
menge R— M, auf der die Mehrwertigkeiten stattfinden, eignet sich ihr 
Modul, der beliebig klein vorgeschrieben werden kann. 

Die Beweismethode besteht darin, daB geeignete Funktionen /,, die G, 
schlicht abbilden, auf hinreichend groBen kompakten Punktmengen B,< G, 
simultan approximiert werden durch Funktionen, die auf R meromorph 
sind; bei geeigneter Approximationsgenauigkeit ist eine solche Funktion dann 
schlicht auf allen M,. 

2. Zum Beweis der simultanen Approximierbarkeit der /; auf den B, ist 
zunachst der von H. Bennxe und K. Srerwn aufgestellte Satz*) tiber mero- 
morphe Approximation noch zu erweitern; denn in der bestehenden Form 
gibt er nur die Méglichkeit, lediglich endlich viele der /; auf den zugehdrigen B, 
durch meromorphe Funktionen abzuschatzen. 

Satz 1. Auf der nicht kompakten Riemannschen Fliche R seien disjunkte 
relativ-kompakte Gebiele G,(i = 1,2,...) 80 gelegen, daB jeder kompakte Teil 
von R nur endlich viele G, trifft; ferner sei in jedem G, eine kompakte Punkt- 
menge B, fizxiert. Dann gibt es zu beliebigen in G, holomorphen Funktionen f; 
und Zahlen ¢, > 0 eine auf R meromorphe und auf den B, holomorphe Funktion f, 
fiir die \f;—f| < e, auf B,, i =1,2,.. ., gilt. 


1) Vgl.3). 
*) Vgl. [2], Satz 13 und 14. 
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Beweis: F,C F,C «++ R sei eine Ausschépfung von R durch kompakte 
Punktmengen. Es kann angenommen werden, daB fiir beliebige i und n 
entweder G, zu F,, punktfremd oder in ihm enthalten ist; andernfalls erhielte 
man durch einfache Abainderung eine solche Ausschépfung. 


Unter dieser Voraussetzung ist (F,,— F,,_,) \ U G, (es sei Fy = 9 gesetzt) 
1 


Vereinigung von endlichen vielen G;, die — in neuer Indizierung — G7, . . ., Gf, 
heiBen mégen. Jedes G; kommt fiir genau ein n und j als G? vor; entsprechend 
werden die zugehérigen f,, B,, €, mit ff, By, e} bezeichnet. Ferner seien rekursiv 
die folgenden positiven Zahlen definiert: 

™= Min (1, e}, . . - €,), a= Min (y,-1, €%, - - -» €f,) - 

Da es zu jedem F,, eine umfassende offene Punktmenge F* gibt, die noch 
zu allen B;" mit m > punktfremd ist, kann man nach dem zitierten Satz 
von H. Bennxke und K. Srern fiir festes n Funktionen ¢g}(j=1,2.. ., k,), 
die in G? holomorph sind, und eine auf F,,_ , holomorphe Funktion y, _, simultan 
durch eine auf R meromorphe Funktion g, so approximieren, daB gilt 


lo? tl s74 auf B},j=1,2,..., ky, 


lWa-1—Ial S — Nn-, auf F,_, (fiir n = 1 ist diese Aussage leer); 
dabei kann g, so gewahlt werden, daB seine Pole in F,,— F,,-, —U B} liegen. 


Die zu approximierenden Funktionen werden nun wie folgt gewahlt: 
Y,=0 fiir alle n, 
gj =fj J=1,.- 5k 
G3 =f—Git 92+ o9*°+ 9-3), j= Ré> : om 
da 9;,.. -,9n-, in R—F,_, holomorph ist, sind die gj} in den G} holomorph. 
Nun wird ein F,, betrachtet. Fir n > nj ist g, auf F,, holomorph und dem 


Betrage nach nicht gréBer als > Nn <%: folglich ist 3° g, holomorph 


no+1 
auf F,,, und daher { = 3’ g, dort meromorph. Da das fiir beliebiges ng gilt 
I 


und die F,,, eine Ausschépfung von R bilden, ist f also auf ganz R meromorph 
und auf allen B? holomorph. 
Diese Funktion / approximiert die gegebenen Funktionen /* in der gewiinsch- 
ten Weise simultan; denn es gilt auf B? wegen Bf C F,, fiir m > n: 
| pa 


| 
N= | A — Ge Zon] 5 lof—onl + 5 1 |G 


chet % <59t+h S¢. 
n+1 


Zusatz*): Falls alle Gebiete G, relativ einfach zusammenhdngend') sind, kann f 
sogar als holomorph auf R angerommen werden. 


%) Dieses | Ergebnis ist enthalten in einem Approximationssatz, den Herr R. REMMERT 
in seiner demnachst erscheinenden Habilitationsschrift bewiesen hat. 
‘) R— G, besitzt keine kompakte Komponente. 
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Wahlit man namlich relativ einfach zusammenhingende Gebiete F,, fiir 
die Ausschépfung von R, so ist nach H. Bennke und K. Srem holomorphe 
Approximation’) méglich: alle g, kénnen als holomorph angenommen werden, 
folglich auch f. 

3. Mit N (a, h, A) werde im folgenden die Haufigkeit bezeichnet, mit welcher 
der Wert « auf der Punktmenge A von der dort holomorphen Funktion h 
angenommen wird. 

Satz 2°): Die nicht-konstante Funktion f, sei auf der Riemannschen Fliche R, 
holomorph. Zu jeder kompakten Punktmenge M, C R, gibt es ein e > 0, so daB 
fiir jede auf R, holomorphe Funktion f aus |\f,— | < e auf R, folgt: 


N(B,f, Mo) S N (Bho, Ro) fiir jedes B. 
Beweis: Da M, kompakt ist, ist N (a, /),M,) fiir jedes « endlich, und 
es gibt ein relativ kompaktes Gebiet B, mit M, c B,, auf dessen Rand f,+ a 
ist. Folglich’) gibt es ein ¢, > 0, so daB aus |/,— /| < ¢, auf R, folgt: 
N (a,f, B,) = N (a, fo, B,) . ‘ 
Wendet man dies Ergebnis auf eine Funktion / an, fiir die |/,—/| < — 


auf R, gilt, so erhalt man fiir jeden Wert 8 aus |8 — a| < a ae 


N(B,f, Mo) = N (a,f —B + «, Mo) S N(«,f —B + «, B,) 

- N («,fo, B,) = N(a,fo—B + a, B,) 

“yas N (B, fo, Ba) s N (B, fo, Ro) ° 
Wahlt man nun zunichst ein beliebiges ¢,> 0 und bezeichnet mi ii die 
Vereinigung aller abgeschlossenen Kreisscheiben mit dem Radius ¢, und Mittel- 
punkten aus der Wertmenge /,(M,), so liegen alle Werte, die eine Funktion 
f auf M, annimmt, in W, wenn |/,— /| < & ist auf Ry. Wegen der Kompakt- 
heit von M, ist f,(M,) und daher auch W kompakt; folglich geniigen endlich 
viele der Kreisscheiben |8 — «| < + €, mit Mittelpunkten «¢ W,um W zu 
iiberdecken; die endlich vielen Mittelpunkte seien «,,..., «,. Mit 


e = Min (eo Fe, 2%? ; tx) 
folgt aus 
\fo—f| < € auf Ro, 


daB jeder von / auf M, angenommene Wert f in W und folglich in einer dieser 
Kreisscheiben liegt; daher gilt fiir jedes solche # nach obigem 


N(B,f, Mo) s N(B, fo, Ro), 
wahrend diese Beziehung trivial ist, falls die linke Seite verschwindet. 
5) Vgl. [2], Satz 6. ’ 
*) Dieser Satz stimmt im wesentlichen mit den in [3] und [3’] angegebenen Hilfs- 


sitzen 2 und 3 iiberein; der hier gegebene Beweis ist einfacher als der friihere. 
") Vgl. etwa [1*], S. 218, Satz 21a. 
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4. Nun seien auf der nicht-kompakten Riemannschen Flache R gemaB der 
Voraussetzung von Saiz 1 Gebiete G; gegeben und dort nicht-konstante 
holomorphe Funktionen /; mit disjunkten Wertmengen; in jedem G; sei ferner 
eine kompakte Punkimenge M, beliebig ausgewahlt. In jedem G, gibt es 
bzgl. G, relativ-kompakte Gebiete B,; mit M,C B,C G; und nach Satz 2 
(B, statt Ry, M, und f,; statt M, und f,) positive Zahlen e,, so daB fiir eine auf R 
meromorphe und auf den B; holomorphe Funktion / aus 


auf M — UM; folgt : lfi— fl < & auf B; fiir alle i 


N(8,f,M) s N (8, fi, By) s N (B,f:,@;) fiir jeden Wert B; 
eine solche Funktion / kann aber nach Satz 1 gefunden werden. 

Satz 3: Auf der nicht-kompakten Riemannschen Fliche R seien auf den 
disjunkten Gebieten G,;(i = 1,2,...), die sich nicht im Innern von R héufen, 
nicht-konstante holomorphe Funktionen {; mit disjunkten Wertmengen gegeben. 
Zu beliebigen kompakten Punktmengen M; < G, gibt es eine auf R meromorphe 
Funktion f, fiir die auf M =U M, gilt 

N(B,f,M) < N(B, fi.) fiir jeden Wert B. 

5. Von diesem Satz seien drei Anwendungen aufgefiihrt. 

Auf R sei eine beliebige Triangulierung gegeben. Die offenen abzahlbar 
vielen Dreiecke G; werden durch Funktionen f; etwa auf disjunkte Kreise 
schlicht abgebildet. 

Fiir diesen Fall ergibt Satz 3 zusammen mit dem Zusatz von Satz 1 den 
folgenden 

Satz 4: Die Kanten einer Triangulierung der nicht-kompakten Riemannschen 
Fliche R seien von einer beliebigen offenen Punktmenge S iiberdeckt. Dann gibt 
es eine auf R holomarphe Funktion, die auf R— S jeden Wert héchstens einmal 
annimmt. 

Nun werde R durch eine Folge relativ kompakter Gebiete F,,, deren Rander 
aus je endlich vielen disjunkten Jordankurven bestehen, mit FC F,,,, aus- 
geschépft; es kann — evtl. nach Verfeinerung — angenommen werden, daB 
F,41—F, stets in schlichtartige Komponenten G;, zerfallt. Diese mégen durch 
Funktionen /,; auf disjunkte Kreisbereiche schlicht abgebildet werden. Uber- 
deckt man die abzihlbar vielen Randkurven durch beliebig kleine disjunkte 
Ringgebiete U;, so ist auf die Restmenge wieder Satz 3 anwendbar. Als 
Ma8 fiir die Kleinheit dieser Ringgebiete U, bieten sich ihre Moduln y, an; 
definiert man als konformen Flacheninhalt ihrer Vereinigung U = U U, den 
Ausdruck wD): =F ay, 


so kann man etwa durch yp; < x erreichen, daB u(U )<e wird; es ist dafir 


noch zu zeigen der folgende 

Hilfssatz: Um eine Jordankurve C gibt es Ringumgebungen mit beliebig 
kleinem Modul. 

Beweis: Zunachst kann man durch Abbildung einer beliebigen Umgebung 
von C auf einen Kreisring erreichen, daB C in einer Zahlenkugel liegt; diese 
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wird durch C in zwei Gebiete zerlegt; zwei Ausschépfungsfolgen dieser Gebiete 

durch kompakte Mengen definieren in den Restmengen eine Folge von Ring- 

umgebungen eo 

R,>R,> ++: mit NR,=C. 
1 


R,, habe den Modul y,, wird also etwa durch die Funktion y, eineindeutig und 
konform abgebildet auf den Kreisring K, mit den Radien 1 und e***. Da 
die ~, monoton abnehmen, gilt K, > K,>+--. Ware lim u,=—y> 0, so 


wire M K,= XK ein Kreisring mit den Radien 1 und e**“> 1. Die Umkehr- 


1 

abbildungen y, 1 beschrankt auf K, bilden eine normale Familie; eine Teil- 
folge, mit der die obige identifiziert werden mége, konvergiert also in K gegen 
eine holomorphe Grenzfunktion g. Diese ist nicht konstant, da fiir alle n 
Punkte aus y,' (K) in beliebiger Nahe von C liegen, also y,-'(K) nicht von einem 
ny ab in einer beliebig vorgeschriebenen Umgebung eines Punktes liegen kann; 
o(K) ist also ein Gebiet R. Offenbar ist aber y>'(K)CR, CR, fir m2n 


also auch R = 0(K) = lim y>'(K) C R,, d.h. RC N R,=C, was widersinnig 


1 
ist. Folglich ist lim 4, = 0 und damit der Hilfssatz bewiesen. 

Obige Uberlegungen ergeben also den 

Satz 5: Die nicht-kompakte Riemannsche Fliche R werde durch das sich im 
Innern von R nicht hiufende System punktfremder Jordankurven C, in lauter 
relativ-kompakte schlichtartige Gebiete zerlegt. Zu jeder Uberdeckung der C, 
durch disjunkte Ringgebiete U; — die Vereinigung U der U, darf beliebig kleinen 
konformen Flicheninhalt haben —, gibt es eine auf R meromorphe Funktion, 
die auf R — U holomorph und schlicht ist. 

SchlieBlich sei auf R ein beliebiges System disjunkter und sich im Innern 
von R nicht hiufender Jordankurven C, gegeben. Bildet man nun disjunkte 
Ringumgebungen G, der C; auf disjunkte Kreisringe durch Funktionen f, 
ab und wendet Satz 3 auf M,;= C; an, so erhalt man — evtl. mit dem Zusatz 
von Satz 1 — den folgenden 

Satz 6: Zu jedem sich nicht im Innern der nicht-kompakten Riemannschen 
Fliiche R hiiufenden System C aus disjunkten Jordankurven gibt es eine auf R 
meromorphe und auf C holomorphe Funktion, welche C schlicht abbildet ; sind die 
Kurven speziell so gelegen, daB kein von ihnen berandetes relativ-kompaktes 
Gebiet eine Kurve des Systems enthilt, so gibt es sogar eine auf R holomorphe 
Funktion dieser ‘Art. 
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On Roots and Logarithms of Elements of a Complex 
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By 
Ernar Hine in New Haven (Conn., USA) 
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1. Introduction. Let G be a complex non-commutative Banach algebra 
having unit element e. Let © be the group of regular (= inversible) elements, 
©, the principal component of G containing e. Further, let R,(k > 2), R.., 
and 2 denote the set of elements of G having kth roots, roots of all orders, 
and logarithms respectively. 

We say that a €% has a kth root if there exists an x «SG such that 


(1.1) vk=a, 
and a has a logarithm if there exists a y €% such that 


(1.2) exp(y) =a. 
It is well known that 
(1.3) {x | |la—el] < 1] CGIAR. 2 
Further 2 is connected via the unit element and 
(1.4) LCG, LOR. 


The first relation says merely that every element of 2 has an inverse and 
hence is in G, since 2 is connected. The second relation says that every 
element having a logarithm must have roots of all orders. This inclusion is 
always proper for there are singular elements having roots of all orders, any 
idempotent (+ e) being an example. In particular, the zero element is in %... 

The first inclusion under (1.4) is more doubtful. We have 2 = G, for 
commutative B-algebras and also for finite complex matrix algebras. If 2 
is a group then 2 = G,. Irvine Kaptansky, according to SuHizvo KakuTanI, 
has observed that the inclusion is proper for real 2 by 2 matrices. For the 
case of the algebra €[] of linear bounded operators on an infinite dimen- 
sional Hilbert space, P. Hatmos, G. Lumer and J.J. ScuArrer [3] have ex- 
hibited elements of G = G, which are not in NR, and AUREL WINTNER [9] has 
shown that 2 is not a group and hence that 2 is properly contained in Gp. 


* This research was supported by the United States Air Force through the Office 
of Scientific Research of the Air Research and Development Command under Contract 


No. AF 18 (600) — 1127. 
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Moreover, G. LumErR [8] has recently sharpened this result. by showing that 
in €[H] the set G, O XR, has interior points and %, is not even dense in Gy. 

Two problems are discussed in the present paper: 

(1) Suppose that z, and z, are two kth roots of a. What relations hold 
between z, and z,? We ask the same question for logarithms. 

(2) If a has a kth root (or logarithm), do elements in some neighborhood 
of a admit kth roots (or logarithms) ? 

We restrict ourselves to regular elements a even in the case of roots. 

In this investigation the author has had the benefit of long discussions 
with his colleague Professor SHizvo Kakvurtant. In particular, Section 5 below 
represents joint work with KakurTant. 

2. Notation and auxiliary lemmas. Lower case italics represent elements 
of S except for j, k, m, n which stand for positive integers. If G is an operator 
algebra, G@ =€([%X] the algebra of linear bounded operators mapping the 
complex B-space X into X, then elements are denoted by capital italics and 
for the unit element we write J instead of e. Complex numbers are denoted 
by Greek letters. 

With respect to a given element a of Z the complex numbers A fall into 
two classes, 9(a) the resolvent set cf a and a(a) the spectrum of a, according 
as Ae —a has an inverse in& or not. For A € o(a) we write 


(2.1) (Aa —a)"= R(A; a). 
The set o(a) is open but not necessarily connected and R(A; a) is holomorphic 
in each component of g(a). The set [A||A| > ||a||] belongs to o(a). The 


spectrum is closed. At an isolated point 2 =A, of o(a) the principal part 
of R(A; a) has the form 


(2.2) Cold — dg) + 2 gg ' (A — dol™, 


where ¢, is idempotent, gq, quasi-nilpotent, and ¢y5¢)= qo = o- 
If f(A) is an analytic function of 2, holomorphic in a domain D containing 
a(a), then we may define f(a) by 


(2.3) (a) = 525 f RU; a) f(A) da, 
s 


where J’ is a contour in D surrounding o(a). The spectral mapping theorem 
asserts that 


(2.4) / o[f(a)] = f{o(a)). 
If 3 =€[X], we may subject o[A] to further analysis. In particular, 


we say that A,< P o[A], the point spectrum of A, if there exists a characteristic 
vector 2% ¢€ X, 2 + 0, such that 


(2.5) (4g — A) [29] =0. 
The fine structure theorem then asserts that 


(2.6) P a[f(A)] = f[Pof[A]], [f(4o) 1 —f(A)] [2%] =0- 
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For further details concerning these questions, see E. Hite and R. 8. Put- 
Lies [6]. 

Let F(x) be a function on G to G defined in a domain 9 of B. We say 
that F(z) is Fréchet analytic in 9 if F(z) is single-valued, locally bounded 
and (@)-differentiable, that is, 

(2.7) lim = [F(x + ah) —F(z2)] = 6 F(z, h) 

exists for every h <G. Under the stated assumptions this (@)-differential is 
actually an (F)-differential and for fixed z there exists a linear bounded 
operator F’ (x) on toS such that 

(2.8) 6 F(x, h) =F’ (x) [h). 


Finally we shall need the abstract implicit function theorem due to T. H. 
HiLpEesranpt and L. M. Graves [5]. We formulate what we need as 

Lemma 1. Let G(zxz,y) be a function on B xB to B, defined and Fréchet 
analytic in both variables in |\x — 29|| < e, ||y— Yol| < 0. Define the partial 
Fréchet differential with respect to y at (9, yo) by 


(2.9) 8 O(a» 4s) = lim = [4 (a Yo + 2h) — G29, ¥6)] = Dol] 
«ce 
Suppose that the linear bounded transformation D, has a bounded inverse. Then 


there exists a 0)< 9 and a function y(x) defined in ||% — x9|| < 0, having values 
in B and being Fréchet analytic in x such that 


(2.10) G(x, y(x)) = G(x, Yo), Yy(%o) = Yo» 
and this solution is unique. 


I. Roots 


3. The operator S(b). Suppose that 6<GC® and consider the linear 
bounded operator S(b) ¢ €[%] defined by 


(3.1) S(b) [a] =b-12b, xeB. 
If a,, a, are arbitrary elements of G, we define 
(3.2) L(a,)(z]) =a,2, R(a,) (x)= 2a, 
in terms of which 
(3.3) S(b) = L(b-*) R(b). 
We note that 
(3.4) L(a,) R(a,) = R(a,) L(a,) . 
We note the relations 
(3.5) o[L(a,)} =o[4,], o[R(a,)] =o [a,) 


where on the left occurs the spectrum of the operator relative to the algebra 
€[%B] and on the right the spectrum of the element in question with respect 
to the algebra Z. 
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Lemma 2!). The spectrum of S(b) with respect to €[B} satisfies 
(3.6) a[S(b)]}C[A|A=Ar*Ag; Ay, Ape o[b]]. 

Proof. Let A be the commutative subalgebra of €(B] generated by /, 
L(b-1), and R(b) to which S(b) belongs by (3.3). Let 2° be the first commutant 
of A, that is, the set of all elements of € [B] which commute with every element 
of 2, and let 2¢° = [2*]*. Then Wc W** cA and A°* is abelian. Suppose A ¢ % 
and that A is regular in €([%]. If 7'¢€ A 

A1\T=A"TA A1=A“™ATA™1=T A-', 
so that A-'¢ °°, that is A is also regular as element of 2°°. It follows that 
the spectra of A with respect to € [%] and °° are identical. But °° is abelian 
and the spectral theory in a commutative algebra may be studied with the 
aid of the Gelfand representation theory. Thus if m is any maximal ideal 
of 2°° and if A = A[m] J (mod. m), then by (3.3) and (3.5) 
8 (6) [(m] = L(b-*) [m) Rb) [m] = A *A,, Ay, AE ob), 
so that (3.6) holds. This is ali that we can expect to prove, it may very well 
happen that the spectrum of S(b) reduces to 4 = 1. 
The following observations deal with point spectra. 
Suppose that « ¢ Po[L(b-")], 8 ¢ Po[R(b)] and that 
b'z,=—a2,, b= f2,. 
Then 
b-1 (x, 2.) b = « B(x, 2), 
so that either 
(3.7) a Bé€ Po[S(b)] or x,27,=0. 


If Z is a prime ring (see N. Jacosson [7], p. 196), than there exists at least 
one z €G such that z,z z, + 0 and now 


b-* (a, 2%) b = « B(x, z x2) 
so that the first alternative under (3.7) holds. 
Suppose that 

Ag€ Pa[S(b)}, S(b) [x9] = Ag x - 

If n is a positive integer, then 
S(b) [2g] = (8 (0) [mp }i"= 4 x 

that is, either 
(3.8) ‘ Ap € Po[S(b)] or 2h =0. 
We see in particular that if |A,| + 1, then z, must be nilpotent since S(b) is 
bounded and has the bounded inverse 
(3.9) [S$(b)}2= S(b-?). 


1) This result is not new. For a detailed study of the spectra of sums and products 
of operators, see R. 8. Focurt [2]. The proof of Lemma 2 is included to facilitate the 
reading of this paper. For the properties of the commutants and of functions on maximal 
ideals see E. Hitxz and R. 8. Puuixipes [6], p. 21 and p. 134 respectively. 
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4. Distinct roots. Suppose that a «GR, CD and that z is a solution of 


(4.1) at—a. 
Obviously z ¢ G. We say that o(z) is irrotational (mod. 2 2/k) if 
(4.2) o(z)No(miz)=9, j=1,2,...,k—1, w= e2* 4k. 


Theorem 1. Suppose that x, and x, are two distinct roots of (4.1) and that x, 
satisfies condition (4.2). Then x, and x, commute and there exists a set of k 
idempotents e,,...,€,, some of which may be zero, such that the e,’ s commute 
with x, and x, and 
(4.3) Cn€p= Onplg, Te,=—e, Lw%e,— 2,2, '. 


Proof. The assumption that o(z,) is irrotational (mod.2 2/k) implies that 
a[S(z,)] does not contain any kth root of unity besides A= 1. Now 


(S(x,)}* [x9] = ay *xyat = ay Fayed = ay. 
Thus 4 =1 is a characteristic value of [S(z,)}* with xz, as a characteristic 
vector. Thus 


k 
(4.4) IT [w*~-? I — S(z,)] [z,] = 0. 


a=1 

Since R(w*-', S(zx,)) exists for a = 2, 3, ..., k, we get 

[I — S(x,)] [z,] =0 or % Tg= 1%, 
as asserted. 

We shall now examine z, z>'. Since 
(2,25 ‘P= ar tae, 

the spectral mapping theorem shows that the spectrum of z, 2, ' is contained 
in the set of the kth roots of unity. Hence there exist idempotents e,, some 
of which may be zero, such that 


Ca€p= On pla, LOz=e 
and corresponding quasi-nilpotents g, such that 


Cn Va = Ween = Ia > We Ip = 0,a+ B ’ 
in terms of which 
o co 

(4.5) RAa;yay')= Le Lg (d—oy*, 

a=1 n=1 
where g2 =e, by definition. For the series on the right is the sum of the 
principal parts of the resolvent; the difference between the two sides must 
be an entire function of 4, but both sides are holomorphic at infinity and 
vanish there, hence the two sides must be equal. By formula (2.3) 





1 
— em (nay P= gaz P RAS xy ")d2, 
é 
where J’ is |A| = @ > 1. Substituting the series and integrating termwise we get 
k k+l, 4 
e= » &a p ay (, 2) onee—n ga 
a=1l n=1 
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Thus the q’s are nilpotents. We shall show that they are actually zero. Multi- 
plying both sides by e, we get 


k+1 k 
E (2 )o-e-P*gt-1=0, a= 1,2,...,. 
n=2 
Here q, is a factor of the left side and the remaining factor has an inverse, 
since e + q has an inverse if g is nilpotent. Hence every g,= 0 and 
k 

(4.7) RA; x25) = Y e(A—o%). 

a=1 
Expanding both sides in powers of 4-1 and comparing the coefficients of 4-* 
we get (4.3). 

It remains to prove that the idempotents e, commute with z, and z,. 
To prove this we observe that any power of z,z; ' commutes with 2, as well 
as with z,. Hence we have identities of the form 

k 
(4.8) d} w**(e,2,— 2,¢,) =0, n=1,2,3,..., 
a=1 
and similar identities with z, replaced by z,. It follows that each parenthesis 
must be zero. This completes the proof. 

For the validity of this theorem it is essential that the spectrum of at 

least one of the two kth roots be irrotational. The two matrices 


01 1 0 
(to) amd (0 -1) 
are non-commuting square roots of the unit matrix in the algebra of two by 
two matrices and their spectra are identical, namely 4 = 1 and —1 which 
are carried into each other by a rotation of z. 
5. Interior points of R,. We turn now to the second problem and shall 
prove 
Theorem 2. If a € G is the kth power of b and if a(b) is irrotational (mod. 22/k), 
then a is an interior point of R,. There exists a neighborhood of x =a all the 
points of which are kth powers of elements in a neighborhood of b. 
Proof. We shall study the mapping 


(5.1) (6+ yf¥=a+-2 
in the neighborhood of (0, 0). We have 

‘ 
(5.2) r = 2 B;(b, y) 


where B,(b, y) is a homogeneous polynomial in y of degree j and in b of degree 
k —j. In particular 


k k-1 
(5.3) B,(b,y) = ~ by Fon} = ao 2 [S (6) Cy] 
so that 
ba 
(5.4) B,(b,y) <8 IT (o I—8()] [y], o=e**". 
j=1 





4* 
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This is a linear bounded transformation on% to@ and, since o (5) is irrotational, 
the operator has a linear bounded inverse given by 


k-1 
(5.5) b'-* J] R(w’; S8(b)). 
j=1 
Putting 
(5.6) G(z, y= (b+ yt¥—a—z, r= Y=, 
we see that 


6, G@(0, 0; h) = B,(b, h) = Dy [h] 
and the inverse of D, is given by (5.5). Thus the assumptions of Lemma 1 
are satisfied. Hence there exists a sphere ||z|| << 9, and a function y(z), 
Fréchet analytic in this sphere, such that 
[b+ y(z)F¥=a+ 2, ||z||< 0, y(0)= 
This proves the theorem. 

6. Disjoint spectra. The condition that (5) be irrotational (mod. 2 2/k) 
in order that a = b* be an interior point of X, is unnecessarily restrictive. It 
suffices that o(b) breaks up into disjoint spectral sets o, distributed between k 
congruent sectors. We can then find another kth root of a, whose spectrum 
is confined to one of these sectors, and Theorem 2 applies to this rvot. 

More precisely, we shall say that o(b) may be sectorized (mod. 2 x/k) if there 
exists a rectifiable arc‘C leading from 4 = 0 to a distant point of the plane 
such that the k ares 


(6.1) C,wC, wC,..., w-1C, @ = e2t/k 


do not contain any points of o(b). These k arcs then subdivide the spectrum 
of 6 into k spectral set o,, one for each sector, and it is understood that one 
or more of these sets may be void. The spectral set a, lies between w*C and 
@** 10. 

Theorem 3. Jf a ¢@G is the kth power of b and if o(b) may be sectorized 
(mod. 2 2/k), then a is an interior point of R,. There exists an element c of © 
such that a = c* and a neighborhood of x =a, all the elements of which are kth 
powers of elements in some neighborhood of c. 

Proof. Let C, and C, be two circles with center at 4 = 0 such that o(b) 
lies in the open annulus bounded by C, and C,. Let I’, be the closed positively 
oriented contour surrounding o, which is formed by the subarcs of w*C and 
w**!C between C, and C, joined by the two arcs of these circles. Here 
a=0,1,...,4—1. A positive rotation through an angle of «2 2/k will 
take , into l’,. We set 


(6.2) — xa: b)dd=5e- rh Ra; bw-*)di, 
(6.3) bo ahs Gana: naa $n bo-*)d2. 
Then 


k-1 
(6.4) DYve,=e, Hey = dealt; b, bs =0, a+ B, b, =e, b= be,. 
a=0 a=0 
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For these properties and for the facts regarding the spectra of b, used below, 
see E. Hitxe and R. S. Purxres [6] Theorem 5.6.1. We set 


k-1 k-1 
(6.5) c=b> w-*e,= J w-*%b,. 


By (6.4) Aa sa me. ot. 


1 
he— w-*b,=A-**1 J] (Ae —w-*b,), A+ 0. 
a=0 a=0 


Thus the left side has an inverse if and only if each of the factors on the right 
has an inverse. But 
o[w-*b,] = w~*a[b,] = w~*o, U {0} 
and w~*g, is confined to the interior of [,. The point 4 = 0 is not in ofc] 
for in the second member of (6.5) both factors have inverses. In the case 
of 6 this was a part of the assumption since a ¢ © and a simple calculation 
shows that the resolvent of the second factor is 
k-1 k-1 
R(A; J w-*%e,) = J e,(A—w-*)? 
a=0 a=0 
which is holomorphic at 4 = 0. Hence a[c] lies in the interior of [,. Finally 
k-1 k k-1 
ct = v| bi o-%,| = S w-**e= =a. 
a=0 a=0 


Thus c is a kth root of a and Theorem 2 applies to c. This completes the proof. 


Il. Logarithms 
7. The operator T(a). In problems involving the exponential function the 
commutator operator T(a) plays a similar role to that of the operator S(b) 
in the study of powers. We set 


(7.1) T (a) (z] =a2xz—2a 
so that 
(7.2) T (a) = L(a) — R(a). 


The spectra] properties of 7'(a) are listed in 
Lemma 3. We have 
(7.3) o[T(a)]C[A| A=A,—Ag; Ay, AE O(a). 
We omit the proof which follows the same lines as that of Lemma 2. The 
following remarks refer to point spectra. Suppose that 
4,¢ Po[L(a)}, 4,€ Po[R(a)) 
az=A,x, ya=),y. 
Then 
axy—xya=(s,—A,)zy, 
that is, either 
(7.4) A,—4,€ Po({T(a)] or ry=0. 
If S is a prime ring, we can find a z such that zzy + 0 and then 
axzy — xzya = (A,—A,) rzy 
so that the first alternative under (7.4) must hold. 
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Suppose that A,+ 0 is in Po [7 (a)] and 
@ Lo— LoG = Ag, MO, 
then 
ax—aa=ndgzy, 

so that either 
(7.5) ndg< Po[T(a)} or 2=0. 
It is clear that the second alternative must hold for all large n, that is, every 
characteristic vector corresponding to a A,+ 0 must be nilpotent. 

We list finally the important formula 


(7.6) exp(a) x exp(—a) = {exp[T7(a)]} [z], 
due to J. E. CampBe t ([1], p. 385—386) and F. Hausporrr ([4], p. 26). This 
formula is basic for the following discussion. 

8. Distinct logarithms. We suppose now that a¢ 2 and that y is a so- 
lution of 


(8.1) exp(y)=a. 
We say that o(y) is incongruent (mod. 22 i) if 
(8.2) a(y) A [o(y) + 2kai]=9, K=+1,+2,43,.... 


Theorem 4. Suppose that y, and y, are two distinct solutions of (8.1) and 
that a(y,) is incongruent (mod.22i). Then y, and y, commute and there exist 
idempotents ¢,, €,,...,€n, commuting with y, and y,, and distinct integers k,, 
ky, . . ., ky such that 

n n 
(8.3) "w— Y= 2a id’ key ’ 4 Cg= 6, Cgep= 55 px . 
a=1 a=1 
Proof. We start by assuming that neither y, nor y, is zero. Since o(y,) 


is incongruent (mod.27i), the spectrum of 7'(y,) does not contain any mul- 
tiple of 2 i different from zero. Formula (7.6) asserts that 


(8.4) exp(y,) ¥2 exp(—y,) = {exp[7'(y,)}} [ye] - 


Since exp(y,) = exp(y,) and y, commutes with exp(y,), the left member 
reduces to y, so that 


(8.5) {exp[7'(y:)}} [ye] = ys - 

This states that 4 = 1 is a characteristic value of the operator exp[7(y,)] 
and that y,, y,+ 0, is a corresponding characteristic vector. By (2.6), the 
fine structure theorem, there exists a characteristic value « of 7'(y,) such 
that expa = 1 and the assumption on o(y,) implies that «=0. We have 
to show that y, is a corresponding characteristic vector. Let us set 


(8.6) E(a) = {1 — exp(—a)]/a. 
Then 


{exp[T7'(y,)] — J} [ye] = B[—T (y,)] T (ys) [ye] - 


o {E[—T(y,)}} = # {—o[T(y)}} 


Since 











A Complex Banach Algebra 55 


does not contain the origin, Z[—7'(y,)] has a bounded inverse, F (—y,) say, 
so that 

F(—y,) {exp [T (y,)] — 2} [ye] = 7 (y) (ye) - 
Here the left side is zero so that 7T'(y,) [y,] =0 or y, commutes with y, as 
asserted. 

We have then 
exp(¥i— ¥2) = exp(y,) exp(—y.) =e, 
so that 
o(¥,— ¥2) = 0 (mod. 2 xi) 


by the spectral mapping theorem. This implies 


RA; y— w= Se a ml (A—2k, xi), 
a= m 
where 2 e,=e and the e,’s and q,’8 have the usual orthogonality properties. 
With the aid of (2.3) we then obtain 


n n 
exp(ti— ¥2) = 2 x €XP (da) = exp| x | = exp(q). 
«= a= 
From exp q = e we get 


e+ Dae 0. 


The quantity inside the braces differs from e by a quasi-nilpotent and conse- 
quently has an inverse. This implies g = 0 and in the same manner we prove 
that 

qz=0, a=1,2,...,.% 


Thus the spectral singularities of R(A; y,— y,) are all simple poles. Expanding 
the resolvent in powers of 4-1 and comparing coefficients of A-*? we get (8.3). 
Here the k,’s are distinct integers one of which may be zero. 

If y,= 0, it is clear that y, and y, commute and there is nothing to change 
in the second part of the proof. 

Since any power of (y,— y,) commutes with y, as well as with y, we obtain 
identities of the form 


n 
& (ha) [ea Yxeq] =0 ,m= i, 2, 3, “**9 


whence it follows that every bracket must be zero, that is, the e,’s commute 
with y, and here we may replace y, by y,. This completes the proof. . 

If neither y, nor y, satisfies condition (8.2), the conclusion of Theorem 4 
need not hold. 8. Kakutant has called my attention to the fact that in the 
algebra of two by two matrices the unit matrix has non-commuting logarithms. 
If (8.2) does not hold, there exists a polynomial P(«) such that P[7'(y,)] [y,.]=0 
but in general we cannot conclude from this that 7'(y,) [y,] = 0 

9. Interior points of L. We turn now to the second problem for logarithms 
and shall prove 











56 Erman Hive: 
Theorem 5. If a¢ L, if b is a logarithm of a, and if a(b) is incongruent 
(mod.2 2%), then a is an interior point of L. There exists a neighborhood of 
x = 4, all the points of which have logarithms in some neighborhood of b. 
Proof. In this case we set 


(9.1) G(z, y) = exp(— b) exp(b + y) — exp(z), %= y= 0. 
Here G(0, 0) = 0 and 
co n—1 

(9.2) 6,G(0, 0; h) = exp(—b) ¥ + Y Wb -1-5 = D(b) [A]. 

a=1 “*j=0 
A simple calculation gives 
(9.3) D(b) [h] = {2 [7 (6)}} [A] 
with E(«) defined by (8.6). Just as in the preceding section we see that 
o {E[T (b)}} = £ {o[7'(b)}} does not contain A= 0 since none of the zeros 
of F(a) belongs to o[7'(b)]. It follows that D(b) has a bounded inverse and 
Lemma | applies. Thus there exists a 0)=)(b) and a Fréchet analytic 
function y(x) = y(x; 0, b) such that 
(9.4) exp(b) exp(x) = exp[b + y(zx; 0, b)], ||z|| < o9(b). 
The mapping zx — a exp x being open, we conclude the existence of a neighbor- 
hood of a, all the points of which have logarithms, that is, belong to 2, and 
these logarithms may be found in some neighborhood of 6 as asserted. 

10. Disjoint spectra. The condition that o(b) be incongruent (mod.2 zi) 
in order that a = exp(b) be an interior point of L is of course unnecessarily 
restrictive. Just as in the case of roots, it suffices that o(b) breaks up into 
disjoint spectral set o, which are distributed between the period strips of 
the exponential function. We can then find another logarithm of a whose 
spectrum is confined to a single period strip, and Theorem 5 applies to this 
logarithm. 

We shall say that o(b) may be stratified (mod.2 i) if rectifiable arcs 
Cy, C;, ..., C, exist with the following properties: 

(1) C,.=C,-,+ 2x3,a=—1,2,..., . 

(2) Every vertical line in the A-plane intersects C, in at most one point. 

(3) o(b) is confined to the domain bounded by C, and C,, and two vertical 
lines. No point of o(b) lies on any of the arcs C,. 

Theorem 6. If a = exp(b) and if a(b) may be stratified (mod.2 2%), then a 
is an interior point of L. 

Proof. We proceed as in the proof of Theorem 3. Let a, be the spectral 
set between C,_, and C, and let /°, be the closed positively oriented contour 
surrounding o, which is formed by C,_, and C, and the vertical line segments 
joining their endpoints. A translation by 2 « 2i takes J’, into [’,,,. We now 
define e, and b, by formulas (6.2) and (6.3) giving /’, its new meaning and in 
each case omitting the third member which is no longer relevant. These quan- 
tities again satisfy (6.4). We now set 
(10.1) c,=b,—(a—l)2mie,,c= 


a. 


iM: 


1 











wd BS me oD 
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Here 





C= 


sat | [A —(a — 1) 2 wi] R(A; b) dd 








— gat [ARG + (@—1) 20550) 42 
1 r ; 
~ gat | ARGsb—(a—W2aie) aa. 


The spectrum of b —(a —1)2 zie is also stratified; one of its spectral sets 
lies interior to J’, and is congruent to o,. It follows that o(c,) = {o,— (a — 1) 
2 xi} U {0}. If o, is void, c,= 0 and gives no contribution to the value of c. 
We note that in any case c,c,= 0 when « + £. This implies that for every 2 + 0 


n n 
eA— De, =A-* J] (Ae —c,). 
a=1 a=1 
It follows that the left side has an inverse if and only if each factor on the 
right has one, that is, 


a(c)= UTa(ec,). 


Without restricting the generality we may suppose that 4 = 0 is interior to /’. 
This can always be achieved by subtracting a suitable multiple of 2 zie 
from 6. It follows that o(c) is interior to J’, and is a fortiori incongruent 
(mod.2 2%). Since 


n 
(10.2) c=b—22i Dd (a—l)e,, 
a=2 
we have 


exp c = exp b =a. 


Here c satisfies the conditions of Theorem 5 and the desired conclusion follows- 
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Les fonctions analytiques comme ultra-distributions 
dans le calcul opérationnel 


Par 
J. SEBASTIAO E Stiva a Lisbonne 


A Monsieur Hernricu Brunke, a l'occasion de son 60™¢ anniversaire 


Introduction 


Dans notre article «Le calcul opérationnel au point de vue des distri- 
butions» (voir Bibliographie, [11] et [12]) nous avons étudié d’abord l’espace 
— que nous désignons maintenant par 2 — des fonctions g(z) holomorphes 
& croissance lente sur des demi-plans Rz > k, k=0,1,..., ces fonctions 
étant les images de LapLace des distributions nulles 4 gauche de l’origine et 
de type exponentiel 4 droite; ensuite, pour donner un sens a des «fonctions 
de l’opérateur D» telles que exp iD, sen D , ete. (voir icin®. 28), nous avons 
considéré, plus généralement, l’espace — que nous notons maintenant 8 — 
des fonctions holomorphes de type exponentiel sur des demi-plans Rz > k. 
Or, pour prolonger 4 8 la transformation inverse de Lapiace, 2-', il faut 
sortir du cadre des distributions, en ajoutant de nouveaux étres a l’espace 
de distributions considéré, A, .., image de A> par 2-' — et il nous a semblé 
naturel d’appeler «ultra-distributions» ces entités, ainsi que les distributions 
elles-mémes (pour commodité de langage). Une telle extension de A,., 
pourrait s’obtenir immédiatement, en considérant le complété de A, pour la 
topologie image, par 2-', de la topologie induite dans A par 8 (A) étant 
dense dans 8). Mais c’était 14 une solution triviale, qui nous sembla peu 
maniable et dépourvue d’intérét. Notre but était de représenter les ultra- 
distributions par des fonctions analytiques, de maniére 4 pouvoir traduire 
la somme, le produit par polynémes, la dérivation et les translations, par 
ces opérations appliquées aux fonctions analytiques elles-mémes de la fagon 
usuelle. D’ailleurs, certains espaces, que l’on pouvait dire aussi de «ultra- 
distributions» , avaient déja été considérés. 

D’une part, M. Koérue, dans [5], avait introduit les «Randverteilungen» 
(c.a.d. «ultra-distributions de frontiére») des fonctions /{(z) holomorphes 
dans le complémentaire d’une courbe € analytique, simple et fermée, identi- 
fiant ensuite une partie de ces Randverteilungen aux distributiéns sur € au 
sens de Scuwartz. Cette conception a été généralisée par M. TrmLMann, 
dans [14], au cas de produits (dans (*) de lignes analytiques simples, ouvertes 
ou fermées. 

D’autre part M. Exrenprets, dans le but de prolonger 4 tout l’espace D’ 
des distributions, la transformation F de Fourrer, définie par M. Scuwartz 
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comme un automorphisme topologique de l’espace @’ (des distributions 
tempérées ou «& croissance polynémiale»), a considéré, dans [2], l'espace 
image de 9’ par F, comme le dual topologique de l’espace D = F(D) des fone- 
tions entiéres 4 décroissance rapide sur l’axe réel et de type exponentiel sur 


les verticales') : 
§(D’) = (F(9))'=D'. 

Pour atteindre notre but initial, nous avons di adopter un point de vue 
mixte, qui tient & la fois de celui de M. K6rue et de celui de M. Exrenrprets, 
tout en divergeant de l’un et de l'autre: seul l’espace des ultra-distributions 
que nous appelons ici «tempérées» est identifiable 4 un sous-espace de D’, 
et il n’est pas contenu (ni ne le contient, 4 ce que nous pensons) l’espace 
des Randverteilungen de K6rHe-TirtLMANN sur l’axe réel. (Nous nous bor- 
nons ici au cas d’une seule variable, mais l’extension au cas de n variables, 
que nous nous proposons d’exposer dans un prochain travail, n’offre pas de 
difficultés sérieuses). 

Au lieu de prolonger F a l’espace 9’ de toutes les distributions sur R (ce 
dont nous n’avions pas besoin), nous avons pris pour point de départ un 
espace compris entre @’ et D’ — celui des distributions de «type exponentiel 
a droite et & gauche» que nous désignons ici par A,, (voir n°. 8) — et nous 
avonsenvisagé uneextension, U, deG’, de fagon a prolonger{F en unisomorphisme 
topologique de A,, sur Ul. Ce sont les éléments de U1 que nous appelons «ultra- 
distributions tempérées» . 

Pour réaliser U, on pourrait tout simplement utiliser la construction de 
M. EnRENPREIS, en considérant 4 comme le sous-espace de D’ qui est 
limage de A,, par §. On pourrait aussi employer la méthode de complétion 
topologique, indiquée plus haut, qui servirait d’ailleurs, également, pour 
construire §(9’). Mais, comme nous |’avons déja dit, notre but était d’obtenir 
une représentation concréte des ultra-distributions au moyen de fonctions 
analytiques, ce qui, outre les avantages indiqués, permettrait d’introduire 
un critére convenable de localisation (n°. 20) et d’étudier commodément les 
opérateurs linéaires continus définis dans U, au moyen d'une intégration 
complexe, voisine de la notion usuelle d’intégrale (n®*. 13—19). Or la fagon 
la plus directe, et presque immédiate, de parvenir a cette réalisation fonction- 
nelle de U, est celle que nous avons adopté ici (n°. 8): 

Chaque -7' ¢ A,, admet la décomposition 7’ = 7*— T-, ou T* (resp. T-) 
est une distribution de A, nulle & gauche (resp. 4 droite) de lorigine, ces 
distributions 7* et 7'- étant déterminées 4 une méme combinaison linéaire 
prés de dérivées de 6. Or, si l’on adopte la formule 


+o 
‘T+ = f ettu oS du : 


ou z est la variable complexe x + i y et ot l’intégrale par rapport 4 7'* est 
définie par prolongement continu, la transformation §, appliquée aux distri- 
butions 7*(¢€A,..), sidentifie & la transformation de LapLace suivie du 


1) Pour commodité de notation nous désignons toujours par § les divers prolonge- 
ments de la transformation de Fourier et par 2 ceux de la transformation de LaPLace. 
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changement de variable z—-—iz. Donec §T7* (resp. 7) est représentée 
par une fonction g* (resp. g~) holomorphe a croissance lente dans un demi 
plan 3z>k (resp. 3z< —k). Alors 7 se «réalise» par le couple (y*, p~) detelles 
fonctions, i.e. par une fonction g(z) holomorphe a croissance lente dans ]’ouvert 
|Sz| > k, cette fonction étant déterminée 4 un polynéme prés (image d’une 
combinaison linéaire de dérivées de 6). Il est alors naturel de poser § 7 = y* —q- 
(convention analogue a celle des vecteurs comme différences de points); d’ail- 


leurs, cette différence reprend le sens usuel, lorsque les intégrales fe Ty du, 
0 


0 
J e**T> du sont convergentes pour tout z¢R, l’intégrale de Fourter 


jouant ici un réle tout a fait analogue a celui de la série de LavRENtT pour les 
Randverteilungen de K6rHE (voir encore th. 10. 1.). 

Dans cette interprétation fonctionnelle de l’espace U, il est essentiel de 
préciser quelles sont les fonctions m qui représentent les distributions tem- 
pérées: ce sont les fonctions holomorphes en dehors de Vazxe réel, & croissance 
lente vers cet axe et vers l’ co (th.12.1.). Le passage de la «représentation 
réelle» & la «représentation complexe» s’effectue par la transformation de 
STIELTJES généralisée et légérement modifiée (n°. 19), la distribution 6 donnant 
lieu & la fonction —1/(2 7%. z) et la «formule intégrale de Dirac» étant rem- 
placée par la «formule intégrale de Caucny». Voila donc les racines profondes 
de l’analogie frappante, que nous avions déja signalée dans [11], entre ces 
deux formules. 

Dans le n°. 21, on étudie les ultra-distributions (tempérées) 4 support 
compact. Considérées comme opérateurs de convolution, elles s’identifient a 
certains opérateurs différentiels d’ordre fini ou infini (ces derniers n’ayant 
pas de sens en théorie des distributions). 

Ensuite, on étudie la transformation de Lapiace pour les ultra-distri- 
butions tempérées de support limité 4 gauche (th. 23.1). Leurs images par 2 
forment un sous-espace de 8. Pour interpréter 2-'(§) on est amené naturelle- 
ment a élargir U: on obtient alors espace GB des ultra-distributions de type 
exponentiel sur R — contenant a la fois U et A, (ce dernier n’est plus contenu 
dans l’espace D’ de Enrenprets). L’image de § par 2-! est donc l’espace B, 
des distributions de type exponentiel sur R et de support limité 4 gauche 
(th. 26.1): voila donc atteint notre but initial. Le calcul opérationnel général 
établi dans [11] et [12] pour %* et at s’étend maintenant 4 8 (n°. 27). En 
particulier, l’opérateur e*”, avec h complexe quelconque, est bien la translation 
T,,; qui n’a de sens pour les distributions que si h est réel; et certains développe- 
ments en série, défendus en théorie des distributions, deviennent maintenant 
utilisables. Aun°. 28 on donne une premiére esquisse d’application de ces méthodes. 

Enfin, la transformation de Fourtrer se prolonge en un automorphisme 
vectoriel-topologique de : ainsi la belle symétrie créée par M. SCHWARTZ avec son 
espace ©’ est rétablie dans U, par une sorte de synthése FourtEeR -LaPLace”). 

*) Tandis que U s’identifie au dual de l’espace des fonctions entiéres 4 décroissance 


rapide sur R, B peut s’interpréter comme le dual de l’espace des fonctions entiéres & 
décroissance sous-exponentielle sur R, qui coincide avec son image de FourrER. 
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Tableau des principales notations employées 


. U,(F): — espace des fonctions holomorphes a croissance lente sur un 


ensemble fermé F. 


. Espaces (©,): — espaces de Schwartz métrisables complets; appelés 


espaces (IN*) dans [10]. 


. Espaces (@,): —duals forts des espaces (©,) ; appelés espaces (2 N*) dans [10]. 
. 9,(CD): espace des fonctions holomorphes a décroissance presque rapide 


dans tout ensemble C D, (complémentaire de D,). 


. US (resp. 25): — espace des fonctions holomorphes 4 croissance lente sur 


des demi-plans droits (resp. gauches). 


. Ax (resp. A_..): — espace des distributions du type exponentiel, nulles 


a gauche (resp. droite) de l’origine. 
etc. 2: — transformation de Lapiace. 


. UF (resp. AE): — image de A> (resp. A>) par le changement de variable 


z>— tz. . 


-A=ATxAs, A—_ Ay x at . 


IT: — espace des polynémes en z. 


. U=AL/TT, espace des ultra-distributions tempérées. 
. x: — application canonique de 2%‘, dans U (interprétation analogue pour 


d’autres espaces). 


. A: — espace des distributions du type exponentiel sur R. 


etc. §: — transformation de FourtEr. 


. u,: — espace des ultra-distributions tempérées de frontiére. 

. My: — espace des opérateurs de multiplication dans U. 

. €y: — espace des opérateurs de convolution dans U. 

. U,: — espace des ultra-distributions tempérées 4 support compact. 

. U,: — espace des ultra-distributions tempérées de support limité A gauche 


. Bo: — image de Lapiace de U,. 
. 8: — limite inductive des espaces t, Bo, k = 0,1,2, . .. 
. €,: — espace des fonctions holomorphes dans des ensembles |Sz| > k, 


a croissance lente sur les verticales et du type exponentiel sur les horizon- 
tales. 


25. N: — espace des fonctions entiéres du type exponentiel sur les horizontales 


et A croissance lente sur les verticales. 


25.G =€,,/N, espace des ultra-distributions du type exponentiel sur R 
. B,: — espace des ultra-distributions D ¢ D de frontiére. 
.B,: — espace des ultra-distributions du type exponentiel sur R et de 


support limité 4 gauche, image de § par 2-*. 


Tous les espaces vectoriels ici considérés seront des espaces vectoriels sur le 
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1. L’espace 2,,(F') des fonctions holomorphes a croissance lente 
sur un ensemble fermé *) 

Soit F un vrai sous-ensemble, fermé et non vide, du plan € de la variable 
complexe. Pour tout k=1,2,... nous désignerons par F, l'ensemble des 
points de € dont la distance 4 F est < 1/k et par F, sa frontiére. Cela étant, 
nous désignerons par 2,(¥') l’espace des fonctions complexes, g(z), définies 
et continues sur F,, holomorphes 4 l’intérieur de F, et telles que le quotient 
de g(z) par (1 + |z|)* soit borné sur F,; nous considérons 2,(F) muni des 
notions de somme et de produit par scalaires et d’une topologie, £,, au moyen 
de la norme suivante 


|p (2)| 
= sup —— . 
ll plle seh, (al } jz|)* 





On voit aussitét que l’application g(z)— (1 + |z|)-* (z) est alors un 
isomorphisme bicontinu de 2%,(F) sur un sous-espace fermé de l’espace (de 
Bawnacnk) des fonctions continues bornées sur F,. D’autre part, si, pour tout k, 
on identifie chaque fonction m ¢%,(F) & la fonction ¢ ¢2%,,, (7) qui est la 
restriction de g a F,,,,, on voit, & peu prés comme dans [11], p. 109, que: 

Pour tout k, Vapplication canonique de UA, (F) dans A;,,,(F) est totalement 
continue [c.a.d. transforme toute partie bornée de A, (F) en une partie relativement 
compacte de A, ,,(F)]. 

Il s’ensuit que la limite inductive de la suite d’espaces normés 2,(F') est 
un espace (2 N*), d’aprés les définitions que nous wons introduites dans [10]. 
Désormais nous appellerons «espaces du type (©,)» les espaces de ScHWaARTz 
métrisables complets, daprés GROTHENDIECK [3], et «espaces du type (©,)» 
leurs duals forts, qui coincident avec nos espaces (2 N*)*). 

Nous désignerons par 2, (F’) la limite inductive des espaces 2,(F) et par &,, 
la topologie de 2,,(F). Puisque chaque élément de 2%,,(F) se représente par 
une fonction g(z) appartenant 4 l'un des espaces 2,(F), nous apellerons 
encore fonctions les éléments de %,,(F), qui, en réalité, ne sont que des classes 
d’équivalence de fonctions. 


2. Les espaces 2, (D) 

Par la suite nous nous limiterons au cas ot F est lintersection ou la 
réunion de deux demi-plans fermés 4 frontiéres paralléles ; dans ce cas, nous dé- 
signeronsl’ensemble F par D. En particulier, D peut étre un demi-plan ; alors, pour 
tout k, D, est un demi-plan contenant D, et sa frontiére, D,, est une droite 
située A la distance 1/k de D. Il se peut encore que D soit une bande ou une 
droite; alors D, est la bande fermée determinée par les deux droites (dont 
la réunion est D,) situées a la distance 1/k de D. Enfin, D peut étre le com- 
plémentaire d’une bande ouverte; alors les D, sont des ensembles de méme 


type ou le plan C. 


%) Le lecteur qui connaisse déja nos travaux [11] et [12] peut se borner ici 4 une lecture 
rapide des n®, 1—7. 
*) Les espaces (©,) sont les mémes que nous appelons «espaces (2N*)» dans [10]. 
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Cela étant, pour tout k = 1, 2,..., nous désignerons par 2f (D) l'ensemble 
des éléments de 2,(D) tels que (1 + |z|) (z) soit une fonction de z bornée 
sur D, et nous poserons 2$(D) = U f(D). On démontre comme dans [11], 

0 
p- 111, que: 

Proposition 2.1. L’ensemble A%(D) est dense dans A, (D). 

D’autre part, si l’on considére la frontiére de D, orientée de fagon 4 laisser a 
gauche les points de D, on voit aussitét que 

1 p (A) 
v2) = oR f is 
Dy 
pour tout z¢€ D,,, et toute m ¢ AF (D). 


Nous désignerons par 6 l’application A (A—z) de CD dans %,(D), 
c’est-A-dire, nous poserons 








di, 


b()=z-s, pour tout Ae CD, 


ou le signe ~ sert  indiquer que z est une variable muette. 

On démontre, & peu prés comme dans [11], p. 112—113, les deux propositions 
suivantes: 

Proposition 2.2. La fonction vectorielle (A) est holomorphe dans CD, par 
rapport a &.,,. 

Proposition 2.3. La fonction Ab(A) de A est bornée sur CD,, par rapport 
a4¢., pour k=1,2,... 

Pour démontrer la prop. 2.3 il est commode de se ramener au cas ot D ne 
contient pas l’origine et sa frontiére est verticale, au moyen d'un déplacement 
z-> az+ (avec |a|=1), qui détermine, évidemment, une application linéaire 
continue (z)-— m[a(z—f)] de A,(D) sur A, (a D + ). 

Maintenant, il est aisé de voir que l’on a, pour tout k et toute @ € Uf (D), 
la formule de représentation 


1 
P= a07 [OM g(a) di, par rapport af, , 
Dy 


que l’on peut étendre a tout élément gp de %,(D), avec k arbitraire, en posant, 
par définition: 
f (A) p(A) da = lim fo) p(A)dA, avec CE°MF(D). 
by t—¢@ by 
Dy Dy 


3. Applications linéaires continues de 21,,(D) dans un espace localement convexe 
Soit encore D un ensemble du type indiqué au n°. 2 et soit E un espace 
localement convexe, complet pour les suites 


Définition 3.1. Nous dirons qu'une fonction f(A) 4 valeurs dans E, définie 
dans CD, est a décroissance presque rapide dans CD, si, pour tout k, il existe k 
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éléments a,, . . ., @, de E et une partie bornée L, de E, tels que 


tayett+--- + R43, pour tout 4€CD,A+0. 
On voit aussitét que, si cette condition est vérifiée, les éléments a,, . . ., a, 


sont déterminés par la seule donnée de f(A), indépendamment de k, par 
récurrence : 


a, saree [A f(A)] 


: ,a sur CD 
sumtin |2+(1a— 2 $)] 
A—co 1 

Ces éléments &,, . . ., &, .. . de E seront dits les coefficients asymptotiques 
de f(A). Si a,—0 pour tout k, nous dirons que f(A) est a décroissance rapide 
dans CD; cela équivaut 4 dire, évidemment, que la fonction J/f(A) de A est 
bornée sur CD, quel que soit j = 1, 2,... 

Compte tenu de la prop. 2.3 et de la formule 

1 1 z gtt+t 2 A 


tae tet +a tp ~~ pours+A+0, 





on voit que 

Proposition 3.1. La fonction (A) = (A —z)-, définie dans CD et a valeurs 
dans A,,(D), est une fonction a décroissance presque rapide sur C D,, quel que 
sott k= 1,2,... 

On peut maintenant établir le théoréme suivant, en raisonnant comme 
dans [11] et [12]: 

Théoréme 3.1. Jl existe une correspondance biunivoque F+«+f entre les 
applications linéaires continues F de %,,(D) dans E et les fonctions f(A) de la 
variable complexe A, @ valeurs dans E, qui sont holomorphes dans CD et a 
décroissance presque rapide sur tout CD,. Cette correspondancé est définie par 
les formules , 

(4) = F [5], pour ZeCD 


F(9) = ax | 14) g(a) da, pour p€%,(D), 


ou k est tel que p €A,(D) et ov Vintégrale est définie par rapport a la topologie 
©, de A, (D), daprés la convention: 


[1 g(a) dA = lim | f(A)C(A)dA, avec Ce AfF(D), 
t-¢@ 


en considérant la frontiére D,, orientée de facon a laisser 4 gauche les points de D. 

(Pour la démonstration, il sera encore commode de se ramener au cas ot D 
ne contient pas l’origine). 

La fonction (4) = F [b(A)] est nommée l’indicatrice de F. 

En particulier on voit ainsi que: 

D’espace dual, %',,(D), de A,,(D) est isomorphe (algébriquement) a lespace 
des fonctions comple .es f(A), holomorphes et @ décroissance presque rapide dans 
les ensembles C D,; nous désignerons par %),,(C D) cet espace. 
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On peut rendre bicontinu l’isomorphisme entre 2),(D) et (CD) par 
rapport a la topologie forte de 2’(D), en munissant 9,(CD) d'une topologie 
convenable, définie au moyen des coefficients asymptotiques des fonctions 
appartenant 4 cet espace. Alors on peut identifier 2,,(D) & 9,(C D). 

Il faut remarquer que, du th. 3.1., on déduit les propositions suivantes: 

Corollaire 1. Si £(A) est holomorphe dans CD et a décroissance presque 
rapide sur tout C D,, les coefficients asymptotiques de (A) sont les mémes pour 
tout k. 

Corollaire 2. Si f(A) est l'indicatrice d'une application linéaire continue de 
2, (D) dans E, alors f' (A) est encore Vindicatrice d'une telle application. 

Corollaire 3. Si (A) est V'indicatrice d'une application linéaire continue de 
.,(D) dans E, alors pour tout 1,¢ C et tout k, il existe k éléments ¢,, ..., ¢ 
de E et un borné L, de FE, tels que 

84h, TS i 
1(4) <5 —=3, + + a—-aet aaa > pour A¢ CD,. 

Pour s’en convaincre, il suffit de remarquer que §(A) posséde les mémes 

propriétés. 


4. Décomposition canonique de 2,,(D) dans le cas ot D est une droite 


Supposons maintenant que D est une droite. Alors le complémentaire 
de D est la réunion de deux demi-plans ouverts, que nous désignerons par D" 
et D?. 

Nous avons vu que le dual de 2,(D) est constitué par les fonctions /(A) 
holomorphes et 4 décroissance presque rapide sur tout CD,. Si l’on désigne 
par /, et f, les restrictions de f 4 D! et D® respectivement, il est évident aue 
f, (vesp. f,) est une fonction holomorphe dans D! (resp. D*) et a décroissa.ice 
presque rapide sur le complémentaire de tout Dj (resp. Dj); et que, en outre, 
ces deux fonctions f, et f, ont la méme suite de coefficients asymptotiques. La 
réciproque est aussi évidente: tout couple (f,, f,) de fonctions holomorphes dans 
D' et D®, respectivement, vérifiant ces conditions, définit wne fonction holo- 
morphe a décroissance presque rapide dans le complémentaire de tout D,. Il 
sensuit que: 

— espace %',(D) est isomorphe (algébriquement ) au sous-espace de $,,(D") x 
x §,,(D*) formé par les couples (f,, /.) de fonctions ayant la méme suite de 
coefficients asymptotiques dans D' et D®*. 

Il est aisé de voir, d’ailleurs, que cet isomorphisme est topologique. Et, 
comme %,,(D) est réflexif 5), ainsi que %,,(D") et 2,,(D*),il en résulte que 
(DD) est isomorphe au quotient de %,,(D") x A,,(D*) par le sous-espace de ce 
produit orthogonal a %i,(D). 

Pour préciser ce résulat, considérons une fonctionnelle linéaire continue ®, 
quelconque, sur §,,(C.D) = %/,(D). Il existe alors un entier k et deux fonctions 

5) Puisqu’il s’agit d’espaces du type (©,) (voir n°. 1 et [10)]). 

Math. Ann. 136 


uo 
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P1€ A, (D"), p,€ A, (D*), tels que 
(f) = J wild) f(a) aa + [ g(a) h(a) aa, 
B 


pour toute fonction f = (jf, f.) €D.(D") x 9,.(D*). 
On aura donc 





Bf) = rai | [r() + ga(A)] H(A) da, 


ce qui montre que y = g,+ 9, est la fonction indicatrice de ®. Pour essayer 
de déterminer ¢,, supposons, pour fixer les idées, que D} ne contient pas |’origine 
(dans le cas général, on peut remplacer l’origine par un point quelconque, en 
tenant compte du corollaire 3 du th. 3.1). Alors, si l’on rappelle que 


oi: ee PRP leeds 
ca" *9* wi + WIE” 


pour A + z, on voit aisément que, pour tout z ¢ D}: 


1 2* @, (A) 
~il2) = ai | Beye 


tandis que, pour les mémes valeurs de z: 


1 2* @, (A) . - 
oni } RFF (z —y 44 - 2 (0) . 


De 








Et, comme y = ¢, + 9, on aura donc, pour z € D}: 
k 
(4.1) nl)—st; [ante pais Y= Po), 
D 
ce qui permet de déterminer g, (et par suite ¢,), & partir de @, 4 moins d'un 
polynéme. Alors, si l’on pose y*= 9, Y- = — @, on conclut: 

Théoréme 4.1. Tout élément p de A,(D) est de la forme p= y*— q, 
avec yt € A, (D4), p-€ A, (D2), o&% pt et y- sont déterminées 4 un méme polyndme 
arbitraire prés. 

On verra par la suite l’avantage de mettre p sous la forme d’une différence, 
plutét que sous la forme d’une somme. 





5. Les espaces A>, A> et ,, 


Pour tout nombre réel «, nous désignerons par V , la droite verticale Rz= a, 
par Vz [resp. Vz] le demi-plan Nz = « [resp. Nz < a] et par Az [resp. Az] 
lespace de Banacu des fonctions g(z) holomorphes 4 I’intérieur de Vi 
(resp. Vz) et telles que le quotient de g(z) par (1+ |z|)!*! se prolonge comme 
fonction continue bornée & Vz (resp. Vz). 

La limite inductive des espaces normés 2%; pour «>0 est l’espace des 
fonctions holomorphes 4 croissance lente sur des demi-plans droits, que nous 
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avons étudié dans [11] sous la notation 2, et que nous désignerons maintenant 
par 2°. Il est aisé de voir que 23 est aussi la limite inductive des espaces 
localement convexes 2, (V3). 

D’autre part, nous désignerons par 2, l’espace image de A par la symétrie 
z-» —z et nous noterons %,, l’espace A> x 2%. On peut encore considérer, 
plus généralement, les espaces images de 27 et 21; par des rotations quelconques. 

Tl va sans dire que le th. 3.1 et ses conséquences s’étendent, d’une fagon 
naturelle, & ces nouveaux espaces. D’ailleurs, le th. 1 établi dans [11] et [12] 
n’en est qu’un cas particulier. 


6. La transformation unilatérale de LapLace 
D’aprés ce que nous avons vu dans [11], la formule 
a+od 


(6.1) Ry = sz / ef (4) da, 

a-—oi 
pour »€ 3, a € R*, définit une application linéaire continue R de At dans 
lespace Cz des distributions de support limité 4 gauche. L’image de A; par R 
est précisément l’espace que nous avons représenté dans [11] par §,, et que 
nous désignerons maintenant par A,.., constitué par les distributions ® du type 


® = Di [e*F(t)}, 


ot k= 0,1,2,... et F est une fonction continue bornée sur R, nulle pour 

t < 0; cet espace étant muni de la topologie de la limite inductive de ses sous- 

espaces normés par ||@||,— sup |F(¢t)|. Nous savons, en outre, que R est une 
teR 


application biunivoque de %% sur A, .. et que son inverse est la transformation 
LaPLace (encore continue) donnée par 


+o 
(6.2) LQH= f e-*'GO,dt. 


Evidemment, la restriction de R & chaque espace %,(V) est encore 
continue et l'image de cet espace par R est formée par les distributions ® 
du type 

® = Df [e? *F (t)) 
avec B < a,k=0, 1, 2,... et F fonction continue bornée, nulle pour ¢ < 0. 

Observons"@hfin que la formule (6.1), pour g €%z et « parcourant R-, 
définit une application linéaire bicontinue R de 25 sur l’espace image de A, .. 
par la symétrie t-+ —t, espace que nous désignerons par A_... L’inverse de 
cette application est encore la transformation de LapLace (relative & ee dernier 
espace), donnée par (6.2). 


7. La transformation bilatérale de LapLace 


Nous désignerons par ©, l’espace des fonctions continues bornées sur R 
avec sa norme usuelle: , 


IIfll = sup |f| ; 
teR 
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et par A, l’espace des distributions 7' de la forme 
\t| 
7 = Die FUN , 

ot k=1,2,... et FE€,, muni de la topologie de la limite inductive des espaces 
images de l’espace normé ©, par ces applications F + 7. Plus généralement, 
nous désignerons par A,, pour tout « ¢ R, l'image de A, par la transformation 
T+ e*'T. Et nous noterons Aj (resp. A;) le sous-espace de A, constitué 
par les distributions 7’ ¢ A, qui sont nulles 4 gauche (resp. 4 droite) de l’origine. 
On voit aussitét que 

Proposition 7.1. Tout élément T de A, peut se mettre sous la forme T = T* — 
T-, avec T+¢ At, T-€ Az, o& T* et T- sont dderminées a une méme combi- 
naison linéaire arbitraire de dérivées de 5 pres. 

Alors, si l'on pose 


2T = f e-**T du, 


on voit aisément, a l'aide de la prop. 7.1 et du th. 4.1, que cette formule 
définit une application linéaire continue 2 de A, sur %,,(V,), telle que 2(DT7') 
= 2(2T) et 26 = 1, et que, pour cette raison, nous nommerons encore trans- 
formation (bilatérale) de LaPLace. 


8. L’espace des ultra-distributions tempérées 

L’espace des distributions tempérées, ou a croissance lente, a été défini par M. 
Scuwartz comme le dual fort, @’, de espace © des fonctions indéfiniment 
dérivables & décroissance rapide. I] peut étre défini directement comme 
lespace des distributions 7’ de la forme 

T = Dk (1 + 2*)*f(z), & = 0,1,2,... 

ot /¢€, (fonction continue bornée sur R), avec la topologie de la limite 
inductive des espaces images de l’espace normé ©, par ces applications f > T 
(ef. [9], Notes Finales, V1). 

Considérons la transformation de Fourter § : 6’ G’, sous la forme 


(8.1) GT =f e**Ti dy. 
R 


Son inverse F~!: @’> G’ est alors donnée par 
1 . 
G38 = ae [ o8. dz. 


Si Pon remplace dans (8.1.) la variable réelle x par la variable complexe 
z=ax+iy, la restriction de F§ &4 A, C ©’ s'identifie 4 la transformation de 
Lapxace 2, suivie du changement de variable z -> — i z. 

I] en résulte (cf. n°. 7) que chaque élément @ de 2, (R) admet une représen- 
tation (unique) du type 


+e 


g= f ev Tidy, avec T'€ Ag, 


T étant l’image de g(iz) par R = L-}. Cette intégrale joue, par rapport aux 
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fonctions ¢ € 2,,(R), un rdle tout a fait analogue a celui des séries de LAURENT 
pour les fonctions holomorphes sur le cercle, considérées par M. Kérue dans 
sa théorie des «Randverteilungen» [4]. Désignons par R, (resp. R_) le demi- 
plan supérieur Sz = 0 (resp. inférieur Sz < 0). D’aprés le th. 4.1, la fonction 
y ci-haut considérée peut se mettre sous la forme 


g=9'-¢, avec g*€ 2%, (R,), p € 2, (R_), 


ot g*, gp sont déterminées 4 un méme polynéme arbitraire prés. A ces 
fonctions g*, ~~ correspondent deux distributions 7*¢ Aj, T-«¢ Aj, telles 
que T = T*+— T-, avec 

+00 0 


p= f er Tidy, g=f er Tidy, 


c'est-a-dire p*= FT*, g-=GFT-. Done g* et g~- remplacent, dans le cas 
présent, les fonctions holomorphes représentées, a |’intérieur et au dehors du 
cercle, par les deux parties de la série de LAvRENT, dans le cas classique. 

Toutes ces considérations nous suggérent une extension naturelle de 
lespace ©’. Nous désignerons par A,, l’espace des distributions 7’ du type 
exponentiel, c’est-a-dire, tels que 


T = Dz (e*'#! f(x)}, 


ot k=0,1,...., f€@,, et nous le considérons muni de.la topologie de la 
limite inductive des espaces images de ]’espace normé ©, par ces applications 
{+ T. On voit aussitét que A,.. et A_.. sont des sous-espaces fermés de 
A, et que tout élément 7’ de A,, est dela forme 7 = 7'*— T-, avec T* €A,., 
T-¢€ A_.., ces termes 7'* et T- étant déterminés A une méme combinaison 
linéaire de dérivées de 6 prés. 

Il est aisé de voir que -A,, est un espace du type (@,), ainsi que ces sous- 
espaces A,.., A_x. 

Il est encore évident que 

Proposition 8.1. L'espace.S’ des distributions tempérées est un sous-espace 
vectoriel de A, et Vinjection canonique G'—> A... est continue. 

Enfin, il est aisé de voir que la formule intégrale de Dirac subsiste pour 
l'espace A,, (donc aussi pour A,,. et A_..), c’est-A-dire, on a 


T = { (@—u) T,du, pour tout 7'¢ A, 
R 


par rapport a la topologie de cet espace. Et puisque 6(%— u) « G" pour tout 
u€R, il en résulte que 

Proposition 8.2. L’espace G'est dense dans A... 

Cela posé, nous désignerons par 2'*, 2i'> et 2‘ respectivement, les images 
de A; 2; et W,, par le changement de variable z + —iz. Donc, les éléments de 
ais (resp. 2) sont les fonctions y(z) chacune étant holomorphe et 4 croissance 
lente dans un demi-plan supérieur-3 z > « (resp. inférieur 32 < x), deux telles fone- 
tions étant identifiées si, et seulement si, elles coincident dans un de ces demi- 
plans; etleséléments de‘, =21'> x A! sont représentés, de facon analogue, par les 
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fonctions g(z), holomorphes et 4 croissance lente dans des ensembles |Sz| > «, 
complémentaires des bandes horizontales symétriques. 

Or la transformation § se prolonge (univoquement) en une application 
linéaire continue de A,.. sur 2‘* (resp. de A_.. sur 2'>). Cette application, 
que nous désignerons encore par , est évidemment le produit de 2 par la 
rotation z—> — iz. 

Observons maintenant que A, est isomorphe au quotient de A,.. x A_. 
par l’espace des combinaisons linéaires de dérivées de 6, et que les images 
de Fourter de ces combinaisons linéaires sont les polynémes. Soit alors 7 
un élément quelconque de A. ; si l’on pose 


T=—T+—T-, avec T*¢ A,., T-€ A_.; 
et 
v=5T, gy =§T-, 

on a (y*,g-) Ui, mais ces deux fonctions sont déterminées, 4 partir de T, 
a@ un méme polynéme prés. Rappelons d’ailleurs que le couple (w*, g~) peut 
étre identifié 4 une fonction unique, définie et holomorphe dans le complémentaire 
d'une bande horizontale \3z| <a. Done, si l'on désigne par J] l’espace des 
polynémes, on trouve le résultat suivant 

Théoréme 8.1. La transformation §:G'—+G' se prolonge univoquement 
en une application linéaire continue de A,, sur Vespace quotient de A‘, par IT. 

Dans cet énoncé, on considére, évidemment, chaque distribution tempérée 
S = F(T) (avec T ¢ SG’) identifiée & élément de 2)/J7 représenté par le couple 
de fonctions analytiques de z 


fer"T dy, f e*" T; dy, définies resp. pour 5z >0, 3z<0. 
R k 


Il est alors naturel d’appeler transformation de Fourter relative a A, 
ce prolongement unique de § dont il est question dans le th. 8.1. et de le 
désigner encore par §. 

D’autre part, nous poserons 

U=A/IT 
et nous appellerons ultra-distributions tempérées sur R les éléments de U. Cette 
dénomination est, en partie, justifiée par le théoréme suivant: 

Théoréme 8.2. L'espace GS’ des distributions tempérées sidentifie a un 
sous-espace vectoriel dense de U et injection canonique G' > U est continue. 

Ce théoréme est une conséquence immédiate du th. 8.1 et des propositions 
8.1. et 8.2. 

D‘ailleurs i! résulte du th. 8.1 que /7 est un sous-espace fermé de 2", et 
que Ul est un espace (@,), puisqu’il en est de méme de A... 

Nous désignerons par x l'application canonique de 2‘, sur U. Done, si 
gp < At, on a 

xp=g+I71. 


Exemples Dans G' on a F16 = 1/(2 2). Or on a la décomposition 


= H—= 5—(H—1), 
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ou H est la fonction de Heavisipg, done H € A,.. et H—1¢€ A_... D’ailleurs, 
il est aisé de voir que § H, comme élément de %‘*, s’identifie & la fonction 
— I/(iz), Sz > 0, tandis que F(H —1), comme élément de 2‘, s’identifie & 
—1/(éz), Sz < 0. Tl en découle que 


1 1 
6 =— Qni x = . 
Plus généralement, on voit que 
1 1 
(8.2) 6(2—h) = 555 *7-> pour tout ACR. 


D’autre part, il est aisé de voir que, si l’on pose 


log* z = log |z| + 2miargz, avec —a< argz< 2, 
on @ 


(8.3) H =—5~; x log* (—2), 


ce que, d’ailleurs, on vérifie directement 4 l'aide des considérations que l'on 
développera plus loin (prop. 10.1). 


9. Décomposition canonique des éléments de U 
Observons que les correspondances 


2 had (Gr. 0), v2 (0, — P2) 

avec g,€ 2%" et p,€ UE, définissent des isomorphismes entre ces deux espaces 
et deux sous-espaces fermés de 2! — ‘+ x @%, qui sont, A leur tour, iso- 
morphes 4 deux sous-espaces de U, les intersections de ces sous-espaces avec J7 
se réduisant a l’origine. Or il sera commode didentifier par la suite chaque 
fonction p,¢ Ai* & V élément x(¢,, 0) de U et chaque fonction g,¢ Az a 1’élément 
x(0,— @,) de U, ce qui rend cohérentes les formules qui sont a la base de notre 
construction: 


a =F (Asx), AS = F(A) . 


D’ailleurs, nous avons vu que, pour tout élément ® de U, il existe une 
distribution 7 ¢ A, telle que ®@ = 7, et cela veut dire que, si l’on pose 
T = T+— T- avec T*€ A,,., T-€ A_xw, et 


g=FT*» gp =FT, 
® est représenté par le couple (gy, g-), c’est-a-dire, O = x(g*t,g-). Alors, 
puisque nous identifions g* & x(gy*, 0) et m- & x(0,— gp), on pourra écrire 
D = x(g*, 0) —x(0, = Q) _ g*— \ 


ce qui est d’accord avec le th. 4.1, lorsque ® ¢ 2,,(R) (dans ce cas particulier, 
gy* — y~ est bien la différence des deux fonctions au sens usuel). Donc: 
Théoréme 9.1 Tout élément ® de U est représentable sous la forme P = yt — 
— y-, avec gt €Ai*, mp-E AL, on les fonctions g* et g- sont déterminées a 
un méme polynéme arbitraire preés. 
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On pourra donc écrire indifféremment 
D=x(g*,g-) ou D=_qg—g_g 


et on dira que g* et g~ sont deux composantes associées de D, respectivement 
supérieure et inférieure. 


10. Approximations frontiéres des distributions tempérées 


Soit S une distribution tempérée. Alors, si l’on a T =F S, T = T+ — T-, 
T*€ Axo, T~€ A_xo, les distributions T*, T-, et par suite leurs composantes 
S*+= §FT*, S-=GT- seront aussi des distributions tempérées. Donc: 

Proposition 10.1. Les composantes associées, S*+ et S-, dune distribution 
tempérée, S, sont toujours des distributions tempérées. 

Considérons, par exemple, le cas trés simple de la fonction de HEAvIsIDE. 
Nous avons vu (formule 8.8) que l’on a H = — (227i) x log*(—2z). Done, 


H aura pour composantes associées les deux fonctions suivantes, localement 
sommables sur R: 


H* (2) = ~ tarball +3, cigaiedidioe 
— on; log lel, pour z < 0 
~ ex hog |x] —=, pour z > 0 
H-(x) = + 
— 957 log Il, pour x < 0 





On’‘a donc bien H = H*— H-. 

La prop. 10.1 s’étend 4 plusieurs autres sous-espaces de 1. Mais on peut 
encore l’améliorer, en utilisant la définition et le lemme suivants: 

Definition 10.1. Soient S+ = F 7* et S-=G T- deux composantes associées 
dune distribution tempérée, S. Pour tout ¢ > 0, nous appellerons approzi- 
mation frontiére (e) de S* (resp. S-) la fonction de x ainsi définie 


| ST (xz) = f efteOu Ti du 
R 
resp. 


Sz (x) = f e&@-*9" Trdu 
R 


(les approximations frontiéres jouent ici le réle des «approximations concen- 
triques» de M. K6rue dans sa théorie des Randverteilungen). 


Lemme — Soient f* et {- deux composantes associées d'une fonction f, conti- 
niiment différentiable jusqu’a un ordre k >2 sur R et telles que xf) (x) soit 
sommable sur R, pour tout v= 1,...,k. Alors f+ et f- sont des fonctions k — 2 


fois continiment différentiables et on a 


lim D* f; (x) = D’ f* (*)| 
e—0 


uniformément sur R, 
lim D' f, (x) = D’f-(2)| poury=0,...,k—2. 


e—0 
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En effet, d’aprés ’hypotése, la fonction F = F-(f) admet dérivée continue 
sur R telle que z*F’ (x) est bornée sur R. Alors les fonctions de z 


2D*f,(z) =—i*! [ ef ur F’(u) du, 
0 


zD* f(z) = —i*! f et wF'(u) du 
0 
pour y=1,...,&— 2, sont continues et bornées sur les demi-plans fermés 
3z = 0 et Tz <0, respectivement, et telles que /,, /, forment un couple com- 
posantes associées de f. Il en découle que D”/,(z), D’/,(z) se prolongent comme 
fonctions continues s’annulant au point co(y=1,..., k—1). Cela permet 
d’arriver aussit6t a la thése. 

I] est maintenant facile d’établir le résultat suivant: 

Théoréme 10.1. Soit E un des espaces S’, S, Oy, Og.*). Soient d’autre 
part D un élément quelconque de E et (y*, y~) un couple de composantes associées 
de ®. Alors les approximations frontiéres yz et gy, de ces composantes convergent 
resp. vers p* et m~, au sens de la topologie de E, lorsque e > 0. 

Ce théoréme s’étend aussi au cas ol E = €,,(R). Il suffit d’utiliser le th. 4.1 
et la déf. 10.1 en tenant compte de la topologie de ©, (R). 

Enfin, une méthode semblable permet d’étendre ce résultat au cas oi 
@®< L?(1 < p < oo) et au cas ob PD appartient a l’espace des fonctions locale- 
ment sommables et tempérées. 


11. Représentation intégrale des éléments de U 


Rappelons que, pour toute distribution tempérée 7’, la transformation F 
de Fourter est donnée par la formule: 


(11.1) GT = f ef T,,du 


ot lintégrale, initialement définie pour le cas ot 7 est, par exemple, une 
fonction sommable, a été prolongée par continuité a tout 7'¢@’. Mais ©’ 
est dense dans A. et nous avons déja vu que § est prolongeable en une appli- 
cation linéaire continue de A, sur U (th. 8.1). Nous pouvons done étendre 
la formule (11.1) au cas ot 7 est une distribution du type exponentiel quel- 
conque. Done: 

Proposition 11.1. Tout élément ® de U est représentable sous la forme 


+ oo 
D= f e*uT du 
ot la distribution T € A,, est univoquement déterminé par P et oi Vintégrale 
(par rapport a T) est définie par prolongement continu a A... 
Cette représentation intégrale des éléments de U est analogue a la représen- 
tation des fonctions analytiques sur le cercle par des séries de LAURENT, qui 


*) Cf [5], t. IT, p. 89—100. 











74 J. Sespastido & Srtva: 


jouent également un réle essentiel dans la théorie des Randverteilungen de 
M. Kérue. Posons de nouveau 


T =T+—T-, avec. T*¢€ A,., T-€ A_x. 
Nous appellerons ordonnée de convergence de |’intégrale 


+00 0 
f eT du, resp. f ef Ty du 
0 —e 
la borne inférieure, «* (resp. supérieure, x) des valeurs de Sz pour lesquelles 
cette intégrale, dépendante du nombre complexe z et définie par prolongement 
continu 4 A,., (resp. A_,.) est convergente. It est aisé de voir que ces deux 
nombres réels «* et a- sont univoquement déterminées par 7 [donc par 
® =F" (T)). Nous distinguerons les cas suivants: 

lt cas. at <O0< a. Les ultra-distributions vérifiant cette condition 
sont les fonctions holomorphes 4 croissance lente sur R, c’est-a-dire, les éléments 
de %,,(R). Dans ce cas, l’intégrale de Fourrer converge sur R au sens usuel, 
méme au sens de la topologie de 2, (R). 

2¢ cas. «tS 0< a-. Il est aisé de voir que les ultra-distributions vérifiant 
cette condition sont celles déterminées par les fonctions holomorphes dans 
CR et a croissance lente dans les complémentaires, H,, des bandes |Sz| < 1/k, 
k=12,.... 

Elles forment donc un espace vectoriel algébriquement isomorphe 4 | ’inter- 
section des espaces 


,,(H,)/IT, k = 1,2, ceee 


Nous lui donnerons la topologie de la limite projective de ces espaces du 
type (S,). Nous désignerons par U, l’espace ainsi obtenu et nous dirons que 
tout élément ® de U, est l’ultra-distribution de frontiére de tout couple de 
composantes associées de ® (considérées comme fonctions analytiques dans 
les demi-plans ouverts 3z > 0, Sz < 0). La déf. 10.1 et le th. 10.1 s’étendent 
immédiatement aux éléments de U,. D’autre part, il est bien aisé de voir 
que lin e de Fourier d’un élément ® de U, converge vers ® au sens 
de la topologie de U,. Il est d’ailleurs facile de déterminer l’espace vectoriel 
topologique ¢-*(U,)>G’: il est constitué par les distributions T a croissance 
sous-exponentielle, c’est-a-dire dont le quotient par e@+*)!*! est borné pour tout 
e > 0. On voit alors que l’injection canonique S’-> U, (de méme que l’injection 
U,> U) est continue, mais non pas bicontinue. Enfin, il est classique que, 
si ® ¢ I*(R), la valeur principale de Caucuy de l’intégrale de Fourter qui 
représente ® est égale 4 1/, [(@(x*) — D(x-)] en tout point zx ov les limites 
latérales @(x*) et D(x-) existent. 

3° cas. a-< 0 ou a*> 0. Alors il s’agit de ultra-distributions tempérées 
qui n’appartiennent pas 4 U,; dans ce cas on ne peut plus parler de «approxi- 
mations frontiéres». 

En sortant du cadre des ultra-distributions (tempérées), on pourrait 
encore envisager le cas ot l'on a au moins 2-=—oco ou a*+=-+ oo. Alors 
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on n’aurait plus de représentation directe au moyen de couples de fonctions 
holomorphes. C’est ce qu’il arrive, en général, pour les éléments de |’espace D’ 
de ExRenpRE!Is [2]. 


12. Caractérisation des distributions tempérées dans U, 


Soit S une distribution tempérée sur R et soient S+ et S~ deux composantes 
associées de S. Alors on a aussi S*¢@’, S-¢ GS’ (prop. 10.1) et il sera done 
possible de choisir un entier k et deux fonctions /,, /, deux fois continiment 
dérivables sur R, telles que 


S* = D*(1 + £*)*f,, S-= D*(1+ 2#)*f,, 
avec 2*/,“(x) et 2*/,©(z) bornées sur R (vy = 0,1,2). Dans ces conditions, 
il est aisé de voir (cf. lemme du n°. 10) que, si l'on pose F,=F/,, F,= Ff, 
les fonctions de z, 


i, (2) = [ eoeFils) du, },(z) = { oe" Fa(u) du 


définies dans les demi-plans 3z = 0 et Sz < 0, respectivement, sont continues 
et telles que z/,(z), z7,(z) y sont bornées. Alors on aura, au sens usuel 
+o +o 


1 ( . 
he=sar f fee. hema J ta 





pour 3z>0, 3z< 0, respectivement. I] est d’ailleurs évident que les 
fonctions de z 


Pi (z) = D*(1 + 27 (z), gaz) = D*(1 + 2) 7 (2) 


s identifient aux composantes S* et S-, respectivement. Or les intégrales 
de Caucny de f, et /, donnent pour 3z > 0 et Sz < 0, respectivement: 


, -_ MM, . M, 
lf” (2)| < art \7§ (z)| < jeer y=0,1,...,k 
ou les M, sont des constantes. I] en resulte que ¢, et y, vérifient les conditions 
L(1 + |z|** L(1 + |z|*)* 
|g (2)| < Saree —» |¢a(2)| < ae (L, constante) 


ce que nous exprimerons en disant que , et g, sont a croissance lente dans 
les demi-plans ouverts 3z > 0 et Sz < 0, respectivement (vers co et vers l'axe 
réel). 

Réciproquement, supposons que les composantes associées, g, et ¢, 
d'une ultra-distribution ®¢ U, vérifient ces conditions. Alors si l’on pose 
en général, dans un voisinage V de a € C: 


z 
Pa g(2)=Jf plAyda 
a 
pour toute fonction g holomorphe dans V, et encore 


F,(z) = PEt? @, (2) » F,(z)= P* +? @,(z) , 
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on voit aisément, par un raisonnement semblable 4 celui de M. Ko6rHe dans 
[4], p. 28—29, que 

lim F,(x+ ty), lim F,(x + ty) 

yor y0- 
existent pour tout x ¢R et définissent deux fonctions continues a croissance 
lente sur R. Done, les dérivées D**+? de ces fonctions sont des distributions 
tempérées que l'on identifie aussité6t aux composantes g, et p, de @. 

En conclusion : 

Théoréme 12.1. Pour que deux fonctions ,(z), ~_(z), holomorphes respec- 
tivement dans les demi-plans ouverts Jz > 0 et Tz < 0, soient des composantes 
associées d'une distribution tempérée S, il faut et il suffit que ces fonctions soient a 
croissance lente dans ces demi-plans (vers co et vers laze réel). 

Remarque. Il est encore aisé de voir que, dans ces conditions, pour que S 
soit une distribution réelle, il faut et il suffit que p,(Z) = — 9, (2), pour tout z 
tel que Sz > 0. 


13. Applications linéaires continues de U1 dans un espace localement convexe 


Puisque U est le quotient de 2‘, par /7, une application linéaire continue F 
de 2%‘, dans un espace’ localement convexe E détermine une application 
linéaire continue F de U dans E (de fagon que F = Fx), si, et seulement si, 
l'image de tout polynéme par F est l’élément nul de-E. D’autre part, si E 
est complet pour les suites, on voit sans peine (voir n°. 5) que les applications 
linéaires continues de 2‘, dans E sont en correspondance biunivoque avec les 
fonctions entiéres, f(A), & valeurs dans E et & décroissance presque rapide 
dans les bandes horizontales |3z| < k, la correspondance étant établie par 
les formules 


Fo =37 [1m owas, 1a) =F(=44), 


ot A, est la frontiére d’une telle bande, dépendante de @ ¢ U, orientée de 
fagon & laisser 4 droite l’axe réel. Il reste & caractériser J’indicatrice de fagon 
que l'image de tout polynéme par F soit |’élément nul de E. 

A cet effet, observons que, comme F = Fx,ona 


f(A) = Fx (445) ; 


D’autre part on a, pour tout A ¢ C et tout k = 1,2,3... 


“(ats )ax(zts 1 -54 ) 


= 








et puisque, sur les bandes horizontales, on a 


lim ra ( — =) =0@ 


A— af a ” 


> 


v= 


au sens de la topologie de 2',, on en déduit que la fonction (A) a valeurs dans E 
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doit étre a décroissance rapide sur les bandes horizontales (pour que F soit une 
application linéaire continue de U dans E). En conclusion: 

Théoréme 13. 1. Ji existe une correspondance biunivoque F +1 entre les 
applications linéaires continues F de U dans E et les fonctions entiéres 1(A) 
@ valeurs dans E qui sont a décroissance rapide sur les bandes horizontales. Cette 
correspondance est définie par les formules réciproques 


(4) = Fx(A—2)- pour tout A€C 


1 
(13.1) Fo-,'- [tmowma-s; [1a paar 
4, 4, 


pour tout DE U, o& — est telle que D = x — et or A, est la frontiére d’une bande 
horizontale dépendante de wp, orientée de fagon a laisser a droite l’axe réel. 

Il en résulte, en particulier, que: 

— le dual fort de U est V'espace des fonctions entiéres 4 décroissance rapide 
sur les bandes horizontales (muni d’une topologie que l’on explicite aisément). 

Et, puisque U est réflexif [étant du type (©,)], on pourrait définir U 
comme le dual fort du susdit espace de fonctions entiéres, qui est, mani- 
festement, un sous-espace de ©, muni d’une topologie plus fine que celle 
induite par ©. 

Mais, 4 c6té de la formule d’intégration complexe (13. 1), on peut établir une 
formule @intégration réelle, en raisonnant de la fagon suivante: 

Pour toute distribution tempérée S, on a la formule de Drrac 


+ co 

(13.1) S= { d(@—t)8,du, 
rapportée a la topologie de @’. Puisque G’ est dense dans U et qu’il s’agit la 
de l’application identique G’— ©’, évidemment continue pour la topologie 
induite sur ©’ par U, il en découle que la formule de Dirac est prolongeable 4 U. 

Nous avons déja vu [formule (8.2)} que, pour chaque ¢ € R, la distribution 
6(#—t), comme élément de U, est déterminée par la fonction [2 2 i(t — z)}“ 
de z, définie dans CR. La formule de Dirac pourra donc s’écrire aussi 





+o 
(13.2) 6 == [ «qt dt. 


Par conséquent toute application F de U dans E aura encore |’expression, 
que l’on déduit de (13.2): 


+0, 
(13.3) FO= f f(t) D,dt , 
ott lintégrale est définie par — continu & U et ot la fonction f(t) 
est définie sur R par 
1 1 1 
i(t) =F 6(@ —) = gh Pe pg = gy FG = gi WO. 


¢-=8 2x t—z 
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Done, (13.3) est la formule @intégration réelle que nous cherchions. Dans 
cette formule, la deuxiéme indicatrice, f(t), de F, n'est que la restriction a R 
de la premiére indicatrice, f(A), divisée par 2 2i. En outre, l’ultra-distribution 
® est & envisager ici comme limite de distributions tempérées au sens de la 
topologie induite par U dans @’ (forme réelle de ®), plutét que comme classe de 
fonctions analytiques (forme complexe de ®). 

Nous allons étudier plusieurs exemples importants des opérateurs linéaires 
continus définis dans U. 


14. La dérivation 


L’opérateur de dérivation D défini dans G’ a pour indicatrice la fonction 

6'(@—t) det. Or ona 
4 caper pee oe. a ee. 
6’ (4 —t) = — di 6(#@ —t) = — “n°; =-* G—3)’ 

puisque x est une application continue de 2‘, dans U. D’autre part, — (t —z)-? 
est l’indicatrice de l’opérateur de dérivation D défini dans 2',, lequel transforme 
polynémes en polynémes. II s’ensuit que: 

Théoréme 14.1. L’opérateur de dérivation défini dans G’ se prolonge (uni- 
voquement ) en une application linéaire continue D: U— U définie par 

po-— [ << @,dt, pourtout Deu. 
R 


ay 


Cette application vérifie donc la condition 
Dzxgp=xDy, pour toute per, 
c’est-a-dire : la dérivation dans U se traduit par la dérivation usuelle dans l espace 
fonctionnel analytique 2',. 
Par exemple, de la formule (8.2), on déduit 


n! 
ni * (h—2yp*2 ° 


db” (# —h) = pourn=1,2... 

Théoréme 14.2. Pour toute ultra-distribution ®EU, il existe une autre 
YU, telle que O = D¥. En outre, V'égalité D'P,= D¥’, entraine que P,—¥, 
est une fonction constante sur R. 

Pour la démonstration, remarquons que, si g* et g~ sont deux composantes 
associées de @, il existe toujours deux primitives y* et y~, au sens usuel, de 
ces fonctions holomorphes, et toute primitive de (y*, g-) est de la forme 
(y* + C,, y~ + C,), ot C,, C, sont des constantes arbitraires. Or tout élément 
de 2, du type (C,, C,) définit, précisément, la fonction C,— C,, constante sur R. 


15. Le produit multiplicatif 


Soit « un élément de Oy, c’est-a-dire, une fonction indéfiniment dérivable 
& croissance lente sur R (cf. [5], th. 2, p. 99—100). Alors on définit le produit 
« S de « par une distribution tempérée S quelconque et on voit que Sa S 
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est une application linéaire continue de @’ dans G’, dont l’indicatrice (réelle) 
est la fonction de ¢ 


1 a(t) 
2ni* ay 








a(#) 6(# —t) = a(t) d(@—t) = 


Maintenant, on voit sans peine que 

Proposition 15.1. Pour que l'application S-— « 8 soit prolongeable en une 
application linéaire continue de U dans U, il suffit que a(x) soit prolongeable a C 
comme fonction entiére a croissance lente sur les bandes horizontales’). 

L’image de chaque ultra-distribution ®¢ U, par cette application, sera 
dite encore le produit (multiplicatif) de « par ® et représentée par « D. On 
aura donc 








+c 
l a(t) 
aO—an;, [ AO 
1 Apia 
=* 555 a4 (|Sz| > &k) 
ag 


od ¢ est un élément de A, tel que ® = x @ et A, la frontiére, diment orientée 
d’une bande |3A| < & dépendante de 9g. 

Nous désignerons par M, l’espace localement convexe des fonctions 
entiéres « 4 croissance lente sur les bandes horizontales, considéré comme 
limite projective des espaces 2,,(B,) ot B, est la bande |3 z| < k. 

Il est aisé de voir que toutes les propriétés usuelles de la multiplication d'une 
fonction par une distribution, et, en particulier, la régle de la dérivation du 
produit, sont conservées dans cette généralisation. 

Si « est & croissance lente dans tout le plan C, alors on aura, évidemment 

aD=x(«®), 
c’est-a-dire 
a(x ~)=x(a @). 

Mais les seules fonctions entiéres 4 croissance lente dans tout le plan 
sont les fonctions polynémiales. Donc, seulement dans le cas ot «€ IT, le produit 
a D se traduit par le produit usuel dans M',. En particulier on a 


Zxp=xzQ. 


16. Les translations 


Dans ©’ on définit, pour tout A réel, un opérateur de translation r,¢ L(G’), 
dont l’indicatrice est 
1 1 


(4 —8—9)= S57 *Fe5-7 - 


Maintenant on peut, plus généralement, définir pour tout h complexe un 
opérateur de translation t,¢ L(U), qui prolonge l’opérateur précédent dans 





7) Nous croyons que cette condition est aussi nécessaire. 
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le cas ot h est réel. Son indicatrice complexe sera, évidemment, la fonction de 2 
ey 
Qni * A+ h—2 
et on voit aussit6ét que 
Thx YP =x Y= x Y(z—h), pour tout péU. 
Il devient alors naturel d’écrire 


tT D = D(z —h) 


et, en particulier t,6 = 6(Z —h), comme dans le cas réel. 
Remarque. Pour qu'une distribution tempérée S reste encore dans @’ 
aprés une translation imaginaire, il faut, évidemment, que S € 2,,(R). 


17. La convolution 


On sait que toute application linéaire continue de l’espace G’ dans lui- 
méme, permutant avec la dérivation (ou, ce qui revient au méme, avec les 
translations), est de la forme 


T(S) =f T(@—t) S(at, 
R 


ot T est une distribution 4 décroissance rapide (7'¢O,); et réciproquement. 
On écrit alors 
T(S)=T+*8 
et on dit que 7’ * S est la convolution (ou le produit de composition) de T par S. 
Maintenant, il est aisé de voir que 
Tnéoréme 17.1. Jl existe une correspondance biunivoque OO, entre 


les applications O« L(U) qui permutent avec la dérivation (i.e. avec les trans- 
lations) et les ultra-distributions @ =x0, ou 0 est une fonction holomorphe a 
décroissance presque rapide dans, au moins, le complémentaire d'une bande 
|Sz| < k. Cette correspondance est donnée par la formule dintégration réelle: 


(0) = f @(2—t) Oat, 
ou par la correspondante formule d’intégration complexe: 
O(®) = x [ 02-2 g(ayda, 
ot xp =@ et or A, est la jrontide, diiment orientée, d'une bande horizontale 


dépendante de ®. 


Nous écrirons encore 


6(0) = O+@ 


et nous dirons que 0 * @ est la convolution de O par ®. 

D’autre part, nous désignerons par €,, l'espace de ces ultra-distributions 0, 
que nous dirons a décroissance rapide. L’espace vectoriel ©, est donc isomorphe 
4 un sous-espace de L(U). Nous pouvons rendre cet isomorphisme topologique, 
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par rapport a la topologie de L,(U), en donnant 4 €,, une topologie de limite 
projective d’espaces (©,), qu'il est facile d’expliciter, comme celle de Cp. 
Observons encore que, dans ces conditions, le dual de Cy est précisément 
isomorphe (algébriquement) a l’espace IN, des fonctions entiéres 4 croissance 
lente sur les horizontales. 


18. La transformation de Fourrer 
La transformation de Fourrer § : 6’ ©’ définie par 
FS = f ef** S(t) dt 
R 


est prolongeable en une application linéaire continue § : U— A,,, d’aprés la 
formule généralisée 
FD =f e*'Ddt = f ef** p(d) di, 
R k 

ou @ est un élément de i, tel que ® = x p et od A, est la frontiére, dament 
orientée, d’une bande |3A| < k dépendante de g. Cela résulte du fait que 
la fonction de 4 4 valeurs dans A,,, e*** (indicatrice de $) est entiére et A 
décroissance rapide sur les horizontales. 

En tenant compte de ce que l’on a dit au n°. 8, on voit aisémment que 
cette transformation est inversible et que son inverse est donnée par 


G27) =z f e-eeT dt, pour 7'¢€ A... 
R 
Cette application F-' coincide done avec le produit de la transformation 
de Fourter § : A.. U, par (2 2) et par la symétrie z > — z. 
On établit encore, sans difficulté, que 


$(D ®) = —i#(F ), $ (2D) = — iD(F ) 
F(a D) = F(a) *F(M), F190 * Dd) =F(O)F(M), 


pour toute ®¢ U, toute « € My et toute O ¢ Cy. 

L’espace image de I, par F est constitué par les distributions 7’ 4 décrois- 
sance sous-exponentielle, c’est-d-dire, telles que le produit e*'*' 7 est borné 
pour tout k; la convolution 7 * 8 (avec S¢ A, et T & décroissance sous- 
exponentielle) est encore définie par la formule 


Gh adians. S,dt . 


L’espace image de €, par F est formé par les fonctions indéfiniment 
dérivables g du type exponentiel, c’est-a-dire, telles que, pour tout j il existe k 
vérifiant 

lim [e~*!?) p®(x)] =0. 


zc 


19. La transformation de Stre.tses 
La nouvelle forme de la formule de Drrac 


i 1 1 (A) ; . 
== [x jae Pat =z, ;% | 4-749» avecx p=, 
. 4 


Math. Ann. 136 6 
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met en évidence les liens profonds, que nous avons déja signalé dans [9], 
entre la formule de Drrac et celle de Cavcny. Dans le cas ot S est une 
distribution tempérée, elle permet de passer de la «représentation réelle» 
de S & sa «représentation complexe»; de ce point de vue, elle définit la trans- 
formation de Srievtses (voir [14], ch. VIII) généralisée aux distributions 
tempérées, sous une forme légérement modifiée, qui rappelle la transformation 
de HILBErr. 

Soit en effet S¢6’. Alors on peut choisir un entier k et une fonction / 
continue, de fagon que xf(x) soit bornée sur R et que 

S = D1 + £)*f 

et la formule 
1 1 


S=sn7 “7% - Sidt, 


peut maintenant s’écrire (voir n°. 14 et 15) 


Saye 
S =x DF a | HO ae 


2a t—z 





R 
ou la derniére intégrale converge au sens usuel pour tout z ¢ R. 
On obtient donc ainsi deux composantes associées de S. Observons encore 
que, dans cette déduction, il suffit de supposer que / est une fonction localement 
sommable telle que l’intégrale 


J, dt, pour toutzeR, 
existe au sens de LeBesGvue. Si en outre /(¢) est nulle pour ¢ < 0 et que, dans 
cette intégrale, on substitue —z 4 z, on retrouve la forme usuelle de la trans- 
formation de STreLTJEs. 

La transformation de Stre.tsgs, telle que nous la considérons, généralisée 
a U, coincide, évidemment, avec l’application identique, done avec FF). 
Cette remarque triviale permet de retrouver plusieurs propriétés classiques 
de la transformation de StrELTJEs, 4 partir de celles de F. 


20. La localisation 


Soit S une distribution tempérée et supposons que S est nulle dans un 
ouvert A de R. Alors, on voit aussit6t que toute fonction de z de l’ensemble 


1 S(t) . : , 
aa | * raz at (intégrale prise dans ©’) 


qui définit S comme élément de U, est prolongeable comme fonction holo- 
morphe a croissance lente aux points de A. Cela nous invite 4 poser les 
définitions suivantes: 


8) Plus précisément, on pourra dire que la transformation de STreL_TJEs fait passer 
de la «forme réelle» de chaque ®¢€ U (comme limite de distributions tempérées) 4 sa 
«forme complexe». 
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Définition 20.1. Nous dirons qu'une ultradistribution ® =x @, avec 
gy € Al, est nulle dans un ouvert A de R, si la fonction est prolongeable 
comme fonction holomorphe, a croissance lente vers |’ co (si A n’est pas borné), 
& une bande ou demi-plan vertical « < Nz < f, contenant A (en particulier 
on peut avoir « = — co ou @ = + ov). 

Définition 20.2. Nous dirons que deux éléments ®, ¥ de U sont égaux 
dans un ouvert A de R et nous écrirons 


@=W dansA, 
si ® — ¥ est nulle dans A. 

La réunion de tous les ouverts de R, ot une ultra-distribution @ est nulle, 
est, évidemment, encore un ouvert ot @ est nulle. 

Définition 20.3. On appelle support d'une ultra-distribution ® le com- 
plémentaire de la réunion des ouverts de R ot @ est nulle. 

Ces notions permettent d’étudier une ultra-distribution ® localement. 
Supposons, par exemple, que @ est égale 4 une fonction / A variation bornée 
dans un voisinage ouvert d'un point x de R, ot f admet limites latérales, et 
soient g* et ~~ deux composantes associées de ®. Alors on a, d’aprés la 
théorie classique 


lim [p* (x + 62) — o-(z —se)] = 3 (fle +) + Me) 


I} est évident que le support d’une ultra-distribution tempérée x g contient 
intersection de R avec lensemble des singularités de g. Mais, en général, 
il ne coincide pas avec cette intersection: il suffit de considérer l’exemple 
H = — (2 21)“ log* (— z). 


21. Les ultra-distributions 4 support compact et les opérateurs 
différentiels d’ordre infini 


Nous désignerons par 2, l’espace vectoriel des ultra-distributions (tempé- 
rées) & support compact. 

Théoréme 21.1. L'espace U,, des ultra-distributions a4 support compact est 
(algébriquement ) isomorphe a Vespace A(cc), des germes de fonctions analytiques 
nulles a Vinfini. 

Démonstration. Soit ® =x @ une ultra-distribution tempérée A support 
borné. Il en découle que @ est prolongeable 4 un ensemble du type |z| > &, 
comme fonction, g, holomorphe et telle que @(z)/z* soit bornée dans cet 
ensemble. Alors, la fonction @(1/z) de z est holomorphe dans l’ouvert,0 < |2| - 

1/k et telle que z**? g(1/z) se prolonge comme fonction ayant dérivée nulle 
au point 0. Cette derniére fonction de z est donc holomorphe dans le disque 
iz| < 1/k et, par suite, @(I/z) est de la forme @(1/z) = Go(1/z) + P(1/z), ot 
@,(1/z) est une fonction de z holomorphe dans |z| < 1/k et P(z) un polynéme. 
Mais cela veut dire que @,(z) est: holomorphe et nulle au point co (adjoint a C) 
et que D = x qo, oti qo est la restriction de G, au domaine de ~. D/ailleurs, 
on voit aussitét que l’application ® > %, de U, dans A (cc) est linéaire. 

6* 
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Réciproquement, il est évident que, pour toute fonction @¢A(oco), il 
existe un élément ® de U, tel que D = x qo, ol Go est une restriction de GY, 
appartenant a !,, ce qui achéve la démonstration. , 

Nous considérons l’espace U1, muni de la topologie (strictement plus fine 
que celle induite par U), qui rend topologique l’isomorphisme U,++ 2 (co), 
par rapport & la topologie naturelle de 2 (oo) (voir [3]). 

Done, tout élément ® de U, est déterminé par une (et une seule) fonction 
@ € A (cc) et nous poserons encore, pour commodité, D = x gp. 

Soit maintenant E un espace localement convexe quelconque complet 
pour les suites. Alors (cf. [8], p. 44—45) il existe une correspondance biunivoque 
F «+f entre les applications F ¢ L(U,, E) et toutes les fonctions entiéres (A) 
a valeurs dans E, cette correspondance étant donnée par les formules 


(4) =F(4~s). FO) = aq¢ [10 o (ayaa, 





ot D=x peu, et ot T est, par exemple, une circonférence contenue dans un 
domaine dholomorphie de oy et orientée de fagon a laisser l co & gauche. 

Il en résulte une nouvelle expression pour les transformations déja définies 
dans U et maintenant restreintes 4 U, (comme celle de FourtEr, par exemple). 

Observons encore que toute fonction entiére est multipliable par toute ultra- 
distribution & support cbmpact et que U, est une algébre par rapport a la con- 
volution. 

Rappelons maintenant que toute fonction @ € A (co) est représentable sous 
la forme d’une série de puissances de 1/z: 


v@)=2 Sh avec Vian| borné. 
n= 


Alors, puisque l’on a 


(—1*! at 





6 =—3 Xai? n=0,1,..., 
nous pouvons écrire 
oo 
®@= Jc, 6, avec C= (—1)*1 22i n=0,1,... 
n=0 . 


Par conséquent, le théoréme 21.1 peut encore s’énoncer de la fagon suivante : 
Théoréme 21.2. Les ultra-distributions a4 support compact sont les éléments 


de U représentables comme séries 3’ c, 6"), de dérivées de 5, dont les coefficients, 
0 
Cn», vérifient la condition 
Tim j/n! len] < + 00. 


Cet énoncé reste évidemment encore vrai si l'on remplace 6 par l'une 
quelconque de ses translatées, 6(# — h), h € C. 
Il est encore évident que 


U, C Cy. 
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La convolution d'une ultra-distribution & support compact, 9 = J’ c,d, 


0 
par une ultra-distribution ® quelconque est donnée par la formule 


0+ =F c,o™ -(£ Dr) a. 
0 0 


Donc: 

Scuo.iize. Les ultra-distributions a support compact, considérées comme 
opérateurs de convolution, s identifient a certains opérateurs différentiels d ordre 
fint ou infini. 

Ces opérateurs, on le sait, ne pouvaient pas étre utilisés dans le cadre des 
distributions, l’emploie de toute série infinie de puissances de D étant interdit, 
hors de l’espace des fonctions indéfiniment dérivables. 


22. L’espace des ultra-distributions tempérées de support limité & gauche 


Nous désignerons par C,(k = 1,2, . . .) ensemble des nombres complexes z 
dont la distance au demi-axe positif, R*, est > k, c’est-a-dire tels que 


Szlj=k, siRz=>O, fel Sk, siRzsO 


et par 2',, la limite inductive des espaces %,, (C,), avec sa topologie d’espace (S,). 

D’autre part, nous désignerons par U, l’espace des ultra-distributions 
tempérées dont le support est limité & gauche. II est aisé de voir que 

Proposition 22.1. L’espace U1, est algébriquement isomorphe au quotient de X', , 
par Vespace IT des polynémes. 

Nous munirons U, de la topologie (plus fine que celle induite par U) qui 
rend topologique cet isomorphisme. Alors U, sera, lui aussi, un espace (©,). 

Nous désignerons encore par x l’application canonique 2',,-> U,. Par 
des procédés semblables 4 ceux que nous avons employé dans des cas analogues, 
on démontre que 

Théoréme 22.1. L’espace L(U,, E) des applications linéaires continues de U., 
dans un espace localement convexe E, complet pour les suites, est isomorphe a 
Vespace des fonctions entiéres 1(A) a valeurs dans E, a décroissance rapide a 
droite sur les bandes horizontales, c’est-a-dire telles que, pour tout k, A*1(A) > 0, 
lorsque RA—+ + co sur ces bandes. L’isomorphisme naturel est donné par les 


formules 
1 
2Qai 
Cr 
1(d) = F(A—z)", pour A€ CR*, 


FO= f(A) p(A) di, pour D=xgq, perAt., 


ot k dépend de @ et la frontiére, C., de C,, est orientée de fagon a laisser R* 
4 droite. (L’intégrale est évidemment définie par prolongement continu A U.,). 

Ainsi que pour U, la formule d’intégration complexe peut étre remplacée 
par une formule d’intégration réelle sur R. Mais on démontre que tout élément 
de U., est la limite d'une suite de fonctions tempérées, de support contenu dans 
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un intervalle [a, + cof, ce qui permet de ramener toujours l’intégration 4 un 
tel intervalle. 

L’espace des fonctions que l’on peut multiplier par n’importe quel élément 
de U., est constitué par toutes les fonctions entiéres (z) & croissance lente a 
droite sur les bandes horizontales, c’est-d-dire, 4 croissance lente pour 
Rz—> + oo, avec Fz borné. 

A son tour, l’espace des opérateurs de convolution sur U, est constitué 
par les éléments ® = x p de U tels que @ est A décroissance rapide a gauche 
sur un, au moins, des ensembles C,. En particulier la convolution ® + ¥ existe 
pour tout couple ®, Y d’éléments de U,. 

Proposition 22.2. L’espace U, est une algébre par rapport a la convolution 
(sans diviseurs de zéro). 


23. La transformation de Lariace pour les éléments de UU, 


La transformation de LapLace dans U, — que nous désignerons encore 
par 2 — sera définie, au moins formellement, par 


LQH=fe-*Odt, pourtoutPceu,. 
K 


Il n’est pas difficile d’interpréter cette formule. Si l'on remplace z par la 
variable réelle x, 2 coincide avec la transformation de FourtsEr, suivie du 
changement de variable z—> iz. Il sera donc plus commode de commencer 
par étudier la restriction de F 4 U,: 


(23.1) FO=f e**D dt, pour Me U, 
R 


et de caractériser le sous-espace F (U,) de A... Maintenant la forme complexe 
de (23.1) peut s’écrire 
FO= f ef*4 p(d) di, 
& 
ou g et k sont tels que =x gy, ¢(z)/z* holomorphe bornée dans C,_, (k 
= 2,3,...). Alors, si l'on pose y(z) = p(z)/z***, on aura 
F @ — (—i)t+? DE+2 f ef #4y(d) di 
Ce 
ou C, peut étre remplacée par la réunion des demi-droites 3z = + k,Rz => —k 
et du segment Nz = — k, |3z| < &. On aura donc 


+c 
f @4yp(Add= f ef#+#® w(u + ik) dut+ 
: ¥ k ¥ 
Ce i 


+4 


k 
ef (“—-i®) w(u —ik)du+i f et#¢*-® w(iv—k) dv 
-k ‘ 


pour toute valeur de z qui rende convergentes les trois intégrales du deuxiéme 
membre. Or, en tenant compte de ce que la fonction z* y(z) est bornée sur C,, 
on voit aisément que ces intégrales sont simultanément convergentes pour 
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Sz j} 0 et qu’elles définissent dans ce demi-plan fermé trois fonctions continues, 
resp. ¥1, Xe %3 holomorphes dans Sz > 0. On voit d’ailleurs que les fonctions 


de z elt Rey (2), elt y, (2), ebietlRel) (2) , 


sont bornées sur le demi-plan 3z = 0. Il en découle que la fonction y= y,+ 
+ %2+ Ys est du type exponentiel dans le demi-plan Sz 20, c’est-d-dire 
qr’il existe un a(=k /2) tel que 
e-*!#| y(z) est bornée pour Sz > 0. 

fl est aisé de voir que les dérivées de y vérifient la méme condition pour 
Jz >0O et que, x étant continue sur 3z 2 0, ces dérivées sont 4 croissance 
.ente [par rapport aux fonctions (z — «)~*] vers la frontiére, 3z = 0. D’ailleurs, 
la distribution Dk+* (x) coincide avec i* F DE A... 

Et, puisque (2@®) (z) = (F ®) (iz), on voit, en conclusion, que 

Proposition 23.1. Les images de LaPLace des ultra-distributions de support 
limité & gauche sont des fonctions holomorphes de type exponentiel pour Rz > 0 
et & croissance lente vers axe imaginaire. 

Nous allons établir la réciproque. Désignons par 8, l’espace de ces fonctions 
et considérons €€%,. En raisonnant comme dans la dém. du th. 12.1, on 
voit qu’il existe un entier k tel que la primitive P} £ est prolongeable au demi- 
plan fermé Rz = 0 comme fonction, y, continue et encore du type exponentiel. 
Alors, si l'on pose ¥(z) = y(—iz), la restriction de y & R appartient a A,, et, 
par conséquent, l'image réciproque 





G1 (—i* Dt y) = GF fe satyin at 
R 
est un élément de U, que nous désignerons par @. Il reste 4 montrer que ®cU, 


et que 2@=—C. 

A cet effet, observons que y étant du type exponentiel, il est possible 
de choisir un entier m et deux fonctions w,(z) et y,(z) holomorphes pour 
Rz > 0, tels que 


p(z) =e@-9™y, (z), limy,(z)=0, pourdz20, 
z—o 

y(z) =eA+9™y,(z), limy,(z)=0, pourSz<0. 
4 z-—>oo 


Alors on voit que les intégrales (prises sur les demi-axes imaginaires) : 
+of +f 


{ M7Ge= ft eG +m—mi)t wy, (t)dt 


fe y(t) dt = f dermemot y (ft 


"“—cot —cort ° 
définissent deux fonctions holomorphes et bornées de z, respectivement 
pour 3z>m, 3z< —m. Désignons par ¢, et ¢,, respectivement, les 
quotients de ces deux fonctions par 221i. De méme, l’intégrale (prise sur le 
demi-axe positif) : 


+o +o +c 
ui! ety at= azz | e@ +m—mi)t w, (t) dt= 8 earning y.(t) dt 
0 








88 J. SepastrAo e Sitva: 


représente une fonction holomorphe et bornée de z pour Rz < —m. Or on 
voit aisément que cette fonction coincide avec ¢, (z) [resp. C,(z)], pour 
dz > m [resp. Sz < —m] et Rz < —m; il suffit d’observer que, si I, et I, 
sont des ares de cercle de centre 0, situés respectivement dans le 1¢* quadrant 
et dans la 4°, les intégrales 


fety(@dt, fetyp(tdt, 

I, 2 
pour Sz > m [resp. Sz < —_m] et Rz < —m, convergent vers 0, lorsque les 
rayons de J’, et I’, tendent vers 1'oo. 

Tl en résulte que les deux composantes associées de @: 
z*Ci(z), 2*0,(z) 

se prolongent, comme fonctions holomorphes a croissance lente, au demi-plan 
Rz < — met que, par suite, Oe U,. 

Pour reconnaitre que 2 ®@ = ¢, il suffit de rappeler que, sur l’axe imagi- 
naire, (LQ ®) (z) = (F D) (iz) et de tenir compte de la formule d’inversion de F. 
Nous avons done démontré: 

Théoréme 23.1. La transformation de Lapuace &, définie dans U,. par 


LQD=fe*O, dt, pour eu, 
R 


QD= fe-M (adi, 
Ce 
ot D =x — et k dépend de yp, est un isomorphisme de l'espace vectoriel U, sur 
Vespace 8, des fonctions holomorphes de type exponentiel dans Rz > 0 et a 
croissance lente vers laxe imaginaire. 

Nous munirons 8, de la topologie qui rend bicontinu cet isomorphisme 
et que l'on peut expliciter de la fagon suivante: Soit 8o,,.(k = 1,2, .. .) 
lespace des fonctions f(z) continues sur Nz = 0, holomorphes dans Rz > 0 
et telles que e~**f(z) reste bornée dans Rz = 0, avec la norme suivante 


liflle = sup je*! f(z)] . 
Rz>0 


Alors l’espace vectoriel topologique 8, sera la limite inductive des espaces 
images, D* 8, ,, des 8y,;, par les opérateurs de dérivation. 

Il en découle que l’espace image de 8, par la rotation z + — iz est identifiable 
a un sous-espace vectoriel de A, et que Vinjection 3, > A, est continue. On aura 
donc, pour toute fonction p € By: 


L-1 9 =F-1¢*, 


ot p*(¢ A.) est la «distribution de frontiére» de la fonction —g(— iz). En 
outre, expression méme de la transformation de LapLace montre que l’esp we 
vectoriel engendré par {e~* *},-» est dense dans 8y. Alors, compte tenu de |’ expres- 
sion de —! on arrive au résultat suivant: ~ 
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Théoréme 23.2. L’inverse de la transformation de LapLace 2: U, + 8, est 
donnée par 


1 
LI 9 =gar fe omaa, pour 7 €Bo; 
Ri 


ot Vintégrale par rapport a @ est définie par prolongement continu a %, et rap- 
portée a la topologie de U,. 


24. L’espace 8 


Nous désignerons par §,(k = 1,2, . . .) l'image de l’espace vectoriel topo- 

logique 8, par la translation t,: 
Br= TeBo, 
et nous désignerons par § la limite inductive des espaces 8,. Donec § est 
Vespace des fonctions holomorphes de type exponentiel sur des demi-plans droits. 
Dans [11] nous l’avions désigné par A, et défini (ce qui revient au méme) 
comme limite inductive des ,., ou UL, est l’espace (de Banacn) des fonctions 
y(z) holomorphes pour Nz > k, telles que e~*'*! w(z) reste bornée sur Rz > k, 
avec la norme 
lllle = sup |e~*!*! p(2)| . 
RNz>k 


C’est la encore un espace (S,) qui contient |’espace +, limite inductive 
des espaces e** A+. k =0,1,2,... 


25. Les ultra-distributions de type exponentiel sur R 


Désignons par €,(k =0,1,...) Tespace (de Banacn) des fonctions ¢ 
holomorphes dans l'ensemble | z| > k et telles que z~* e~*'**\ p(z) résulte 
bornée sur cet ensemble, avec la norme 


llplle = sup jz-*e~ *I*4i (2) 
(S2| >k 


et soit €,, la limite inductive des €,. II s’agit encore ici d’un espace (©,). On 
peut dire que €, est l’espace des fonctions holomorphes dans des ensembles 
du type \3z| > k, a croissance lente sur les bandes verticales et a croissance 
exponentielle sur les bandes horizontales. 
Cela posé, soit N le sous-espace vectoriel fermé de €,, engendré par lV ensemble 

{e*®}, -m. Puisque l'on a, par rapport a la topologie de €,,, 

da” 

dhn 
on voit que N > /7. [On peut méme reconnaitre que N est formé par les fonctions 
entiéres 4 croissance lente sur les verticales et de type exponentiel sur les 
horizontales}. Alors nous poserons: 

‘B= E/N. 


Or onal7=Nr\ Al,; par conséquent Uc VB et on voit que l'injection naturelle 
U—+D est continue. 


et = geht n=1,2,..., 
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Nous dirons que les éléments de U sont les ultra-distributions de type 
exponentiel sur R, et nous désignerons encore par x |’application canonique 
de €,, sur B. On pourrait maintenant essayer de réproduire pour B une thécrie 
analogue 4 celle que nous avons développée pour Ul. Nous y reviendrons au 
n°. 29; alors on verra que G s’identifie au dual de l’espace des fonctions entiéres, 
a décroissance sous-exponentiel sur R. Nous désignerons par D, l’espace des 
ultra-distributions ®¢ G de frontiére, dual de l’espace des fonctions holo- 
morphes @ décroissance sous-exponentielle sur R (cf. n°. 10). 

En particulier, on peut définir «ultra-distribution nulle dans un ouvert de 
R», en remplagant, dans la déf. 20.1, «fonction holomorphe 4 croissance lente 
(par rapport aux polynémes)» par «fonction holomorphe 4 croissance lente 
par rapport aux fonctions z*e*!*#\». Tl en résulte une notion de support pour 
les éléments de B. 


26. Les ultra-distributions de type exponentiel sur R 
et de support limité 4 gauche 


Nous désignerons par G, le sous-espace vectoriel de U constitué par les 
ultra-distributions de support limité 4 gauche. On peut définir directement B , 
de la facon suivante: 

Soit €,, l’espace (de Banacn) des fonctions g holomorphes 4 l’intérieur 
de l'ensemble C,, (défini au n°. 22) et telles que le quotient de (z) par z* e*!**! 
soit prolongeable 4 C,, comme fonction continue bornée, avec la norme 


llella= sup |2-* e~ *I*4l g(z)). 
zeCk 


Cela étant, désignons par €,,, la limite inductive des espaces €,,. On 
voit aisément que B, est algébriquement isomorphe au quotient de €,,, par N. 
Alors, nous munirons 3%, de la topologie qui rend bicontinu cet isomorphisme. 

Observons que la formule 
(26.1) LQD= fe-Mgl(s\ds, pourD=xq, pce&,,, 

Ce 
ow Vintégrale a le sens usuel, définit un prolongement de 2 : U,—+ 8, en une 
application linéaire continue £:0,—§%. Pour s’en convaincre il suffit de 
remarquer que, en posant w(z) = e~** p(z), lintégrale 


fe-*w(a)dd2, pourRz >0, 
Ce 
détermine un élément de 8, (on le voit en raisonnant comme au n°. 23). 
En outre, on voit d'une fagon analogue que 


k+oi 
fe-p(AjdA= ff e-*y(Ajdad, 
Cy —~k—oi 
pour tout 2 > 0 ot la deuxiéme intégrale par rapport a y est définie par 
prolongement continu a l’espace As, image de 23, par symétrie (cf. 24)°); 


®) Il va sans dire que €,,, s’identifie 4 un sous-espace de Fs et que l’injection canonique 


€,,,, > AS est continue. 
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cette remarque permet de reconnaitre que l'on a 
f e-*40(4)dA=0, dans§, avec 0¢€€,,, 
& 
si, et seulement si, 6 est l'image de Lapiace d’une distribution 7’ de support 
compact, c’est-a-dire si 0 appartient 4 N. 
D’autre part, il est aisé de voir que la formule 


k+ci 
(26.2) @ty—51 / e#4 (a) dA 
k—oi 


pour 7 €8,,* = 0,1, . . ., définit bien l’inverse de 2 :U,—+ § et que L-" : 8 +B, 
est continue. 

En conclusion : 

Théoréme 26.1. La transformation de Lariace définie par la formule (26.1) 
dintégration complexe ou par la correspondante formule d’intégration réelle 


+c 
fe**®,dt 


est un isomorphisme bicontinu deD, sur 8. Son inverse est donnée par la 
formule (26.2). 

Il est d’ailleurs facile de voir que ce nouveau prolongement de la trans- 
formation de LapLace posséde les propriétés caractéristiques 


L(D O) = 22D, L(e*H) = 1,2, pour tout ACR. 
On démontre aussi sans difficulté que 
ert#x p=x(e"* m), pour toute fonction p¢€, . 


D’autre part, la convolution s’étend 4G, suivant la formule usuelle, rapportée 
& la topologie de 2,. Alors, devient une algébre par rapport a convolution, 
isomorphe a Valgébre 8 par rapport a la multiplication usuelle, cest-d-dire : 


LQ(D* P) = (LGD). (LP), pour O, VeB, 
Enfin, si l'on observe que tout élément yz de § admet la représentation 


ze feeds, or D=LQ" yz, 


et que, en outre, e~** est une fonction entiére de A 4 valeurs dans §, telle 
que e**. e~*4-+0 lorsque RA— + co sur les bandes horizontales, pour tout 
k = 1,2,..., on obtient le résultat suivant: 

Théoréme 26.2. Jl existe une correspondance biunivoque F «+f, entre les 
applications linéaires continues F de R dans un espace localement convexe E, 
complet pour les suites, et les fonctions entiéres {(A) a valeurs dans E et a décrois- 
sance sous-exponentielle pour RA» + co, avec BA borné. Cette correspondance 
est donnée par les formules 

er 


F(pvs=Stt)Odt, oi P=L4 xB, 


— oo 


f(A) = F(e~**), 





pour tout Ac C. 
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Nous dirons alors que f(A) est l’indicatrice laplacienne de F. 
Evidemment, la formule d’integration réelle, dans cet énoncé, peut étre 
remplacée par la formule d’intégration complexe. D’autre part; si l’on puse 


F=F2, pour toute F¢ L(8,E), 


F sera une application linéaire continue de G, dans E et réciproquement. 
Done, le th. 26.2 donne aussi l’expression générale des applications F¢ L(G, E). 
Nous dirons alors que f(A) est l’indicatrice canonique de F. En particulier: 

Corollaire. Le dual de B, est (algébriquement ) isomorphe al espace des fonc- 
tions numériques entiéres a décroissance sous-exponentielle sur les bandes 
horizontales a droite. 

On peut rendre bicontinu cet isomorphisme, en définissant, explicitement, 
la topologie convenable dans le sus-dit espace de fonctions entiéres. Alors 
dant donné que B,, est réflexif, on peut définir B., comme le dual fort de cet espace 
de fonctions entiéres. 


27. Le caleul opérationnel basé sur 8 


En employant le th. 26.2, on peut maintenant définir un calcul opérationnel 
modelé sur 8, comme nous l’avons fait pour a: (ef. [11] et [12)}). 

Soit A une algébre commutative complexe, munie d’un élément unité, 
e, et d’une topologie d’espace localement convexe, par rapport 4 laquelle 
le produit soit hypocontinu pour les parties compactes. Supposons en outre que 
Yespace A soit complet pour les suites. Alors on établit, comme dans [12], 
le théoréme suivant: 

Théoréme 27.1. Jl existe une correspondance biunivoque F «+a entre les 
homomorphismes continus F de Valgébre 8 dans A, tels que F (1) = e, et les éléments 
a de A vérifiant les conditions suivantes: 

El. L’équation v' (A) = —av(A) admet, pour 1 complexe quelconque, une 
solution v(A) [que l'on désignera par e~** ou par exp (— A a)] telle que v(0) = e 
et que: 

E 2. Les valeurs de v(A) sont des éléments réguliers de A, commutant avec a; 

E3. v(A) est a décroissance sous-exponentielle pour RA + co avec SA 
borné. 

Cette correspondance est définie par les formules 


a=Fz, Fo=/f exp (—Aa) (Adi, 


Ce 
ot ~ CB et L(x G) = —, avec GEE,,. 
Nous poserons alors, par définition 
gliaj=Fo. 


En particulier, a peut étre lopérateur de dérivation D ¢ L(G,). Alors il 
est aisé de voir que 


e*?Db=1,0 = D(% — A) 
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pour toute ultra-distribution O«G,, et 


g(D) y =24 (9) *y, 
quelles que soient gp ¢€8 et pe D,. 
D‘ailleurs, il s’agit la de l’isomorphisme, déja signalé, entre l’algébre multi- 
plicative 8 et Valgébre de convolution B,, puisque DD =6'*@ et que 
6*D=@. 


28. Le caleul opérationnel basé sur l’espace des fonctions entiéres du type 
exponentiel. Exemples 

Soit 8* lespace des fonctions entiéres du type exponentiel muni de 
sa topologie usuelle d’espace (©,). On a évidemment §* C8, et 
linjection 8* + 8, est continue. I] est aisé de voir que la restriction de 2-' 48* 
est un isomorphisme topologique de l’algébre multiplicative 8* sur l’algébre 
de convolution U,, des ultra-distributions de support compact (n°. 21). 
D’ailleurs, cette restriction de 2-' coincide, & une rotation et un facteur 
constant prés, avec la transformation de Fourrer § :8* > U,. 

Il n’est pas difficile d’obtenir un résultat tout 4 fait analogue au th. 27.1, 
en remplagant 8 par §*, €,, par ,(0o), C, par un cercle convenable, et 
en supprimant la condition Z 3, la fonction v(A) = exp. (— Aa) devant étre 
simplement une fonction entiére. 

En particulier, A pourra étre l’espace des applications linéaires continues 
de @ dans lui-méme, avec une topologie convenable, et a l’opérateur D de 
dérivation. On aura encore e~*? = t, pour tout A € C et 


p(D) py =27(9)*y 
pour toute @ € 8* et toute y € DB. 

Nous n’avons pas l’intention d’étudier ici les applications de ces calculs 
opérationnels. Mais il sera instructif de considérer ici quelques exemples 
trés simples. Soit d’abord l’équation 

du = «g-« Ow 

oy —*6 Ve =0 : 
avec la condition initiale u(z,0)=@(z). Si lon interpréte u(z, y) comme 
fonction u(y) de y & valeurs dans D et D comme élément de BD, cette équation 


prend la forme 
du 


dy = D, u, 
ce qui, avec u(0) = ®, conduit a la solution (unique): 
u(y) =e'*29D=t1_,,O. 

Il est encore aisé d’établir le résultat suivant: Btant donné e > 0, pour que, 
pour |y| < e, t-4,@ soit égale a une distribution (du type exponentiel) dans 
un ouvert A de R, il faut et il suffit que D s’identifie dans A a une fonction f(z) 
analytique pour Rz € A, |\3z| < €; on aura alors, pour |y| < e 

T%jyP=f(e+iy), dans A 
(cf. n°. 16, Remarque). 





94 J. Sepastido & Sttva: 


Analoguement, on obtient l’intégrale générale de ’équation de LaPLace 
Fu eu 

oa tay =? 
sous la forme 

u=t%,P+ty,P, avec D, PED; 
et on retrouve les fonctions harmoniques complexes ,si l'on impose 4 u(z, y) 
de se réddire, dans un ouvert de R,’4 une distribution en z, pour certaines 
valeurs de y. On peut résoudre le probleme de Caucny pour cette équation, 
avec u(Z#, 0) = D¢ DB, u,(z,0) = O,€ DB, en posant u(y) = u(Z, y). Alors on 
obtient la solution (unique): 


u(y) = cos(y D) Dy + + sen (y D) ®, 


1 1 
= 2 (Tiy ¥ Tiy) ®, - 7 (Tiy a Tig) (P®,) , 
ou P ®, désigne une primitive de ®,. On a, en effet: 
(z+ iy) + (2 — ty) g-1 senyz _ H(@+iy)—H(@—iy) 
2 : z a re 2% 

On peut aussi résoudre le probléme de Diricuter dans un demi-plan, 
avec la donnée ®¢%, sur la frontiére. La solution (harmonique) est déter- 
minée & une fonction y prés, de la forme y(z, y) =@ (z+ iy) —O0(x — iy), 
avec 0¢€Q; elle est unique, si, par exemple, on impose 4 ® d’étre une distri- 
bution bornée, et a u(z, y) d’étre bornée dans le demi-plan considéré (cf. n® 10, 
11, 12). 


2>' cos yz = 








29. La transformation de Fourrer dans G 


Les résultats du n°. 26 nous permettent de prolonger la transformatiun 
de Fourter a l’espace B des ultra-distributions de type exponentiel sur R. 

Soit €5 (resp. €>), pour k= 0,1,2,..., lespace des fonctions » ¢ €,, 
nulles pour Sz < 0 (resp. Sz> 0). Alors €, = €3 x €z et tout élément @ 
de G = €,,/N peut s’écrire sous la forme ® = g*— gw, ob —~te EE et we EZ 
ces fonctions g* et my étant déterminées 4 une fonction «MN prés. Designons 
encore par Uy, l’espace des ultra-distributions =x gp, avec p ¢ E,,,, telles 
que @ se prolonge au demi-plan Rz < 0 comme fonction holomorphe 8 crois- 
sance lente vers l’axe imaginaire; et par U,_ l’image de U,, par symétrie. 
Evidemment, les éléments de%,, sont certaines ultra-distributions de support 
contenu dans [0,+ cof. Cela posé, un raissonnement semblable a celui du 
n°. 23 nous conduit au résultat suivant: 

Proposition 29.1. Par le changement de variable z+ iz, espace €;, s’identifie 
au sous-espace (fermé) de 8, dont Vimage par L- est By,. 

Essayons donc de définir l'image de Fourtsr, § @, d’une ultra-distribution 
® = p*— p-€D par la formule du n°. 24: 


(29.1) FD = fet yA) dd, - 


ot l’on suppose ® =x —, p € E, et A, la frontiére de l’ensemble |3z| < k, 
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orientée de fagon a laisser 4 droite l’axe réel. Alors on aura évidemment 
(GF y+) (—2)=2al giz), dor FeyteB,, 
et on voit de méme que F y-¢ By,. On aura donc 
FO=Fy—-Fe «SD 
et il est maintenant aisé de voir que § définit ainsi une application (linéaire) 
continue deD dans D. 


On peut, de la méme fagon, prolonger G-' en une application continue 
© :G-— G, et il n’est pas difficile de reconnaitre que 
GF O=FGO=-@, pour toute ®¢S, 
ce qui permet d’écrire encore, au sens usuel: 
6=F". 

Done 

Théoréme 29.1. La formule (29.1) définit un isomorphisme, F, de lespace 
vectoriel topologiqueD dans lui-méme, et on a 

FIO = s- | e#* giayaa, 
3 
pour D=xg, p¢&,, j =1,2,... 

I] est encore facile de reconnaitre les propriétés usuelles de la transformation 
de Fourier pour ce prolongement. 

Observons d’autre part que l’image de Fourrer de la restriction d’une 
fonction O ¢ N a un des demi-plans Sz > 0, 3 < 0 (remplacée par la fonction 
nulle dans l'autre demi-plan) est une ultra-distribution de support compact 
(n°. 21) que l’on peut identifier 4 une «distribution sur |’axe imaginaire, a 
support compact». Alors, puisque ® =! F ®, les raisonnements précédents 
montrent que 

Théoréme 29.2. Toute ultra-distribution DED peut s’écrire sous la forme 
P= D'—D-, avec D*ED,, et D-€Vy_, les ultra-distributions Dt et P- dant 
déterminées & une méme «distribution sur axe imaginaire, a support compact» 
pres. 

Enfin, ce théoréme permet de faire, commodément, la recherche des 
applications linéaires continues de G dans un espace localement convexe. 
En particulier, on démontre aisément que D est le dual del’espace des fonctions 
entiéres & décroissance sous-exponentielle sur les bandes horizontales, muni 
dune topologie convenable. Donec, pour obtenir un espace qui contienne a 
la fois B et l'espace D’ de ExrenrRets (voir [2] et l'introduction), il suffirait 
de considérer le dual de l’espace des fonctions entiéres de type exponentiel 
sur les verticales et A décroissance sous-exponentielle sur les horizontales (muni 
d’une topologie convenable). 


Bibliographie 


[1] Dorrscu, G.: Handbuch der Laplace-Transformation. I. Band. Basel 1950. — 
[2] Exrenrrets, L.: Analytic functions and the Fourier transform of distributions. I. — 
[3] Groruenpreck, A.: Sur les espaces (F) et (DF), Summa Brasiliensis Math. 8, 57—122 











96 J. Sepastido £ Sitva: Ultra-distributions dans le calcul opérationnel 


(1954). — [4] Kérue, G.: Dualitat in der Funktionentheorie. J. reine angew. Math. 191, 
29—49 (1953). — [5] Kérne, G.: Die Randverteilungen analytischer Funktionen. Math. 
Z. 57 (1952). — [6] Scuwarrz, L.: La théorie des distributions. I, II, Actuel. Scient. 
Ind. Paris 1950, 1951, 1957. — [7] Scuwarrz, L.: Transformation de Laplace des distri- 
butions. Séminaire Math. de Lund, tome supplémentaire (1952), p. 196—206. — [8] 
Sepastrao £ Stiva, J.: As fungoes analiticas e a andlise funcional. Thése, 1948 (Portu- 
galiae Math. 1950). — [9] Sesasti4o & Sutva, J.: Sur une construction axiomatique de 
la théorie des distributions. Rev. Fac. Ciéncias Lisboa, 2a. série, A, 4, 79—186 (1954/55). — 
[10] Szsastido & Stiva, J.: Su certe classi di spazi localmiente convessi importanti per le 
applicazioni. Rend. Math. Univ. Roma, serie T, 14, 388—410 (1955). — [11] SmBastrAo 
Stiva, J.: Le calcul opérationnel au point de vue des distributions. Portugaliae Math. 
14, 105—132 (1955). — [12] SepastiAo & Suva, J.: Sur l’espace des fonctions holo- 
morphes & croissance lente 4 droite. Portugaliae Math. 17, 1—17 (1958). — [13]Séminaire 
Scuwaktz, 1953—54, Sécrétariat’ Mathématique, Faculté des Sciences de Paris. — [14] 
Trmtmann, H. G.: Randverteilungen analytischer Funktionen und Distributionen. 
Math. Z. 59, 61—83 (1953). — [15] Trroumarsu, E. C.: Theory of Fourier Integrals. 
Oxford 1937. — [16] Wippgr, D. V.: The Laplace Transform. Princeton 1946. 


(Eingegangen am 1. April 1958) 











Cartan, H. 
Math. Annalen, Bd. 136, S. 97—110 (1958) 


Prolongement des espaces analytiques normaux 
Par 
Henri Cartan A Paris 


Le probléme étudié ici tire son origine de la compactification, due 4 I. Sa- 
TAKE [7], de l’espace quotient ©,/I",, ou S,, désigne le demi-plan généralisé 
de SrzcEx (espace des n-matrices complexes symétriques z = z + iy, ol y est 
positive non-dégénérée) et I, est le groupe symplectique réel Sp(n, Z). Sa- 
TAKE a plongé l’espace B,,= ©,/J,, comme ouvert partout dense d’un espace 
compact G* et a défini une notion de «fonction holomorphe» au voisinage de 
chaque point de G¥ (structure d’ «espace annelé» au sens ci-dessous). I] s’agit 
alors de montrer que la structure ainsi définie sur U¥* est une structure d’espace 
analytique normal (pour une définition précise, yoir ci-dessous, § 1). Ceci 
a été récemment prouvé par W. L. Batty, dans un travail a paraitre 4 |’ Amer. 
Journal of Mathematics. 

Batty aborde le probléme général du prolongement des espaces analyti- 
ques normaux. Nous inspirant largement de l'article de Baty, nous nous 
proposons de donner iei un critére de «prolongement» (ci-dessous, théoréme 2), 
qui présente sur celui de Batty l’avantage de nécessiter moins d’hypothéses. 
Son application au cas de la compactification de Satake est alors presque 
immédiate ; mais nous ne |’expliciterons pas. 

Je suis particuli¢rement heureux de pouvoir dédier ce modeste travail 
& mon Collégue et Ami le Professeur Hernrich BEHNKE. Sans |’Ecole de 
Minster, dont il fut l’infatigable animateur depuis trente ans, la théorie des 
fonctions analytiques ne serait pas ce qu’elle est devenue aujourd’hui. Puisse 
cette Ecole, dans les années 4 venir, continuer 4 faire honneur a son créateur, 
et enrichir constamment la discipline des fonctions analytiques, grace 4 un 
contact toujours maintenu avec les autres domaines des mathématiques. 


1. Espaces analytiques 

Nous rappelons d’abord quelques notions indispensables concernant les 
espaces analytiques. 

La notion d’espace analytique (ou encore «espace analytique général») est 
essentiellement due 4 H. BEHNKE et K. STEIN, ainsi qu’é H. Cartan’). Nous 
adoptons ici la définition plus générale de J. P. Serre [8]. Commengons 
par la notion d’espace annelé: c’est un espace topologique X muni de la donnée, 
en chaque point z ¢ X, d’un sous-anneau A , de l’anneau des germes de fonctions 
continues au point z (et 4 valeurs complexes). Notons A la collection des 

1) Voir [1], ainsi que [3], Exposé XIII, et [4], Exposé VII. 
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anneaux A,. Etant donnés deux espaces annelés (X, A) et (X’, A’), un homo- 
morphisme sera une application continue g : X + X’ telle que, pour tout point 
x € X et tout élément /’¢ A{,,.), le germe fog appartienne 4 A,. En particu- 
lier, on a la notion d’isomorphisme d’espaces annelés X et X’: c ‘est un homéo- 
morphisme g: X + X’ tel que l’application f’+ f’o@ soit, pour chaque point 
x € X, un isomorphisme de l’anneau A%,,,) sur l’anneau A,. Si U est un ouvert 
d’un espace annelé X, la collection des anneaux A,, pour x € U, définit sur U 
une structure annelée, dite induite par A. 

Soit U un ouvert d’un espace numérique complexe C*. Rappelons qu’on 
appelle sous-ensemble analytique de U toute partie MCU, fermée dans U, et 
telle que, au voisinage de chacun de ses points, M puisse étre définie en annu- 
lant un certain nombre de fonctions holomorphes au voisinage de-ce point 
(en nombre fini). Alors l’espace topologique M est muni d’une structure 
d’espace annelé, comme suit: si x ¢ M, l’anneau A, est celui des germes de 
fonctions induites sur M par les germes de fonctions holomorphes de |’espace 
ambiant C¥. 

Par définition, un espace analytique est un espace topologique séparé X 
muni d’une structure d’espace annelé satisfaisant 4 la condition suivante: 
tout point z¢ X posséde un voisinage ouvert U qui, muni de la structure 
d’espace annelé induite, est isomorphe 4 un sous-ensemble analytique d’un 
ouvert d’un espace C*% (muni de la structure annelée telle qu’on vient de la 
définir). En d’autres termes, il doit exister, pour tout point z ¢ X, un systéme 
fini d’éléments /,¢ A, qui réalisent un voisinage ouvert U de x comme sous- 
ensemble analytique M d’un ouvert de C’, de maniére que, pour tout point 
y ¢ U, Panneau A, s’identifie 4 l'anneau des germes induits sur M par les 
fonctions holomorphesdel’espace ambiant C*. Danstoutce quisuit, on astreindra 
toujours un espace analytique 4 la condition supplémentaire suivante: l’espace 
topologique sous-jacent X doit étre réunion d’une famille dénombrable de 
com : 
Soient X et X’ deux espaces analytiques; on appelle application analytique 
(ou holomorphe) une application continue g: X + X’ qui est un «homomor- 
phisme» pour les structures d’espaces annelés. En particulier, une fonction 
holomorphe (a valeurs scalaires) est une application continue f: X - C qui, 
en chaque point x ¢ X, appartient 4 l’anneau A,. 

Soit X un espace analytique. On appelle sous-ensemble analytique de X 
tout sous-ensemble fermé Y C X tel que, au voisinage de chaque point de Y, 
puisse étre défini en annulant des fonctions holomorphes au voisinage de ce 
point (en nombre fini). On définit alors sur Y une structure d’espace analytique, 
comme suit: pour y € Y, l’anneau B, sera l’anneau des germes de fonctions 
induits, sur Y, par les éléments de A , (germes de fonctions holomorphes dans X). 
Ainsi l’'anneau B, s’identifie 4 un quotient de l’anneau A,. Il est immédiat 
que les B, définissent sur Y une structure d’espace analytique. 

On dit qu’un espace analytique X est irréductible au point a € X si l'anneau 
A, est un anneau d’intégrité; au voisinage de tout point a ¢ X, X est réunion 
d’un nombre fini de sous-espaces analytiques dont chacun est irréductible au 
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point a (ceci résulte du fait que l’anneau A, est noethérien). On a Ja notion 
de dimension (complexe) d’un espace X au voisinage d’un point a ot X est 
irréductible. Un espace analytique X est purement n-dimensionnel si, au 
voisinage de chaque point a ¢ X, X est réunion de sous-espaces analytiques 
irréductibles au point a et de dimension n. Soit X un espace analytique, 
purement n-dimensionnel; on appelle point régulier de X tout point qui posséde 
un voisinage ouvert isomorphe 4 un ouvert de C*; l'ensemble des points 
réguliers de X est une variété analytique (complexe) de dimension n; c’est un 
ouvert dense dans X, dont le complémentaire S est un ensemble analytique*) 
de dimension < n — 1 (i. e.: en chaque point de S, S est réunion d’ensembles 
irréductibles au point a et de dimension < n — 1). 

Un espace analytique X est globalement irréductible s'il est impossible de 
trouver deux sous-espaces analytiques Y et Z tels que X=YWUZ, Y + X, 
Z + X. Tout espace analytique X s’écrit, d’une seule maniére, comme réunion 
(localement finie) de sous-espaces analytiques globalement irréductibles*), 
tels qu’aucun d’eux ne soit contenu dans un autre; on les appelle les compo- 
santes irréductibles (au sens global) de X; elles sont en nombre fini ou dé- 
nombrable. Tout espace globalement irréductible est purement n-dimensionnel, 
pour un n convenable; mais l’espace peut n’étre pas irréductible en certains 
de ses points. 

Pour que X soit irréductible au point a ¢ X, il faut et il suffit que a posséde 
un systéme fondamental de voisinages ouverts dont chacun soit globalement 
irréductible. ‘ ! 

Pour qu’un espace analytique X, purement n-dimensionnel, soit globale- 
ment irréductible, il faut et il suffit que l'ensemble des points réguliers de X 
soit connexe. Tout espace globalement irréductible est connexe, mais la réci- 
proque n’est pas vraie. P 

On dit qu’un espace analytique X est normal au point a ¢ X si l’anneau A, 
est un anneau d’intégrité intégralement clos; il en est notamment ainsi lorsque 
aest un point régulier. D’aprés Oxa*) l’ensemble des points ot X n’est pas normal 
est un sous-ensemble analytique, dont le complémentaire est partout dense. 
En particulier, l’ensemble des points ot X est normal est ouvert. 

Normalisation dun espace analytique: pour tout espace analytique X, 
on introduit l'ensemble X des composantes irréductibles de X en ses différents 
points. On a une application naturelle p de X sur X, dans laquelle l'image 
réciproque de tout point de X est finie (et, en général, réduite 4 un point). 
On définit sur X la topologie suivante: un systéme fondamental d’ouverts de xX 
s’obtient en prenant arbitrairement un ouvert U CX et une composante irré- 


ductible V de U (au sens global) ; alors V Cc x, et les V ainsi obtenus constituent, 
par définition, un systéme fondamental d’ouverts de X. La topologie de X 


*) Voir [5], ainsi que [4], Exposé IX. 


*) Voir [2], Appendice. 
*) Voir [5], ainsi que [4], Exposé X. 
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est séparée; les composantes connexes de X ont pour images, dans X, les 
composantes irréductibles de X (au sens global). L’application p: XX est 
continue, et propre (l'image réciproque d’un compact de X est un compact de Xx ). 
Soit a € xX, et soit a = p(a@); notons n la dimension de la composante a au 
point a. Considérons les points réguliers de X voisins de a et appartenant 
& la composante irréductible a; si une fonction f est définie et holomorphe en 
ces points réguliers et si en outre elle est bornée (au voisinage de a), alors la 
fonction f © p se prolonge par continuité 4 tout point de X assez voisin de a. 
Les germes « de fonctions ainsi obtenus aux points @ de l’espace X forment 
un anneau Az; on démontre®) que ces anneaux définissent sur X une structure 
d’espace analytique normal. L’espace analytique X, muni de lapplication 
Pp: Zak (qui est une application analytique) s’appelle le normalisé de 
lespace X. Si X est irréductible en un point a, p-' (a) se compose d’un seul 
point @; alors l’application p définit une injection A,—> A; des anneaux de 
germes de fonctions; si on identifie A, 4 un sous-anneau de Az, A; est la 
cléture intégrale de A, (dans le corps des fractions de A,). Comme module 
sur A,, A; est engendré par un nombre fini d’éléments. 

On notera que, méme lorsque l’application p: XX est un homéo- 
morphisme, p n’est pas nécessairement un isomorphisme des structures ana- 
lytiques: il se peut qu'il y ait, au ae a¢X, plus de fonctions holomorphes 
qu’au point a = p(a). 

Le normalisé (X, p) d'un espace analytique X jouit de la propriété «uni- 
verselle» suivante: chaque fois qu’on a un espace analytique normal Y et 
une application analytique g: Y > X, il existe une application analytique 
p: Y +X et une seule, telle que y = po @. 


2. Revétements ramifiés 
Rappelons d’abord quelques résultats plus ou moins classiques*) : 


Proposition 1. Soient X et X’ deux espaces analytiques, et soit f: X + X’ 
une application analytique. Soit a¢ X un point tel que X soit normal 
en a, et supposons que a soit point isolé de /—!(a’), en notant a’ = f(a) (nous 
dirons alors que f est «non dégénérée» au point a). Alors il existe un voisinage 
ouvert irréductible U de a et un voisinage ouvert U’ de a’ jouissant des pro- 
priétés suivantes: f-'(a’)-\ U = {a}, la restriction de f & U est une appli- 
cation propre de U dans U’, et l'image {(U) = V’ est un sous-espace analytique 
de U’, irréductible au point a’, et de méme dimension m que U. L’application 
g: UV’ induite par f est ouverte (i. e.: l'image de tout ouvert de U est 
un ouvert de v’), et il existe un entier d > 1 jouissant des propriétés sui- 
vantes: pour tout 2’¢€V’, g(x’) contient au plus d points; l'ensemble D’ 





5) Voir par exemple [3], Exposé XIV, § 10. 
*) Voir [3], Exposé XIV (théorémes 5 et 6). 
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formé des x'¢ ¥’ tels que g-!(z’) contienne moins de d points est un sous- 
ensemble analytique de V, de dimension < m; g~'(D’) =D est un sous- 
ensemble analytique de U, de dimension < m; pour tout point 2 « U — D, 
la restriction deg 4 un voisinage ouvert assez petit de x est un homéomorphisme 
de ce voisinage sur son image. 

L’entier d s’appelle le degré de l’application { au point a; soient A, 
l’anneau de l’espace analytique X au point a, et A, |’anneau de l’espace V’ 
au point a’; l’application A, — A, définie par f est une injection; le corps 
des fractions de A, est une extension du corps des fractions de A,- dont le 
degré est d. 

De 1a on déduit facilement: 

Théoréme 1. Soient X et X’ deux espaces analytiques normaux de méme di- 
mension m, X' dant connexe. Soit {: X - X' une application analytique 
propre, telle que V image réciproque de tout point de X’ soit discréte (donc finie). 
Alors { est une application ouverte, et il existe un entier d jouissant des propriétés 
suivantes : 

1. pour tout x’ € X’, f-'(x’) se compose dau plus d points ; 

2. Vensemble D' des points x’ € X' tels que {-'(x’) se compose de moins de d 
points est un sous-espace analytique de dimension < _m; {-!(D')=D est un. 
sous-espace analytique de X, de dimension < m; 

3. tout point x ¢ X — D posséde un voisinage ouvert U tel que la restriction 
de f a U soit un isomorphisme de l espace analytique U sur l'espace analytique f(U). 

Il résulte de 3. que la restriction de f 4 X —D définit X — D comme 
revétement de X’'— D’ (au sens topologique), le nombre des «feuillets» de ce 
revétement étant égal 4d. On dira que / définit X comme revétement ramifié 
de X’, et d s’appellera le degré de ce revétement ramifié. 

Dans le théoréme 1, laissons maintenant tomber l"hypothése suivant la- 
quelle les espaces analytiques X et X’ sont normaux; X’ sera supposé 
globalement irréductible. Soit encore {: X + X’ une application analytique 
propre, telle que Vimage 1 réciproque de tout point de X’ soit discréte; alors 
lapplication associée : x + X’ des espaces normalisés jouit évidemment des 


mémes propriétés. Donec i] définit X comme revétement ramifié de X’; ; soit d 
son degré. On convient alors de dire encore que / définit X comme revétement 
ramifié de X’, et d s’appelle le degré de f. Il faut prendre garde que l'image 
réciproque f-'(z’) d’un point 2’¢€ X’ peut contenir un nombre de points 
strictement supérieur au degré d; cependant il est encore vrai qu’il existe un 
ouvert partout dense V de X et un ouvert partout dense V’ de X’, tels que 
V=/-(V’), et que.la restriction de f & V définisse V comme revétement 
(véritable) de V’, a d feuillets. De la résulte: 

Proposition 2. Soient {: X — X’ et f': X'+X” deux revétements rami- 
fiés, les espaces X’ et X" dant globalement irréductibles. Alors V'application 
composée f'of: X + X” définit X comme revétement ramifié de X"’, dont le 
degré est égal au produit des degrés de { et f’. 

D’autre part, la définition méme d’un revétement ramifié entraine les 
assertions suivantes: 
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Soit (X, X’,/) un revétement ramifié, et soit Y une composante irré- 
ductible de X (au sens global); alors la restriction de f & Y définit Y comme 
revétement ramifié de X’. Le degré du revétement X est égal 4 la somme des 
degrés des composantes irréductibles de X. 

Soit (X, X’, /) un revétement ramifié, et soit U’ un ouvert non vide de X’, 
globalement irréductible; soit U = /f-'(U’), et soit g: U + U’ lapplication 
induite par f. Alors (U, U',g) est un revétement ramifié, de méme degré 
que (X, X’, f). 


3. Position du probléme 


Soit X un espace localement compact; soit V un ouvert partout dense 
dans X, et. soit W= X —V. Supposons définie sur V une structure d’espace 
analytique normal de dimension m (ce qui implique que V est réunion dé- 
nombrable de compacts). Existe-t-il sur X une structure d’espace analytique 
normal satisfaisant aux deux conditions suivantes: 

(x) La structure analytique de X induit celle donnée sur V; 

(8B) W est un sous-espace analytique de X, de dimension < m ? 

(On n’exige pas que W soit normal, ni méme que W soit irréductible en 
chacun de ses points.) 

Si le probléme est possible, sa solution est unique. En effet, la donnée de la 
structure analytique de V définit sur X une structure annelée A comme suit: 
pour z ¢ X, l’anneau A, se compose des germes de fonctions continues (a va- 
leurs complexes) qui appartiennent 4 B, en tout point y ¢V suffisamment 
voisin de x (on note B la collection des anneaux qui définissent la structure 
analytique de V). On a évidement A,= B, si x ¢ V; autrement dit, la struc- 
ture annelée de X prolonge' bien celle de V. Or il est immédiat que si le pro- 
bléme posé a une solution, les germes de fonctions holomorphes au point x ¢ X 
sont précisément les éléments de l’anneau A, qu’on vient de définir; car, sur 
un espace analytique normal de dimension m, toute fonction continue qui est 
holomorphe en dehors d’un sous-ensemble analytique de dimension < m est 
holomorphe partout. 

Toute la question revient donc 4 savoir si la structure annelée définie 
sur X par la collection A des anneaux A, est bien une structure d’espace 
analytique normal, et si elle satisfait 4 (). 

Le théoréme ci-dessous, qui constitue le résultat essentiel du présent tra- 
vail, donne une réponse a cette question. 

Théoréme 2. Soient X un espace localement compact, V un ouvert partout 
dense, muni d'une structure d espace analytique normal de dimension m, et 
W=X —V. Soit A la structure annelée définie sur X comme ci-dessus. Faisons 
les hypothéses suivantes: 

(i) tout point x,¢W posséde (dans X) un systéme fondamental de voisinages 
‘ouverts U tels que V espace analytique V -\ U soit connexe; 

(ii) tout point z,¢W posséde un voisinage ouvert U tel que les fonctions 
continues dans U et holomorphes en tout point de V -\U séparent les points de 
VaAU; 
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(iii) la structure annelée A induit sur W une structure d’espace analytique 
de dimension < m. 

Alors A définit sur X une structure d espace analytique normal, et W est 
un sous-espace analytique de X. 

Avant d’aborder la démonstration du théoréme 2, faisons quelques re- 
marques. Tout d’abord, les conditions (i), (ii) et (iii) sont nétessaires pour 
que le probléme posé soit possible : (iii) est nécessaire puisqu’on s’est imposé (f); 
(i) résulte de ce que l’espace X doit étre irréductible au point 2,; (ii) résulte 
du fait que X doit pouvoir se réaliser, au voisinage de z,, comme sous-en- 
semble analytique dans un ouvert d’un espace C¥. 

On observera que, dans l’énoncé du théoréme, nous n’avons pas supposé 
a priori que W, au voisinage de chacun de ses points x, pouvait étre défini 
par l’annulation d’un nombre fini d’éléments de l’anneau A, (hypothése qui 
était faite par Barty). C’est le théoréme 2 qui affirme que W satisfait & cette 
condition, comme conséquence des hypothéses (i), (ii) et (iii). 

Avant de commencer la démonstration du théoréme 2, qui sera longue, 
établissons un résultat préliminaire : 

Proposition 3. Soient X, V, W, et A comme dans le théoréme 2; faisons 
UVhypothése (i) de Vénoncé. Alors A,, est un anneau d’intégrité intégralement clos. 

Démonstration: soient f et g deux éléments de A,,, représentés par des 
fonctions définies et continues dans un ouvert U contenant 2), holomorphes 
dans V -\ U, et telles que le produit f g soit identiquement nul dans U. D’aprés (i), 
on peut choisir U de fagon que l’espace analytique V7\U soit connexe. 
Puisque f vt g sont holomorphes dans V /\ U, l’une de ces fonctions est identique- 
ment nulle dans V -\ U; elle est alors identiquement nulle dans U, puisque 
Vr\U est dense dans U. Ceci montre que A,, est un anneau d’intégrité. 

Il reste & prouver que A,, est intégralement fermé dans son corps des 
fractions K. Soient 4 nouveau f et g dans A, g +0, et -supposons que //g 
satisfasse, dans K, & une équation 


(1) (fig"+ LY Arlfig)'=0, 
Osi<n 


les,coefficients A, 6tant dans A,. Soit U un ouvert contenant z, et tel que /, g 
et les A; soient représentés par des fonctions continues et bornées dans U, 
holomorphes dans V 7\ U, fonctions que nous noterons encore /, g et A,; on 
peut choisir U assez petit pour que l’on ait 
(1’) (f(z)yr+ 2D A(z) (f(z) Gl(z)*=0 pour zeU. 

Osicn : 
Soit A la fonction égale, en tout point r¢ VU ot g(x) +0, au quotient 
f(x)/g(x); h(x) est bornée dans U, d’aprés (1’), donc se prolonge en une fonction 
(encore notée h) holomorphe en tout point de V ~\ U, puisque V est un espace 
normal; et cette fonction h satisfait a 


(2) (A(z)yr+ 2D A(z) A(z) =0 
O<i<n 
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en tout point x ¢ V7\U. Il reste & prouver que h se prolonge par continuité 
aux points de W/\ U. Or soit z ¢ W/\ U; lorsqu’un point variable y ¢ VU 
tend vers x, h(y) ne peut avoir qu’un nombre fini de valeurs d’accumulation, 
& cause de l’équation (2). S’il existait deux valeurs d’accumulation distinctes, 
alors, pour tout ouvert assez petit U’ contenant x et contenu dans U, V -\ U’ 
ne serait pas connexe. Or ceci contredit l’hypothése (i). La proposition 3 
est donc établie. 

Pour établir le théoréme 2, il suffira évidemment de démontrer le résultat 
suivant: 

Proposition 4. Soient X, V, W et A comme dans le théoréme 2. Faisons 
seulement les hypothéses (i) et (iii), et soit aun point de W jowissant de la pro- 
priété suivante: , 

(ii,) le point a posséde, dans X, un voisinage ouvert U tel que les fonctions 
continues dans U et holomorphes dans V -\ U séparent les points de V > U. 

Alors on peut choisir le voisinage ouvert U de a assez petit pour qu'il existe 
un ensemble fini F, formé de n fonctions f, continues dans U, holomorphes dans 
Vc\U, et jouissant des propriétés suivantes: Vapplication {f: U + C" définie 
par les f; induit un homéomorphisme de U sur un sous-ensemble analytique X’ 
dun ouvert U' CC", homéomorphisme qui définit un isomorphisme des struc- 
tures annelées de U et de X’, et ceci de maniére que f applique W sur un sous- 
ensemble analytique W' de X', de dimension < m. 


4. Démonstration de la proposition 4 


Nous nous plagons désormais dans les hypothéses de la proposition 4. 
Pour abréger le langage, nous dirons qu’une fonction / définie dans un ouvert 
U de X est «holomorphe» dans U si elle est continue dans U, et si de plus 
elle est holomorphe dans V -\ U; il revient au méme de dire que f appartient 
& lanneau A, en tout point x ¢ U. 

Lemme 1. Tout voisinage ouvert U du point a, assez petit, posséde la pro- 
priété suivante: si un sous-ensemble compact MCU rencontre W en un point 
au plus et est défini par un nombre fini d équations f;(x) = 0 (ou les f; sont 
«holomorphes» dans U), alors M -\ V se compose de points isolés (qui sont donc 
en nombre fini si M 7, W = 9). 

Démonstration: supposons U choisi assez petit pour qu’on puisse lui 
appliquer la propriété (ii,) de la proposition 4, et montrons que U jouit alors 
de la propriété énoncée dans le lemme 1. L’intersection M7 V est un sous- 
espace analytique de l’espace analytique V ~\ U; on veut montrer que chacune 
de ses composantes irréductibles (au sens global) est réduite 4 un point. 
Raisonnons par |'absurde: soit N une composante irréductible de M7 V, 
non réduite 4 un point. Prenons deux points distincts b et c dans N; d’aprés 
(ii,), il existe une fonction g «holomorphe» dans JU, telle que g(b) + g(c). 
Puisque g n’est pas constante sur N, N n’est pas compact. Or l’adhérence NV 
de N dans U, qui est contenue dans-M, est compacte et se compose de N et 
d’un unique point d¢W. On peut supposer que g(d) = 0 (en rajoutant au 
besoin une constante 4g). La fonction g induit sur le compact WV une fonction 
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continue, nulle en d, et non constante; donc |g(zx)| atteint sa borne supérieure 
sur WV en un point qui appartient 4 N. D’aprés le principe du maximum, 
g doit étre constante sur N, d’ot une contradiction. 

Lemme 2. JI existe un ensemble fini F de fonctions f,¢ A,, nulles au point a, 
et n’ayant aucun autre zéro commun au voisinage de a. 

En effet, d’aprés (iii), il existe un systéme fini de fonctions «holomorphes» 
au voisinage de a, et qui réalisent W, au voisinage de a, comme sous-espace 
analytique d’un ouvert d’un espace numérique. Ces fonctions, qu’on peut 
supposer nulles en a, n’ont aucun autre zéro commun dans W au voisinage de a. 
Il reste 4 trouver un systéme fini de fonctions «cholomorphes» au voisinage de a, 
nulles en a, et sans zéro commun dans V au voisinage de a. 

Soit U un ouvert comme dans (ii,). Supposons qu'il existe un point 
%o€Vr\U tel que toute fonction «holomorphe» dans U et nulle en a soit 
nulle en z,; alors, pour tout point z ¢ VU, distinct de 2, il existe une / 
«holomorphe» dans U telle que /(x) + f(z ); en ajoutant une constante A /, 
on peut supposer que f(a) = 0, done /(z,) = 0, et par suite {(z) +0. Ainsi, 
en enlevant au besoin le point z, de l’ouvert U, on peut supposer que, pour 
tout point z¢ VU, il existe une f «holomorphe» dans U, et telle que 
f(a) = 0, f(z) +0. 

On va alors prouver, par récurrence descendante sur l’entier n, la pro- 
position suivante: il existe un systéme fini de /, holomorphes dans U, nulles 
en a, et telles que l'ensemble des zéros communs aux f, situés dans V ~\ U 
scit un sous-ensemble analytique de dimension < 7 (i.e.: dont toutes les 
composantes irréductibles sont de dimension < n). Pour n = —1, le lemme 2 
sera établi. Or l’assertion & démontrer est triviale pour n = m (dimension 
de V). Supposons-la prouvée pour n, et montrons qu’on peut adjoindre aux f, 
une fonction g <holomorphe» dans U, nulle en a, de maniére que l'ensemble 
des zéros communs aux f; et a g situés dans V -\ U soit de dimension < n — 1. 
Soit D l'ensemble des zéros communs aux f/f, situés dans V ~\ U; l'ensemble 
des composantes irréductibles (au sens global) de D est dénombrable; choi- 
sissons un point z, dans chacune d’elles. Pour chaque zx, il existe une g, 
«holomorphe» dans U, et telle que g,(a) = 0, g,(z,) +0. Il est facile de 
trouver des constantes c, de maniére que la série 3’ c,g,(z) converge uni- 

K 


formément sur tout compact contenu dans U, et que sa somme soit + 0 en 
chacun des points z,. Cette somme g est holomorphe dans V -\ U, puisque V 
est un espace normal; done g est «holomorphe» dans U, et toutes les com- 
posantes irréductibles de l'ensemble des points de D ot g=0 sont de di- 
mension < n — 1. Ceci achéve la démonstration. 

Lemme 3. J/ existe wne fonction { € A,, nulle en tout point de W assez 
voisin de a, mais qui n’est identiquement nulle dans aucun voisinage de a (autre- 
ment dit, f est + 0 comme élément de |’anneau A,, mais son image dans 
l’anneau B, de l’espace analytique W est nulle). 

Démonstration: prenons des fonctions /,,...,/, «holomorphes» dans un 
ouvert U contenant a, de maniére que l’application /: U + C" qu’elles 
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définissent induise un isomorphisme de l’espace analytique W ~\ U sur un sous- 
ensemble analytique W’ d’un ouvert U’CC*. Ceci est possible & cause de 
Vhypothése (iii), qui dit en outre que W’ est de dimension < _m. On peut 
supposer U assez petit pour satisfaire a (ii,). On peut de plus supposer que U’ 
est un ouvert d’holomorphie; alors toute fonction holomorphe sur W’ est (glo- 
balement) induite par une fonction holomorphe dans U’, d’aprés Ja théorie 
des faisceaux analytiques cohérents. Soit U,= Ur\f-(U’); il existe un 
voisinage ouvert U, de a, contenu dans U,, et tel que VU, soit connexe 
(hypothése (i)). On va montrer qu’il existe une fonction «holomorphe» dans U,, 
nulle sur W r\ U,, et non identiquement nulle dans U,, ce qui établira le lemme 3. 

Pour toute fonction g «holomorphe» dans U,, il existe une fonction g 
holomorphe dans U’, telle que g(x) = @(f,(z), . . ., f,(2)) pour tout «Wr U,,. 
La fonction g — (jf, . . ., f,) est «holomorphe» dans U, et nulle sur Wr U,. 
Deux cas sont alors possibles: 1° l’application f envoie U, dans W’; alors, 
pour des raisons de dimension, les fonctions /,,...,/, ne séparent pas les 
points de V -\ U,, et puisque les fonctions «holomorphes» dans U, séparent 
les points de V -\ U,, il existe une g «holomorphe» dans U,, telle que g — 
(fy ---+ fn) (qui est nulle sur W 7) U,) ne soit pas identiquement nulle dans 
V -\ U,; 2° Vapplication f n’envoie pas U, dans W’; alors il existe une fonction 
y holomorphe dans U’, nulle sur W’ et + 0 en un point de la forme f(z), 
avec x € U,; alors yof est «holomorphe» dans U,, nulle sur W 7 U,, mais 
non identiquement nulle dans Uj. 

Dans les deux cas le lemme 3 est démontré. 

Définition: nous dirons qu’un systéme fini F de fonctions /;¢ A, est adé- 
quat s’il satisfait aux conditions suivantes: 

(a) les f, sont nulles en a et n’ont aucun autre zéro commun au voisinage 
de a; 

(b) l'une des f, (soit f,) s’'annule identiquement sur W au voisinage de a 
mais n’est identiquement nulle dans aucun voisinage de a; 

(c) F contient un systéme de fonctions qui définissent un isomorphisme 
de l’espace analytique W/\U sur un sous-ensemble analytique d’un ouvert 
d’un espace numérique (U désignant un voisinage ouvert assez petit de a). 

Les lemmes 2 et 3 prouvent qu’il existe des ensembles adéquats. 

Définition: soit F un. ensemble adéquat de n fonctions /,¢A,.- On dira 
qu’un voisinage ouvert U de a (dans X) et un voisinage ouvert U’ de l’origine 
dans C" sont F-adaptés s’ils satisfont aux conditions suivantes: 

1° les f; sont «holomorphes» dans U, et l’application f: U + C" définie 
par les /; applique U dans U’; 

2° l'application f: U + U’ est propre, et f-1(0) \ U = {a}; 

3° f induit un isomorphisme de l’espace analytique W -\ U sur son image W’ 
(qui est alors un sous-ensemble analytique de U’); 

4° f-1(W’) \V AU est un sous-ensemble analytique K de VU, de di- 
mension < m. 


Lemme 4. Pour tout ensemble adéquat F, il existe des couples (U, U’) aussi 
petits qu'on veut, et F-adaptés. 
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Démonstration: il existe évidemment un voisinage ouvert U, de a, aussi 
petit qu’on veut, tel que les /,¢ F soient «holomorphes» au voisinage de 
Vadhérence U,, qu’on peut supposer compacte. D’aprés (a), on peut supposer 
que a est unique zéro commun aux /, dans U,. D’aprés (c), on peut choisir 
en outre U, de maniére que l’application f définie par les /,¢ F induise un 
isomorphisme de l’espace analytique W 7-\ U, sur son image. On peut de plus 
supposer que l’espace analytique V7\U, est connexe, & cause de (i); 
d’aprés (b), la fonction f,¢ F est nulle sur W/\ U, mais n’est identiquement 
nulle au voisinage d’aucun point de V -\ U;, puisque V 7 U, est irréductible. 

U, étant ainsi choisi, prenons dans C" un voisinage ouvert U’ de l’origine, 
arbitrairement petit, de maniére que {(W7\U,)7\U’ soit un sous-ensemble 
analytique fermé dans U’; on peut supposer en outre U’ sans point commun 
avec l'image, par l’application /, de la frontiére (compacte) de U,. Posons 


U =U") A0,. 


On va montrer que le couple (U, U’) est F-adapté, ce qui établira le lemme. 4. 

Il est évident que U et U’ satisfont aux conditions 1° et 3° des couples 
F-adaptés. Montrons que 2° est vérifié: soit C’ un compact contenu dans U’, 
et C =f-1(C’)-\U. L'adhérence de C dans U, est compacte; tout point b 
adhérent a C satisfait a {(b) € C’, donc 6b n’est pas un point frontiére de U,, 
et par suite b ¢ U,, d’ot b € f-1(U’) \U,= U. Puisque C est fermé dans U, 
on a b€ C, ce qui prouve que C est compact. Ainsi l’application /: U + U’ 
est propre, et la condition 2° est vérifiée. Il reste 4 montrer que 4° a lieu: 
or K=f-!(W’)\ VU est évidemment un sous-ensemble analytique de 
V-\U, et pour prouver que K est de dimension < m, il suffit de voir que 
K n’a aucun point intérieur. Si XK avait un point intérieur, la fonction f, 
serait nulle dans un ouvert non vide de V ~\ U, contrairement Ace qui a été 
dit. Le lemme 4 est ainsi entiérement démontré. 

Lemme 5. Soit F un ensemble adéquat, et soit (U, U’) un couple F-adapteé. 
Si U a &é choisi assez petit, Vimage {(U) est wn sous-ensemble analytique X’ 
de U', purement m-dimensionnel, et irréductible au point 0 € C". 

Démonstration: nous supposons U assez petit pour que le lemme | lui 
soit applicable. Soit z, un point quelconque de (V ~\ U) — K, c’est-d-dire un 
point de U tel que f(z) ¢ W’'=/(WU). Puisque l’application f: U + U’ 
est propre, l'ensemble f-'(f(z,)) est compact; cet ensemble ne rencontre 
pas W, donc (lemme 1) il est fini. Ainsi l’application / est «non dégénérée» au 
point z,; d’aprés la proposition 1, il existe un voisinage de x, que / applique 
sur un sous-ensemble analytique au voisinage du point x) = f(z»), et ce sous- 
ensemble analytique est irréductible au point xj, et de dimension m. Soient 
alors x, les points de VU, en nombre fini, qui appartiennent 4 /~'(29); si 
& chaque z, on associe un voisinage 2, de x, (dans V), il existe un voisinage X’ 
de x tel que f-'(Z’) soit contenu dans la réunion des Z,, parce que / est propre. 
Donec l'image {(U) = X’ est, au voisinage de chacun de ses points 2) qui 
n’appartient pas & W’, la réunion d’un nombre fini de sous-ensembles analyti- 
ques, irréductibles en z, et de dimension m. 
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Ainsi X’— W’= M’, qui est fermé dans U’— W’ puisque f est une appli- 
cation propre de (V ~\ U) — K dans U’— W’, est un sous-ensemble analytique 
purement m-dimensionnel de U’— W’. Puisque W’ est un sous-ensemble 
analytique de U’ de dimension < m, un théoréme de REMMERT et STEIN’) 
permet d’affirmer que l’adhérence M’ de M’ dans U’ est un sous-ensemble 
analytiqie purement m-dimensionnel. Or M’ n’est autre que X’'= M’U W’; 
en effet X’ est fermé dans U’ (puisque f est propre), et tout point de W’ est 
adhérent 4 X’— W’ parce que (V -\ U) — K est dense dans V 4 U. 

Ainsi X’= /(U) est un sous-ensemble analytique de U’, purement m- 
dimensionnel. X’ est irréductible & lorigine 0 € C*: en effet, soit ~ une fonction 
holomorphe dans C" au voisinage de 0; la fonction gof est «holomorphe» 
dans X au voisinage de a. Puisque l’anneau A, est intégre (proposition 3), 
l’anneau des germes de fonctions induites sur X’, 4 l’origine 0, par les germes de 
fonctions holomorphes de l’espace ambiant C*, est un anneau d’intégrité. 
Ceci prouve que le sous-ensemble analytique X’ est irréductible au point 0. 

Lemme 6. Soit F un ensemble adéquat, et soit X' comme dans le lemme 5. 
Il existe un systéme fondamental de couples F-adaptés (U, U') tels que V'espace 
analytique (X’'— W')r\U" soit globalement irréductible; pour chacun deux, 
Vapplication { définit f-'(X'—W')~\U comme revétement ramifié de 
(X’— W") 0 U"; son degré est indépendant du couple (U, U’), et f-*(X' —W') \U 
et V-\U sont connexes. 

Démonstration: puisque X’ est irréductible au pcint 0, il existe un systéme 
fondamental de voisinages ouverts U’ de 0 tels que i’espace analytique X’ > U’ 
soit globalement irréductible; il en est alors de méme de (X’— W’) U’, 
puisque la dimension de W’ est strictement inférieure 4 celle de X’. Pour 
un tel U’, posons U = f-1(U’); il est clair que le couple (U,U") est F-adapté. 
L’application analytique f-!(X’— W’)-\ U + (X'— W’)-\ U’ induite par f est 
évidement propre, et on a vu que l'image réciproque de tout point de X’— W’ 
est finie; done f-?(X’— W’) A U est un revétement ramifié de (X'— W') AU’. 
Son degré ne dépend pas du couple (U, U’) en vertu de la derniére assertion 
du §2. Il reste & montrer que l’espace analytique /-!(X’— W’)”U est 
connexe, d’ou il résultera évidemment que l’espace analytique V 7 U, dans 
lequel il est partout dense, est aussi connexe. 


Or soit d le degré du revétement ramifié. Pour chaque point 2’ d’un ouvert 
partout dense de (X’— W’)-\ U’, l'image réciproque f/~'(x’) se compose de d 
points, qui tendent vers a quand 2’ tend vers 0. Soit U, un voisinage ouvert 
de a contenu dans U, et tel que VU, soit connexe (condition (i)); l’es- 
pace analytique f-'(X’— W’) - U,, obtenu en retranchant de V > U, un sous- 
ensemble analytique de dimension < m, est connexe. Considérons alors les 
composantes connexes de f-!(X’— W’) -\ U; une seule rencontre U,, et son degré 
(comme revétement ramifié de (X'— W’)-\ U') est égal a d, d’aprés ce qu’on 
vient de voir. Comme le degré d de {-!(X’ — W’) -\ U, comme revétement ramifié 
de (X’— W’) -\ U’," est égal 4la somme des degrés de ses composantes connexes, il 


*) Voir (6), ainsi que [4], Exposés XIII et XIV de K. Sremy. 
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s’ensuit qu’il y a une seule composante connexe, et ceci achéve la démonstration. 
Définition: le degré commun des revétements ramifiés qui interviennent 
dans le lemme 6 s’appellera le degré de l'ensemble adéquat F,, et sera noté d(F). 
Lemme 7. Soient FCF deux ensembles adéquats. Soit (U,U’) un couple 
F-adapté tel que, si Von pose X'={(U), W'=f{(WU), X’— W’ soit glo- 
balement irréductible. Supposons en outre U assez petit pour que les fonctions 
de F soient «holomorphes» dans U, et soit jf: U + C* Vapplication définie par les 
fonctions de F. Notons x: Ci+ la projection naturelle, et soit X'=](U), 
U’=2-1(U'). Alors le couple (U, U") est P-adapté, et Vapplication f : 
U — f-1(W’) + X’— W’ est composée des deux applications analytiques 


U —f(W") + XX naw) 4 x Ww. 


L’ espace bo 7. a~1(W’') est globalement irréductible, les deux applications i 
et {, définissent des revétements ramifiés, et l'on a 


(3) deg (F) = deg (F) deg (/,) . 


Démonstration: { se factorise évidemment en }: U—+ C* et a: Ci Cr, 
Du fait que f est une application propre de U dans U’, il résulte aussit6t que j 
est une application propre ' de U dans U’. Il est clair que U et U’ vérifient les 


conditions d’un couple P-adapté. Puisque X’— W’ est globalement irré- 
ductible par hypothése, le lemme 6 dit que U — /f-!(W’) est globalement 
irréductible, donc son image par i, qui est r—X'n a~1(W’), est globalement 
irréductible. D’autre part, il est clair que l’application /, induite par la pro- 
jection x est propre, et que l'image réciproque, par /,, d'un point de X’— W’ 
est finie. Donc /, est un revétement ramifié; la relation (3) résulte alors de la 
proposition 2. 

Lemme 8. Il existe un ensemble adéquat F dont le degré d(F) est égal a 1. 

Démonstration: prenons un ensemble adéquat F et un couple F-adapté 
(U, U’). Tl existe dans X’— W’ un point x; tel que, pour tout point 2’ assez 
voisin de xj, l'ensemble f-!(x’) se compose de d(/’) points. Si U a été choisi 
assez petit, hypothése (ii,) s’applique A U; il existe donc un systéme fini G 
de fonctions «holomorphes» dans U qui séparent les d(F) points de f-*(x9). 
Soit F le systéme obtenu en adjoignant a F les fonctions de G; F est adéquat, 
et, avec les notations du lemme 7, le degré du revétement /, est égal A d(F). 
D’aprés (3), on a d(F) = 1, ce qui démontre le lemme 8. 

Considérons désormais un systéme adéquat F tel que d(F)='. Soit X’ 
comme dans le lemme 5, et soit B l’anneau des germes induits sur X’, au 
point 0 ¢ C*, par les germes de fonctions holomorphes de l’espace ambiant C". 


On sait que la cléture intégrale B de V’'anneau d'intégrité B est un B-module 


de type fini; soit (y,;) un systéme fini de générateurs de B sur B. Puisque 
lanneau A, est intégralement clos (proposition 3), il existe un élément g,¢ A, 
qui induit la fonction g,of aux points de V (suffisamment voisins de a) ot 
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cette fonction est définie. _Adjoignons les g; au systéme adéquat F; on obtient 
un systéme P, et on a d(F) =1 | puisque d(F) divise d(F)=1. Soit j lappli- 
cation définie par le systéme FP; f applique un voisinage de a sur un sous- 


ensemble analytique X', normal a Yorigine 0. Alors X’ est normal en chacun 
de ses points assez voisins de 0, puisque l'ensemble des points ot un espace 
analytique n’est pas normal est fermé. 


Ecrivons de nouveau F, / et X’ au lieu de P, jet X’. Choisissons un couple 
F-adapté (U, U’) assez petit pour que X’ soit normal en tout point de X’ > U’. 
Soit K = f-?(W’)~\ V ©. U, sous-ensemble analytique de V -\ U, de dimension 
<m. On va montrer que K est vide. Raisonnons par |’absurde: supposons 
qu'il existe z,¢ U tel que z,¢ W et f(z.) « W’. Appliquons le lemme 1 a 
lensemble compact f{-1(f(z))\U, qui rencontre W en un seul point z,, 
distinct de z). On en conclut que l’application f est non dégénérée en 2», 
done (proposition 1) f applique tout voisinage de x, sur un sous-ensemble 
analytique de dimension m au voisinage de {(z,); puisque X’ est irréductible 
au point /(z,), f applique tout voisinage de x) sur un voisinage de /(z,) dans 
X’. Puisque / définit (V ~U)— K comme revétement ramifié de degré 1 de 
lespace normal X’— W’, { est un isomorphisme de (V 7, U) — K sur X'— W’, 
et en particulier / ne prend jamais deux fois la méme valeur dans (V ~\ U) — 
Aux points de (V ~\U) — K assez voisins de z,, f ne peut donc prendre ses 
valeurs que dans W’, ce qui impliquerait que K posséde un point intérieur: 
contradiction. 

Nous pouvons maintenant achever la démonstration de la proposition 4. 
En effet, application f définie par le systéme F applique biunivoquement 
VU sur X'— W’, et WOU sur W’; f est donc une application biunivoque 
de U sur X’, et comme / est continue et propre, f est un homéomorphisme de U 
sur X’. Il est immédiat que, par cet homéomorphisme, chaque anneau A, 
(x € U) se transporte sur l’anneau des germes de fonctions holomorphes sur 
X’ au point f(z). La proposition 4 est donc entiérement établie. 

Le théoréme 2 est, du méme coup, démontré. 
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Einleitung 


Gegeben sei der n-dimensionale komplexe lineare Vektorraum C" der 
n-Tupel (z,,...,2,), mit z,=2j+42;',j=1,2,...,n. Die 2n-Tupel (zj, . . ., 2}, 
zj',..., 2%) bilden den dem C*" zugeordneten reellen linearen Raum R™. 
Im R* sei eine Punktmenge M durch ein reelles Gleichungssystem 9,(zj, . . .,2;, 
zy,---»%,)=0, 7 =1,2,...,k, oder in Parameterform 2; = &(t, . ..,t); 
xj’ = &)' (4, ..-,4); 7 =1,2,...,m, gegeben. Unser Problem lautet: Wann 
stellt M eine analytische Menge dar, oder — falls dies nicht der Fall sein sollte — 
wann ist M eine Schar analytischer Mengen? Zur Beantwortung dieser Fragen 
muB man gewisse Anforderungen an M und die definierenden Gleichungen 
stellen, die zugleich den zur Lésung zu beschreitenden Weg bestimmen. 
Um einen Uberblick zu gewinnen, wird man zunachst lineare Mannigfaltigkeiten 
im R® betrachten. In diesem Falle kann die Fragestellung mit elementaren 
Mitteln der linearen Algebra behandelt werden’). Dabei ist die Verwendung 
von Matrizen mit komplexen Elementen zweckmaBig, die wir folgendermaBen 
bezeichnen: 


ao z, by, +++ Din Biry-++> Din 
--(*); :-(*), a B- (occ) 
Ly z, ef one 


Ein reelles Gleichungssystem im R® schreibt sich dann in der komplexen 
Form: 


(0.1) Bu+ BE+ y=0, 
1) Siehe auch: F. Sommer [9]. 
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wobei y, ein reeller m-zeiliger Spaltenvektor ist. Hier gilt nun u.a. die 


folgende Aussage: 
Die Matrizengleichung (0.1) stellt genau eine (2k — r)-reellparametrige 
Schar paralleler analytischer Ebenen der komplexen Dimension n — k dar, wenn 


(0.2) Rang (B, B) = Rang (B, B, yo) =rund Rang B =k ist. 


Das System (0.1) stellt eine analytische Ebene der Dimension n —k dar, wenn 
r = 2k ist. 
Beschreibt man die Mannigfaltigkeit durch reelle Parameter in der Form 


(0.3) z= Lt+ x, 
mit 
ee b ma 
L=(:777:2::) komplex, ¢ -(: ) in, -( ) wakiinde. 
® ol. t Zon 
so folgt: 


Die lineare Mannigfaltigkeit (0.3) stellt genau eine (21 — r)-reellpara- 
metrige Schar analytischer Ebenen der komplexen Dimension r —I dar, wenn 


(0.4) Rang L=1 und Rang (7) wy 


ist. Ist r = 21, so liefert (0.3) eine analytische Ebene der Dimension I. 

Die weiteren Untersuchungen sind den gekriimmten Flichen im R™ 
gewidmet. Hier liegt ein Problem der komplexen Differentialgeometrie vor, 
und in diesem ersten Teil unserer Untersuchungen soll die Methode entwickelt 
werden, mit der sich die angegebene Problemstellung behandeln und lésen 
1a8t. Das wesentliche Hilfsmittel ist der Kalkiil der infinitesimalen Trans- 
formationen.*) Mit seiner Hilfe werden wir zunachst den bekannten Satz’) 
zeigen, daB eine einmal stetig differentiierbare Mannigfaltigkeit M®”, die nur 
aus gewohnlichen Punkten besteht, genau dann eine analytische komplex- 
m-dimensionale Mannigfaltigkeit ist, wenn sie in jedem Punkt eine m-dimen- 
‘ sionale analytische Haupttangente besitzt. Ob dies der Fall ist, laBt sich 
unmittelbar aus den Rangzahlen der Funktionalmatrizen gemaB den obigen 
Bedingungen fiir analytische Ebenen erkennen. Dieser Satz von Levi-Crvira 
gibt uns die Méglichkeit, den entscheidenden Satz fiir die folgenden Unter- 
suchungen zu beweisen: 

Eine zweimalig stetig differentiierbare Mannigfaltigkeit M*"-" ist in der 
Umgebung eines Punktes P genau dann eine (21 —r)-parametrige Schar 
analytischer Mannigfaltigkeiten a", wenn es in der Umgebung des Punktes P 
eine (n —l)-dimensionale Verteilung von kontravarianten Tangentialvektoren 
an M**-* vom Typus (1.0) gibt, die zusammen mit ihren konjugiert komplexen 
Vektoren integrabel sind. 


®) Siehe: S.-S. CHeRn [3] und Cu. Cuevaiey [4]. 
%) Siehe: T. Levi-Crvrra [7]. 
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Der SchluB dieser Untersuchungen ist einigen Anwendungen des obigen 
Satzes gewidmet. 

Hierher gehért z. B. die Charakterisierung analytischer Hyperflaichen: 
Eine Hyperflache im C* sei durch eine reelle, zweimal stetig differentiierbare 
Gleichung 





P(Xqp - - +> Mao By. +» BH) =O 
mit 
a ag 
Rang (35-32) 


gegeben. Es sei 
, ; 29 v  2P a 8 s 
Vo= 2 oz, 4% d 9= 2 93, 9% d'd 9= 2 2,02, 2% oF, ° 
Dann ist notwendig und hinreichend dafir, daB die Hyperflache in der Um- 
gebung eines jeden Punktes eine einparametrige Schar analytischer Mannig- 
faltigkeiten M _“ ist, das Verschwinden der alternierenden Differentialform 
dp id’ odd" p auf der Hyperfliche: 


(0.5) dpAd'gpidd'gp=0. 


Diese Beziehung liefert fiir n = 2 das Verschwinden des Levischen Differential- 
ausdrucks*), und fir beliebiges n ist sie dquivalent mit den Bedingungen von 
KrzosKa'). 

Als weitere einfache Spezialfalle lassen sich die drei- und vierdimensionalen 
Mannigfaltigkeiten im C" vollstandig behandeln sowie einige weitere Spezial- 
fille beliebiger Dimensionen. Auf die komplizierteren Fille soll in einer 
weiteren Arbeit eingegangen werden. 


1. Lineare Mannigfaltigkeiten 


V" sei ein 2n-dimensionaler linearer Vektorraum iiber dem Kérper der 
reellen Zahlen. Im V™ seien zwei lineare Automorphismen J und Q gegeben, 
die den Bedingungen 


(1.1) J?=—1, 
(1.2) Y=1, 
(1.3) JQ+QJ=0 


geniigen. Ist a= «+ if eine komplexe Zahl und z ein Element aus V™, 
so wird durch die Festsetzung 


ax=azx+ BpJx 
beziiglich dieser Multiplikation der V®" zu einem n-dimensionalen linearen 


Vektorraum V% iiber dem Korper der komplexen Zahlen. Der V™ wird also 
durch den Automorphismus J mit einer komplexen Struktur versehen. Speziell 





*) Siehe: E. E. Lev [6]. 
5) Siehe: J. Krzosxa [5]. 
Math. Ann. 136 
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ist iz = Jz. Den Vektor 7 = Qz nennen wir den zu zx konjugiert komplexen 
Vektor (beziiglich Q). 
Der Automorphismus Q gibt AnlaB zur Bildung der Projektionsoperatoren 
=1/,(1 + Q), J =4/, (1 — Q), die wegen (1.1) bis (1.3) den Relationen 


(1.4) R+I=1, 

(1.5) RR=R,11=1,RI=IR=0, 
(1.6) QR=RQ=R, QI=1Q=—1, 
(1.7) I=JRJ— 


geniigen. Aus (1.7) folgt, daB die Raume VR = R(V™) und V7 =1(V) 
gleiche Dimensionen haben, aus (1.5), daB ihr Durchschnitt der Nullvektor 
ist, und daher aus (1.4), daB die Summe ihrer Dimensionen 2n ist. Folglich 
haben V% und V7 die Dimension n. Wir nennen V% den reellen Teilraum, 
V7 den imagindren Teilraum von V?, beziiglich des Operators Q. V}, ist dadurch 
gekennzeichnet, daB seine Elemente durch Q elementweise festgelassen werden ; 
denn aus z = Qz folgt nach (1.4) bis (1.6): 


z=Reilx=QRei Qle=Rze—-Iz, 


also x= Rx. Andererseits ist QRx = Ra. Daher werden genau die Punkte 
aus V} elementweise festgelassen. Vj ist derjenige Teilraum, dessen Elemente z 
durch Q in — z iibergefiihrt werden. Aus (1.7) folgt V? = J(V%); denn-es ist 
J (Vi ) = J R(V™) = IJ (V™) = 1(V™) = Vz. Beachtet man noch, daB 
kO\ Vi = 0 ist, so ergibt sich, daB jede Basis u,,.. ., u, des reellen Teilraumes 
* eine Basis des Raumes V?, ist; denn u,,..., U,, J U,, ..., JU, sind linear 
unabhangig und spannen daher den gesamten Raum V” auf. 
Umgekehrt gibt es zu jeder Basis u,,...,u, des V% einen Automorphis- 
mus Q mit den Eigenschaften (1.2) und (1.3), der den durch u,,..., u, auf- 
gespannten reellen nan als seinen reellen Teilraum V% besitzt: 7 ordne 


jedem_Vektor z = y 4 x,uU,, mit komplexen z,, den Vektor 7 = Pt. t,U, Zu. 


Zu einem any Vi gibt es héchstens einen Setniewifibtintes 0 mit den 
Eigenschaften (1.2) und (1.3), dessen reeller Teilraum V%, ist. Gabe es zwei 
solche Automorphismen Q und Q* mit den zugehérigen Projektionsoperatoren 
R, R*, I, I*, so ware mit V} auch der imaginare Teilraum V} = J (V%) beiden 
gemeinsam. Fiir jedes z,¢ VR ware dann Rz,= R*z,= 2z,, 1x,= I*z,= 0 und 
fiir jedes z,¢ V7 entsprechend: Iz,=1*z,——2,, Rxz,=R*xz,=0. Nun 
14Bt sich jedes x eindeutig in der Form z = x, + 22, 2,¢ VR, x,¢ V7 darstellen, 
und daher ist 


Qz = (R—1) (z,+ 2,) = Rx,—I 2, = R* x,—I* x, =(R*—I*) (2, + 2) = Q* x 
fir jedes x, also Q = Q*. 

Die Operatoren Q und die von einer Basis u,,..., u, des V2 aufgespannten 
reellen Teilriéume V} sind also einander eineindeutig zugeordnet. Insbesondere 
hangt der Operator Q nicht von der Wahl der Basis w,, . . ., u,, des Teilraumes 
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V% ab. Man kann also jeden von Null verschiedenen Vektor aus Vj, als Basis- 

vektor u, wahlen. Dann liegt Ju, niemals in V%. Also enthalt V} keine 

analytische Gerade, d.h. keinen 2-dimensionalen reellen Raum der Gestalt 

x =Au, u+0, wobei A ein komplexer Parameter ist. Umgekehrt ist eine 

Basis u,,...,U, eines Raumes V", der keine analytische Gerade enthilt, 

stets auch eine Basis des Raumes V%. Sonst waren u,,...,U,, JU,,...,J7u, 
n 


linear abhangig, und es gabe eine reelle Linearkombination »* «,Ju,, die 
k=1 


n n 
von Null verschieden ware und in V" lige. u= 3 a, u, undJu= > a,Ju, 
k=1 k=1 


wirden dann in V" liegen, und z = Au, A komplex, ware entgegen der Voraus- 
setzung eine in V" liegende analytische Gerade. Also sind die Operatoren Q 
und die Raume V*, die keine analytische Gerade enthalten, einander eineindeutig 
zugeordnet. 

Zwei Operatoren Q und Q*, die zu derselben komplexen Struktur J 
gehéren, unterscheiden sich um eine Transformation 7’, die mit J vertauschbar 
ist: Q*=TQ, also TI = Q*Q7J = Q*QJ =— Q*JQ=JQ*Q=IQ*Q? 
= J T. Eine solche Transformation, die mit J vertauschbar ist, heiBt analytisch. 
Mit solchen Transformationen wollen wir uns nun beschaftigen. 

Neben V® sei ein zweiter linearer Vektorraum V2™ iiber dem Kérper der 
reellen Zahlen gegeben und in V2™ zwei lineare Operationen J, und Q,, die 
analog zu J und Q den Relationen (1.1), (1.2) und (1.3) geniigen. Durch J, 
wird auch der Raum V%™ zu einem komplexen Raum V™,. Eine lineare 
Abbildung y = Az von V™ in V2", die der Relation 


(1.8) J,A=AJ 


geniigt, heiBt eine analytische Abbildung. Die Relation (1.8) ist notwendig 
und hinreichend dafiir, daB die Abbildung A eine komplex-lineare Abbildung 
von V% in V%,, liefert. 


Gilt fiir die Abbildung A die Beziehung 
(1.9) J,A=—AJ, 


so heiBt A antianalytisch. Jede lineare Abbildung A 1aBt sich eindeutig als 
Summe einer analytischen Abbildung B und einer antianalytischen Abbildung 
C schreiben: 


(1.10) A=B+iC 

mit 

(1.11) J,B=BJ, J,C=—CJ. 

Dazu setze man 

(1.12) B=1/,(A—J,AJ), C='/,(A+J,AJd). 


Man bestatigt sofort fiir B und C die Beziehungen (1.10) und (1.11). Anderer- 
seits folgt aus (1.10) und (1.11) unmittelbar die Darstellung (1.12) fir die 
Abbildungen B und C, die damit durch A, J und J, bestimmt sind. 

8* 
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Eine Abbildung A heift reell, wenn sie V™ in den reellen Teilraum V7, 
des Raumes V2" abbildet, d. h. wenn 


(1.13) QtA=A 


ist. Ist A analytisch, so sind Q, A und A Q antianalytisch; denn es gilt dann 
J (QA) = — QeI44 =—(Q,A)J und J,(AQ) = AJQ=— (AQ). 
Ebenso folgt: ist A antianalytisch, so sind Q, A und AQ analytisch. Die 
Abbildung 

(1.14) A=Q, AQ 


heiBt die zu A konjugiert komplexe Abbildung. Ist A analytisch, so ist auch A 
analytisch, ist A antianalytisch, so auch A. Eine reelle Abbildung A ist stets 
darstellbar in der Form 

(1.15) Ax=Bzr+ Bz, 


wobei B analytisch und B die zu B konjugiert komplexe Abbildung ist: 
B = Q, BQ, und Z der zu zx konjugiert komplexe Vektor: = Qxz. Umgekehrt 
ist jede Abbildung der Gestalt (1.15) reell. 

Eine Abbildung y = Az bildet den Raum V™ auf einen linearen Teilraum 
v’, von V%" ab. Die reelle Dimension r des Bildraumes V’, hei®t der Rang 
von A. Ist A analytisch, so ist V, ein komplex-analytischer Teilraum 7 * 
In diesem Falle ist r = 2& gerade und k heiBt der komplexe Rang der analytischen 
Abbildung A. Die Menge der durch A auf das Nullelement abgebildeten Vek- 
toren z aus V™ bildet einen linearen Vektorraum V™"~* der Dimension 2 — r. 
Ist A analytisch, so ist V-* ein komplexer Teilraum V%~* von V2. Um- 
gekehrt ist jeder lineare Vektorraum V**-"'C V™ das Nullstellengebilde einer 
linearen Abbildung A, und jeder kompleze Teilraum V",~* c V§ das Nullstellen- 
gebilde einer analytischen Abbildung A. Indessen braucht eine Abbildung A 
nicht notwendig analytisch zu sein, wenn ihr Nullstellengebilde ein komplexer 
Teilraum von V@ ist. So ist z. B. das Nullstellengebilde einer antianalytischen 
Abbildung ein komplexer Teilraum des V2. 

Der komplexe Teilraum V{, maximaler Dimension, der im Nullstellen- 
gebilde von A enthalten ist, ergibt sich wie folgt: Wir schreiben die Gleichung 
des Nullstellengebildes von A in der Form 


(1.16) 0= Br+Cz, 


wobei B analytisch und C antianalytisch ist. Mit x mu8 auch J z in V1, liegen, 
also der Gleichung (1.16) geniigen, d. h. es muB gelten: 


0=BJx+CJz, 
oder nach (1.11): 


0= Be—Cz; 
folglich in Verbindung mit (1.16): 
(1.17) 0= Be und 0=Cz. 


Diese Gleichungen sind also notwendige Bedingungen fiir die Vektoren von 
Vi,. GemaB (1.16) sind sie aber auch hinreichend. Es gilt somit: 
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(1.A) Der komplexe Teilraum V!, mazimaler Dimension im Lésungsgebilde 
des Gleichungssystems 0 = Ax = Bx + Cx, wobei B analytisch und C anti- 
analytisch ist, wird durch die Gleichungen 0 = Bx und 0 = C x gegeben. 

Fir reelle Gleichungen ist C = Q, B, so daB das System 0=C2x mit 
0 = Bz aquivalent ist. Schreiben wir Cx dann in der Form Bz, so gilt: 

(1. B) Der komplexe Teilraum Vi, maximaler Dimension | im Lésungs- 
gebilde des reellen Gleichungssystems 0 = Ax = Bx+ BZ ist durch das System 
0 = Bx gegeben. Hat B den komplexen Rang k, so ist | = n — k. 

Die reelle Dimension des komplexen Raumes V}, ist s = 21. Das Lésungs- 
gebilde des Systems 0 = Az hat die Dimension 2n —r, wenn r der Rang 
von A ist. Es ist stets s = 21 =2n—2k<2n—r. Das Gleichheitszeichen 
gilt genau dann, wenn r = 2k ist. Daher folgt: 

(1. C) Das reelle Gleichungssystem 0 = Ax = Bx + BE besitzt als Lésungs- 
mannigfaltigkeit genau dann einen komplexen Teilraum V!,, wenn der komplexe 
Rang von B gleich n —1 und der Rang von A gleich 2n — 21 ist. 

Ein linearer Teilraum V* des Raumes V2" kann auch in Parameterform 
als Bild eines reellen linearen Vektorraumes V™ gegeben sein: 


(1.18) «= Lt, 


wobei ¢ den Raum V™ durchlauft und L eine lineare Abbildung von V™ in 
V™ ist. Die Dimension r von V* ist gleich dem Rang von L. Wir wollen 
wieder die Frage nach dem komplexen Teilraum maximaler Dimension von 
V% in V* stellen. Wir betten V™ als reellen Teilraum V} in einen komplexen 
Raum V% ein und erweitern die Abbildung (1.18) zu einer analytischen 
Abbildung von V% in V%. J, liefere die komplexe Struktur von V7. Die 
Erweiterung von V"= V zu V% ist bis auf Isomorphie nur auf eine Weise 
méglich, und die Abbildung von V? in V% ist eindeutig bestimmt. Wir be- 
zeichnen sie wieder mit L. Die Abbildung ZL habe den komplexen Rang 1. 

Der gréBte komplexe Raum vic V’ besteht aus der Gesamtheit aller 
Vektoren x¢ V’, fiir die gleichzeitig ix in V" liegt. Also muB fiir diese x auBer 
(1.18) auch Jz = Lt’ mit t'¢ VR oder 


(1.19) z=—JLt', tcv™ 


gelten. Gleichung (1.19) liefert im V% einen reellen linearen Teilraum V4, der 
reellen Dimension r. Es ist dann 


(1.20) Ve = Ve VN V".. 


Die Dimension & la8t sich bestimmen, wenn wir die Summe V*= V"+ V4 
bilden. V* besteht aus allen Vektoren, die sich als Summe zweier Vektoren 
(1.18) und (1.19) darstellen lassen: 


z= Li—JLt, teV™, tev". 


Da L analytisch ist, so gilt nach (1.8): JL =LJ,, und daher enthalt V* 
alle Vektoren der Form 


z= L(t—J,t’). 
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Nun durchlauft ¢—J,t’ den gesamten Raum V7. Der Raum V* ist aber 
ein linearer komplexer Raum, dessen komplexe Dimension gleich dem Rang | 
von L ist. V* hat daher die reelle Dimension s = 2/. Aus der bekannten 
Relation fiir die Dimension von Vereinigung und Durchschnitt zweier linearer 
Raume folgt nun 21+ 2k=2r, also k=r—l. Wir fassen dies Ergebnis 
zusammen : 

(1. D) Bin linearer Teilrawm V" des Raumes V™, der durch eine Gleichung 
x = Lt gegeben ist, wobei t einen reellen linearen Vektorraum V™ durchliuft, 
besitzt einen maximalen komplexen Teilraum V‘;' der Dimension r —1, wenn r 
der reelle Rang und | der komplexe Rang von L ist. 

Bei der Komponentendarstellung der Vektorraume gehen die vorstehenden 
Abbildungen in Matrizengleichungen und ihre Rangzahlen in Rangzahlen der 
Matrizen iiber. Wahlen wir als Basis des V2" Vektoren (u,,...,u,, J %,,...,J U,), 
so lassen sich die Vektoren 


n n n 
z= J 2,u,=) xu,+ > 2 Ju,, % = %+i2,',9=1,2,...,n, 
v=1 v=1 v=l1 


durch n-zeilige komplexe Spaltenvektoren darstellen: 


x, zy *'\ 

° , 2 £0 , . ” ee 
z2z=|: J=r+tr ,F=—|: |,7 = ah 

Zn xy ae 


Entsprechendes gilt fiir die Vektoren y des Vektorraumes V2". Eine lineare 
Abbildung schreibt sich dann in der Form 


(1.21) y= Bre+Cz, 
wobei B und C komplexe Matrizen mit m-Zeilen und n-Spalten sind und 
== 2’—iz” ist. Aus (1.21) folgt noch 
(1.22) y—Cx+ Bz, 
und aus beiden Gleichungen (1.21) und (1.22) erkennt man, daB der reelle 
Rang der Abbildung (1.21) gleich dem Rang der komplexen Matrix 

B,C 


cma (a: 5) 


ist. Liegt eine reelle Abbildung vor, so ist C = B, und der Rang der Matrix 
(1.23) ist gleich dem Rang der Matrix (B, B). 

Stellt man einen reellen linearen Vektorraum in V% durch reelle Parameter 
dar: 
(1.24) «=Lt, 
wobei L eine komplexe Matrix und ¢ ein reeller Spaltenvektor ist, so hat man 
auch die Beziehung 


(1.25) z=Lt, 


und man erkennt, daB die reelle Dimension des Vektorraumes gleich dem Rang 
der komplexen Matrix 


(1.26) (7) 
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ist, wahrend der komplexe Rang der Abbildung (1.24) gleich dem Rang der 
komplexen Matrix L ist. 

Wir wenden die vorstehenden Ergebnisse auf lineare Mannigfaltigkeiten 
im C", dem Raum von n komplexen Veranderlichen, an. Im folgenden seien 
B und C komplexe Matrizen mit m Zeilen und n Spalten, B und C die zu 
B und C konjugiert komplexen Matrizen, x ein n-dimensionaler komplexer 
Spaltenvektor, Z der zu x konjugiert komplexe Vektor und y, ein m-dimen- 
sionaler komplexer Spaltenvektor. Dann folgt aus (1. A), (1. B) und (1. C): 

Satz1l. Gegeben sei eine reelle lineare Mannigfaltigkeit M im OC" durch 
eine Matrizengleichung 
(1.27) 0= Br+C%+ yw. 

Es sei 
B,C B, C, ¥ B 
r = Rang (> p) = Rang (3 r 7 ond k= Rang( >). 
Dann besteht M aus einer (2k —r)-parametrigen Schar zueinander paralleler 
analytischer Ebenen der komplexen Dimension n —k. Ist x, ein Punkt auf M, 
so geniigt die durch x, gehende (n — k)-dimensionale analytische Ebene der 
Gleichung 


(28 (2\0=(2) 


Es gibt in M keine analytische Ebene von héherer Dimension als n — k. 

Zusatz 1.1. Ist C = B und yp reell, so stellt (1.27) ein reelles Gleichungs- 
system dar. In diesem Falle ist 

r = Rang (B, B) = Rang (B, B, y,) und k = Rang B, 

und die durch einen Punkt x, von M gehende (n — k)-dimensionale analytische 
Ebene geniigt der Gleichung Bx = Bap. 

Zusatz 1.2. Hine Matrizengleichung (1.27) besitzt als Lésungsmannig- 
faltigkeit genau dann eine analytische Ebene der Dimension n — k, wenn 


Rang (3) — Rana (2 5) —2 Rang (7) ~ 28 


ist. 
Zusatz 1.3. Hine reelle Matrizengleichung 
0O= Br+ BE+ y% 
besitzt als Lésungsmannigfaltigkeit genau dann eine analytische Ebene der 
Dimension n —k, wenn 
Rang (B, B) = Rang (B, B, y.) = 2 Rang B = 2k 
ist. 

Zur Darstellung von M in Parameterform bedienen wir uns einer komplexen 
Matrix L mit n Zeilen und m Spalten und eines reellen m-zeiligen Spalten- 
vektors ¢. Aus Eigenschaft (1. D) folgt dann 

Satz 2. Hine reelle lineare -Mannigfaltigkeit M sei in der Form 
gegeben, wobei t alle reellen m-zeiligen Spaltenvektoren durchléuft. 
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Es sei 
r= Rang (7) und t= Rang L. 


Dann besteht M aus einer (21 —r)-parametrigen Schar zueinander paralleler 
analytischer Ebenen der komplexen Dimension r—l. M enthiilt keine analy- 
tischen Ebenen héherer Dimension. 

Eine Parameterdarstellung der durch einen Punkt z* auf M gehenden 
(r —1)-dimensionalen analytischen Ebene kann man auf folgende Weise 
gewinnen: ¢,,...,¢,—-, seien m—r komplex linear unabhangige komplexe 
Lésungsvektoren der beiden Systeme Lt = 0, Lt = 0. Sie bilden eine Basis 
aller Vektoren, die diesen beiden Gleichungen geniigen. t,,_,.,,...5tm—1 
seien weitere Lésungsvektoren des Systems Lt = 0, so daB ¢,,.. ., t,,-, eine 
Basis aller Vektoren bilden, fiir die Lt = 0 ist. 

Man setze nun 


(1.30) 2,= Lt; fir 7 =m—r+l1,....m—l. 
m—T m—t 
Dann sind die z; linear unabhingig,daausO= 3° Ajaj=L FS Ajt; 
aor i aaa j=m—r+l1 j=m—r+l1 
folgen wiirde: 3° Ajt;— >» b,t, und hieraus: b,=0,k = 1,2,...,m—r, 
j=m—r+1 k=1 
A; =0, 7 =m—r+1,...,m—l. Die Gesamtheit der x mit 
m—I 
(1.31) z= yy A; %; + a* 
j=m—r+l1 


bildet dann eine (r —/)-dimensionale analytische Ebene. 
Alle diese x lassen sich in der Gestalt (1.29) mit reellen ¢ darstellen: Aus 
(1.29) und (1.30) folgt zunachst fiir jedes x der Gestalt (1.31): 
m—Tt m—t 
z= DD AjgajtLi*t+am=L JF At+ Li*+2,, 
j=m—r+l1 ~ j=m-—rt+l1 
wenn z*= Lt*+ 2, ist. Aus Lt;= 0 folgt Lt;— 0 und daraus 


0=L a A;t,, 
j=m—r+l1 
folglich 
z= Lt+ x 
mit reellem 
m—I 
t= SJ (At +hiie. 

j=m—r+1 
Die Gleichung (1.31) liefert also fiir variable 2,, 7 =m—r+1,...,.m—l, 
die durch x* gehende in M liegende analytische Ebene maximaler Dimension. 


2. Analytisch geblitterte Mannigfaltigkeiten 
Den folgenden Betrachtungen legen wir den Raum C* der n-Tupel kom- 
plexer Zahlen (z,,..., ,), %j= x; + i2}', sowie den ihm zugeordneten Raum 
R* der 2n-Tupel reeller Zahlen (2zj,..., 2, zj,...,2,) zugrunde. Unter 
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einer infinitesimalen Transformation®) in einem Gebiet G des C™ verstehen 
wir ein kontravariantes Vektorfeld 


(2.1 xe PS X24+ F392 
ee “54 ta +77 oe, 


mit komplexwertigen hinreichend oft reell stetig differentiierbaren Funktionen 
X,, X¥,j = 1,2,...,n, in G, welches jedem Punkt P(z,,..., z,) aus @ den 
Vektor 


- . a, % J nm 
X(P) =) een 255+ XP (xy, - « -» Bay By. +» Bq) =— 
(33). ‘=* we 

zuordnet. Eine Transformation (2.1) soll vom T'ypus (1.1) heiBen. Wir nennen 
sie vom T ypus (1.0), wenn sie die Gestalt 


5 


. a 
2.3 X= xZ;=— 
(2.3) Per 
hat, und vom T'ypus (0.1), wenn sie die Gestalt 
(2.4) x-y'x ~ 


j=1 


hat. Eine Transformation heiBt analytisch, wenn sie vom T'ypus (1.0) ist und 
die X,; holomorphe Funktionen von (z,,..., z,) sind. Sie heiBt antianalytisch, 
wenn sie vom Typus (0.1) ist und die Xf antiholomorphe Funktionen von 
(z,,...,%,), also holomorphe Funktionen von (%,, .. ., Z,) sind. 

Jeder Transformation X ordnen wir ihre konjugiert komplexe Transfor- 
mation 


(2.5) X= 
i j= 
zu. Ist X = X, also X¥ = X, fiir 7 = 1,2,...,n, so heiBt X reell. 

SinngemaB heiBt auch ein Vektor X(P) im Punkte P vom Typus (1.1), 
(1.0) oder (0.1), wenn der zugehérige Operator (2.2) im Punkte P die Gestalt 
(2.1), (2.3) oder (2.4) hat. X(P) hei®t zu X(P) konjugiert komplex, wenn 
X(P) und X(P) entsprechend den Formeln (2.1) und (2.5) auseinander hervor- 
gehen, und X(P) hei&t reell, wenn X(P) = X(P) ist. 

Die Gesamtheit aller Vektoren X(P) in einem Punkte P bildet dort einen 
2n-dimensionalen komplexen Vektorraum V2". Dieser Raum besitzt einen 
Teilraum V% aller Vektoren vom Typus (1.0), den wir den analytischen 
Teilraum von V2" nennen. Er ist isomorph zum Vektorraum des C”. 

Die hier gegebenen Definitionen sind invariant gegenitber analytischen 
Koordinatentransformationen. 


zs @ 
Xia 


i 
a 


Te ? 
x} tS %s, 7 


" 
~ 
~ 


n n 
Aus zwei infinitesimalen Transformationen X = > Xx, +> XxX} - 
‘ j=1 4 j=l 3 








*) Zur Theorie der infinitesimalen Transformationen siehe: Ci. CHEvALLEY [4], 
insb. Kap. III. und 8.-S8. Cuern [3], insb. Kap. ITI, § 4. 
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or) n 

und Y= ¥ Y,5+ > ¥} in einem Gebiet @ erhalt man eine neue 
j=1 4 j=1 4 

Transformation durch Bildung des Klammerausdruckes 








(2.6) [X,Y]=YX-XY 
_yl Fs ax, ay, ax, _ 2%) 
= 2) ~ (7.5 Ox, —X, ox, az) +, y (ree a+ 
=i ge oxy ay} ax} aYf\| a 
+2, 2 (re —ihe Ox; +2 Aa at : Oz; 


Man liest aus dieser Formel unmittelbar ab, daB der Klammerausdruck [X, Y] 
gleichzeitig mit X und Y wieder vom Typus (1.0), vom Typus (0.1), analytisch 
antianalytisch oder reell ist. 

Wir betrachten jetzt eine reelle Mannigfaltigkeit M*"-* im C. Sie sei 
Jokal durch r reelle zweimal stetig differentiierbare Gleichungen 


(2.7) Py (qs - - «5 Begg By ss +p Bq) @ O, y=1,2,...,9r 


gegeben, wobei die Funktionalmatrix iiberall auf M*"-* den maximalen Rangr 
hat: 


a9, a9, 
(2.8) Rang (Gz , i ) =f 





Ein kontravarianter Vektor X(P) in einem Punkt P der Mannigfaltigkeit 
heiBt tangential an M®*"-*, wenn im Punkte P die Beziehungen 


(2.9) Xy,=0, v=1,2,...,7, 
gelten. ™ die q, reell sind, so besagt die mens (2.9), daB sowohl der 


Realteil = gy (Xx + X) als auch der Imagindrteil 5 - 7 (xX— X) von X(P) tangential 


an M*-' * aind, und damit gilt gleiches auch ee den Vektor X(P). Die Gesamt- 
heit aller Tangentialvektoren in einem Punkte P bildet einen (2 — r)-dimen- 
sionalen komplexen Vektorraum V2" ~’. 

Die Tangentialvektoren X(P) an die Mannigfaltigkeit M*"-* und die 
kontravarianten Vektoren der Mannigfaltigkeit im Punkte P sind einander 
eineindeutig zugeordnet. Ist (t,,...,t.,—,) ein Parametersystem, so daB in der 
Umgebung von P die Mannigfaltigkeit durch die zweimal stetig differen- 
tiierbaren Gleichungen 


X; = yy lt» - - -» ten-r) 


ny Xx, — wilt, ¥ ai ten—r) d ay re °: . 
Oy; 

gegeben ist, wobei die Funktionalmatrix a den Rang 2n —r hat, so 
at, 

sind den 2n—r linear unabhangigen Vektoren aa , k=1,2,...,2n—r in 


jedem Punkt einer Umgebung von P auf M™~-* die 2n —r linear unabhangigen 





soe Be oo. ee 
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reellen Vektoren 


(2.11) X= 2 ee PE k=1,2,..:,2n—r 
. e.. 1 Ot, Ox;  , Oh 23,’ Bis 0 , 
zugeordnet, die jeweils in dem betrachteten Punkt eine Basis des Vektor- 
raumes V2"~" bilden. 


Hat man in der Umgebung von P im C* eine infinitesimale Transformation X 
gegeben und sind auf M*"-' die Vektoren von X Tangentialvektoren an M*"~, 
so bilden die zugeordneten kontravarianten Vektoren der Mannigfaltigkeit M7" 
in M*"-* eine infinitesimale Transformation X*, die man die Beschriinkung 
von X auf M*- nennt. Ist Y eine zweite derartige Transformation, die eine 
Beschrankung Y* auf M*"-* besitzt, so besitzt auch [X, Y] eine Beschriankung 
[X, Y]* auf M™*-', und es gilt”): [X, Y¥]*=([X*, Y*]. Auf Grund dieses 
Zusammenhanges kénnen wir unsere Uberlegungen wahlweise im Bereich 
der infinitesimalen Transformationen X* von M*®"-" und im Bereich der 
infinitesimalen Transformationen X, die auf M™*~-" tangentiale Vektoren 
liefern, durchfiihren. 


Nun sei V*"-* der reelle Tangentialraum in einem Punkt P an M*-. 
Gilt jetzt 





ag 
2.12 Ren ( *) = 
( ) 8\5 Zp, 
so gibt es nach (1. B) einen Teilraum V%"~-** maximaler Dimension von 
v=-r, der ein komplexer Vektorraum V%~* ist und als solcher durch n —k 
linear unabhangige Vektoren vom Typus (1.0) 


(2.13) X= > x 


w=l 


“Fe y=12,....n—E, 
aufgespannt wird. Die X, sind n—k linear unabhangige Lésungen des 
eee » 
(2.14) = ZY, Gt =O, o=1,2,...,k. 
n=l 


Gemeinsam mit 


(2.15) Re S Zeek oeid....%—8, 
r “a 3 


_ 


bilden die X, und Xx, eine Basis aller Tangentialvektoren, deren Real- und 
Imaginarteile im reellen Unterraum V"~-** von V%"~-" liegen. Folglich 
bilden die reellen Vektoren 


Y,= 5 (X,+¥,) 
(2.16) ; _ | 9m 2,....8—k, 
Z,= 5, (X,—X,) 


") Siehe: Ci. CHevaLiey [4]. 
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gemeinsam mit 2k — r weiteren reellen Vektoren 
n a a 2 
(2.17) X,= J X,,-—+ DAXwse—, v= 2n—2k+1,...,2n—1, 
qat Om, m1 dz, 


eine Basis aller reellen Vektoren aus V2"~". 

Wir wollen nun annehmen, daB iiberall auf M?"-" die Rangzahl k konstant 
ist. Sicherlich gibt es in jeder Umgebung eines Punktes von M*"-* ein Gebiet 
auf M*"-', wo dies zutrifft. Dann kénnen wir in jedem Punkte von M2*-r 
den reellen Tangentialraum V*"~" konstruieren und zu ihm eine Basis mittels 
der Vektoren (2.13), (2.15), (2.17), wobei die Funktionen X,, und X,, min- 
destens (9 —1)-mal stetig differentiierbar sind, wenn M™-* wenigstens 
o-mal stetig differentiierbar ist. 

Auf diese Weise erhalten wir auf M*"~ eine Verteilung B reeller infinitesi- 
maler Transformationen der Dimension 2n — r und M®"~* ist Integralmannig- 
faltigkeit dieser Verteilung. 

Sei jetzt eine Unterverteilung von D durch 2n —/ linear unabhangige 
infinitesimale Transformationen Y,, v = 1, 2, . . ., 2n —l, gegeben. Eine solche 
Unterverteilung ist nach dem Frobeniusschen Lemma®) genau dann lokal 
integrabel, wenn die Klammerausdriicke (2.6) Linearkombinationen der Y, 
sind : 

2n—l 
(2.18) (Y,, Y,] = a Cite Fa 
ea 


In diesem Falle ist M"-* lokal darstellbar als (/ —r)-parametrige Schar 
(2 — l)-dimensionaler Teilmannigfaltigkeiten, deren Tangentialriume V™"-! 
durch die Y, aufgespannt werden. 


Wollen wir die Frage untersuchen, ob M*"-* lokal in analytische Teil- 
mannigfaltigkeiten geblattert ist, so miissen wir eine Unterverteilung von G 
finden, die integrabel ist und in jedem Punkte einen komplex-linearen Teil- 
raum von V% aufspannt. Um dies einzusehen, betrachten wir zunichst den 
Fall, daB M*"-' einmal stetig differentiierbar, von gerader Dimension 2 — 21 
ist und in jedem Punkt einen komplex-analytischen Tangentialraum besitzt. 
In diesem Falle laBt sich die Verteilung allein durch eine Basis (2.16) darstellen. 
Durch passende Linearkombinationen und eventuelle Umbenennungen der 
Variablen kénnen wir die infinitesimalen Transformationen (2.16) auf die Form 


a = a 
2.19 x,==—+ xX; ——, y=1,2,...,n—l, 
( ox, are oe " 02, 
und 
> a ~ - @ 
(2.20) sA,=-=—+ y=1,2,....n—l, 


oz, w=n-—l+1 "* 0%,’ 


bringen. Man kann jetzt die Gleichungen (2.7) nach den x, und Z,, 


*) Siehe: S.-S. Cuery [3]. 








wo 
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Analytische Blatterung von Mannigfaltigkeiten 
u=n—l+1,...,n, auflésen und in der Gestalt 

%,= 2, — P,(z, “es z. -b z, “ees z,-))=0 
6, =z, — ¥,,(z,, «sie 9 Bumpy Bay - 009 Bqng) =O 


schreiben. Aus den Bedingungen, da8 die X, und X, tangential an M%-* 
sind, folgt nun 


(2.21) | wam—t41,...4m 


- 


(2.22) X,0,= 0, X,B,=0, ¥,,=0, ¥,5,=0, ‘te 1,2,...,»—l, 
w=n—I1+1,:..,n. 


Die zweiten und dritten Gleichungen liefern die Cauchy-Riemannschen 
Differentialgleichungen : 


ov, av, 





(2.23) az, =0 und 72 =? y=1,2,....n—l,p=n—I1+1,...,n, 

also die Holomorphie der Funktionen ¥, in Abhangigkeit von 2,,..., 2,—~;:~ 
Zum (2, . . +» Z——s) 

(2.24) le? pet te =n—I1+1,...,n. 
z,=-Y,(%,,...,%,-)) * 


Damit haben wir folgendes Ergebnis’) : 
Satz 3 (Levi-Crvira): Hine reelle (2n — 21)-dimensionale Mannigfaltigkeit 
M*"-*' im C*, die durch 21 reelle einmal stetig differentiierbare Gleichungen 


Py (Bays - - +» Begy Bgy.- +p Sg) MO, om lZ,..., 3, 
ie, 
pang 38.48) =21 
gegeben ist, ist genau dann eine komplex analytische Mannigfaltigkeit My~', 


wenn sie in jedem Punkt eine analytische Tangentialebene der komplezxen 
Dimension n — | besitzt. Dies ist dann und nur dann der Fall, wenn 


rane (2) = 


mit 











ist. 

Setzt man auf M*"-*' in die Koeffizienten X,,, und a4 der Transformationen 
(2.19) und (2.20) die Variablen z,, Z,, u=n—l+1,..., mn, gemaB (2.21) ein, 
so werden die X,,, zu holomorphen Funktionen X}, von 2,,..., Z,—, und die X,, 
zu antiholomorphen Funktionen X¥, von Z,..., Z,-,. Dies folgt daraus, daB 
die Vektoren X, und X, auf M**-*! eindeutig bestimmt sind, andererseits 
aber die Vektoren 


xa Free 
ie = Oxy 


(2.25) pon—Il+l1 


y C) a 
Ya 4 ). ee 
oz, a * 0% 


y=1,2,....n—l, 


mit 
(2.26) x3a5%, ¥5-5% 
*) Siehe: T. Levi-Crvrra [7]. 
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tangential an M*-*' sind. Die X%, sind aber auf M*™-*! nach (2.26) holo- 
morphe Funktionen und die X* s antiholomorphe Funktionen von 2, . . ., Z,—;. 

Kehren wir nun zur Mannigfaltigkeit M*~ zuriick mit einer Basis (2.13), 
(2.15), (2.17) aller Tangentialvektoren in jedem Punkte P. M®"-* sei zweimal 
stetig differentiierbar. Besitzt M™"-" eine komplex-analytische Blatterung in 
analytische Mannigfaltigkeiten M”~', so liefern die Tangentialvektoren in 
jedem Punkt P von M™-' an die Mannigfaltigkeit M%~', die durch ihn hin- 
durchgeht, eine Unterverteilung der Verteilung (2.13), (2.15), die integrabel ist. 
Es gibt dann notwendig in der Umgebung eines jeden Punktes P eine Basis 
dieser Unterverteilung: 


4 a = “=> @ 
2.27) Y,= > Y,,~—. Y,= lac", wil, &....0—8, 
(2.27) Y= 2 Yn as, x ea, 


die die it erfillt (0,0 =1,2,...,n—l): 


(2.28) Y,] _ Da G0, Y »? [Y,, Y o] = a Boa, Y, ’ 
(2.29) [Y,, Y.] = > ans Y,+ > be... Yr- 
v=1 v=1 


Hat man umgekehrt auf M™*-* eine Unterverteilung vom Typus (1.0) mit 
einer Basis 


n 
C 
(2.30) Ve= 2 naz,” y=1,2,...,n—l, 


gegeben, die zusammen mit den konjugiert komplexen Vektoren Y, den 
Integrabilitatsbedingungen (2.28) und (2.29) geniigt, so ist nach dem Frobenius- 
schen Lemma diese Verteilung integrabel. Die reellen Teilmannigfaltigkeiten 
M*~ der Integralschar dieser Verteilung erfiillen dann genau die Voraus- 
setzungen des Satzes 3 und sind daher analytische Mannigfaltigkeiten M7,‘ 
der komplexen Dimension n —1. Es gilt also 

Satz 4. Hine zweimal stetig differentiierbare reelle Mannigfaltigkeit M™"-* 
im C* sei durch r reelle Gleichungen 


Py (By, - - - 5 Bay By... ye) = 0, pw 1, B,..., 8 
mit 





OM 9% 
Rang (355+ 5,) ~" 
gegeben. Uberall auf M"-* sei 


a”, 
Rang (52+) = 


In der Umgebung eines Punktes P sei 





(2.31) X= ¥ x 


w=1 


"Fer y=1,2,...,.n—k, 


eine Basis aller Tangentialvektoren vom Typus (1.0) an M**-". Dann ist M+ 
in der Umgebung von P genau dann als (21 — r)-parametrige Schar analytischer 





er 
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Mannigfaltigkeiten M"—' darstellbar, wenn es eine Unterverteilung von (2.31) mit 
einer Basis 


n 
(2.32) Fea S Vas, v=1,%....8—!, 


gibt, die mit den konjugiert komplexen Transformationen Y,, v = 1,2,...,n—l, 
den Integrabilitatsbedingungen (2.28) und (2.29) geniigt. 

Damit ist unser Problem, zu einer reell gegebenen Mannigfaltigkeit eine 
maximale analytische Blatterung zu finden, auf die Aufgabe zuriickgefihrt, 
eine maximale Verteilung (2.32) zu suchen, die in der Verteilung (2.31) ent- 
halten ist und den Bedingungen (2.28) und (2.29) geniigt. 


3. Anwendungen 


Als einfachste Anwendungen dieses Satzes erhilt man die bekannten 
Kriterien fiir analytische Hyperflichen. Eine (2m — 1)-dimensionale Flache 
M*~ heiBt eine analytische Hyperfliche, wenn sie in der Umgebung eines 
jeden ihrer Punkte P eine einparametrige Schar analytischer Flichen M?,~' 
ist. Es gilt nun?®) 

Satz 5 (Krzoska). Hine zweimal stetig differentiierbare Fliche M*"-, die 
durch eine reelle Gleichung 


P(X, - «5 Lay By -- +» Z_) = 0 
mit 
ap op 
Rang (35+ 9x) =! 


gegeben ist, ist genau dann eine analytische H yperfliche, wenn iiberall auf M?"— 
die Hermitesche Form 


n 
(3.1) a a Se 
unter den Nebenbedingungen 


(3.2) Eu -0, 5 Ws =0 


verschwindet. 
O. B. d. A. ges wir annehmen, da8 in dér Umgebung eines Punktes P 


die Ableitung + as — 0 ist. Dann bilden die Vektoren 








(3.3) Reade y=1,2,..:,n—1, 


wobei = Ge = 1,2,.. r,. gesetzt ist, eine Basis aller Tangential- 
vektoren a, Ne (1.0). sider in, Wes. dsith tend denen a ee 
1) Siehe: J. Knzoska [5]. 
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analytische Hyperflache, wenn die Vektoren (3.3) zusammen mit den kon- 
jugiert komplexen Vektoren X, den Integrabilitatsbedingungen (2.28) und 
(2.29) geniigen; denn in diesem und nur in diesem Falle ist Satz 4 fiir den 


Spezialfall r= k=1—1 erfalllt. Nun sei g,= 3", gs=—32, O.= Geo 
“ 





ap Ch ‘ 
Pra = Oz, 02, : Pra 97,07, ° Dann ist 


= C) é 
(3.4) i,= Pa oz, — Oz,” y=1,2,...,n—l1. 
Die Vektoren (3.3) und (3.4) bilden zusammen.mit dem Vektorfeld 
a r) 
(3.5) X = On 5x — Yn OE, 


eine Basis fiir die (2m — 1)-dimensionaleVerteilung aller Tangentialvektoren 
in der Umgebung von P. Wann sind nun die Integrabilitétsbedingungen 
erfillt? Die Bedingungen (2.28) gelten stets: 


(3.6) [X,,X;]=a,X,—a,X,, (X,,X,] =@,X,—4,X,, 0,0=1,2,...,n—1, 


‘mit 
(3.7) a, = (Yn Fou — Yo Pnn)> a. ee 
Der Klammerausdruck (2.29) liefert 
(3.8) [X,,X_] =b,X,—b,X.—GeX, e,0=1,2,...,.n—1, 
mit 
1 

(3.9) b, = (Pn Po— Po Pn) » y=1,2,...,.n—l1, 

1 
(3.10) pa = Fi ge (Pn Pa Poeo— Pn Pa Pea — Po PaPnTt Py Ps Pua)» 


0,o0=1,2,...,n—1. 


Die c,, sind nun genau die Koeffizienten der Hermiteschen Form (3.1) unter 
der Nebenbedingung (3.2). So erkennen wir die notwendige und hinreichende 
Bedingung fiir die analytische Hyperfliche: die Koeffizienten c,, miissen 
auf M*— simtlich verschwinden, damit das System (3.3), (3.4) integrabel ist. 
Damit ist Satz 5 bewiesen. 

Im Falle n = 2 ist das Kriterium des Satzes 5 genau dann erfiillt, wenn 


: gerade der Levische Differential- 





Cy, = 0 ist. c,, ist nun bis auf den Faktor 








P2 Pi 

ausdruck"’) : 

0 4) 

L(9) =—|FI Pil Pai}. 

Fa Pui Pd 
Dieser Ausdruck ist fiir n = 2 der Koeffizient der alternierenden Differential- 
form vom Grade 4: ( 
(3.11) dp Ad'pidd'g, ( 


4) Siehe: E. E. Levi [6]. 
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wobei 
n 
jedz,, a” 29 az 
(3.12) “7 = -2 a Og 2 oy, 4%, 
“e8 _ #9 
d'dp - 2 72, 0%, dz, dz, 


ist. Das Verschwinden der Form (3.11) ist nun aber fir beliebiges n aquivalent 
mit dem Verschwinden der Hermiteschen Form (3.1) unter der Nebenbedingung 
(3.2). Es gelten namlich allgemein die folgenden Aussagen: 

Satz 6. Hine Hermitesche Form 


H= E a, 
*u=1 


hat genau dann den Rang k, wenn fiir die zugeordnete alternierende Form 


n 
Q= J a,,dz, \ dz, 


n=l 
die Relationen 
(3.13) Q*+0, Qtti=0 
gelten. 
Dabei ist unter Q* das duBere Produkt 2A 2, --- A Q zu verstehen, 





r Faktoren 
und 2°=1. Zum Beweise bringe man H durch eine analytische Transfor- 
k 


mation auf die Diagonalform »' a,v,i,, a, + 0. Dabei geht Q in die zugeordnete 


x=] 


k 
Form >> a,dy, \ dj, tiber, und aus dieser liest man die Beziehungen (3.13) 


x=1 
unmittelbar ab. 
Satz 7. Hine Hermitesche Form 


H= E a,,U y Uy, 
¥a=1 
hat unter der Nebenbedingung 


yb,u,=0, J b,%,= 
1 


v=l1 ‘= 


mit nicht stimtlich verschwindenden b, genau dann den Rang k, wenn fiir die 
zugeordneten alternierenden Formen 


Q= ¥ a,42,) dz, w= E b,dx, o= 2 6, dz, 


vue v=1 r 
die Relationen 
(3.14) wvN OA Q+0, OADA Q*!=0 
gelten. 


Math. Ann. 136 9 
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Hier bringe man durch eine lineare Transformation die Form H so auf 
k+1 n 
die Diagonalform ~ OA, able, POMtae,S,.... BE Mei. — 28, 


k+1 
wird. Die zugeordneten Formen Q, w und @ gehen dann iiber in ~, a,dy, \ di,; 


dy,,, und dy, ,,. Fir diese gelten dann die Relationen (3.14) oan damit auch 
fiir die urspriinglichen Formen Q, w und @. 

Nun sind der Hermiteschen Form H in (3.1) und der Bedingung (3.2) 
die Differentialformen d’d’’p, d’m und d”g aus (3.12) zugeordnet. Daher 
liefert Satz 5, wenn man ihn mit Satz 7 fiir den Spezialfall k = 0 kombiniert, 
die Aussage: 

Satz 8. Hine zweimal stetig differentiierbare Fliche M*"-, die durch eine 
reelle Gleichung 


P (24). . «> Zar By - + +> Eq) =O 
mit 
ae 
Rang(35 35)! 


gegeben ist, ist genau dann eine analytische Hyperfliche, wenn iiberall auf M"-1 
die Levische Differentialform verschwindet : 
dp Ad'pidd'p=0. 

Die Satze 5 und 8 stellen den einfachsten Fall einer Aussage dar, die man 
aus Satz 4 erhalt: 

Satz 9. Unter den Voraussetzungen von Satz 4 ist M™"-* genau dann in 
der Umgebung von P eine (2k —1r)-parametrige Schar analytischer Mannig- 
faltigkeiten M?%-*, wenn die Vektoren 


n — 
(3.15) £.= 3 (%.%,)<—-, @o=1,2,....0—8; 
aw=1 Oz, 


Linearkombinationen der Vektoren X, sind. 

Man erhalt diesen Satz aus Satz 4, wenn man dort 1!=k setzt. Dann 
kénnen als Y, stets die X, gesetzt werden. Fiir diese sind aber die Bedingungen 
(2.28) immer erfiillt, und der Klammerausdruck [X,, X,] lautet: 

[X,, X,) a Zie— Zoo 
Wenn dieser Ausdruck eine Linearkombination der X, und X, sein soll, so 
muB Z,, eine Linearkombination der X, sein und Z, , eine Linearkombination 
der X,. " Aus (3.15) erhalt man die letzten Bedingungen durch Ubergang zu 
den konjugiert komplexen Vektoren. 

Fir r= k = 1 gewinnt man aus (3.15) die Bedingungen des Satzes 5 auf 
dem gleichen Wege wie dort. 

Als einfache Folgerung aus Satz 4 wollen wir noch die drei- und vierdimen- 
sionalen Mannigfaltigkeiten im C* betrachten. 

Eine zweimal stetig differentiierbare dreidimensionale Mannigfaltigkeit M* 
im C* sei in Parameterform gegeben: 


Zz= M(t, te, ts), *=—1,2,...,0, 
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mit 
O% 
(3.16) Rang| 24 )—3. 
a, 
at, 


Nun betrachten wir zwei Fille: Erstens sei in der Umgebung eines Punktes P 
auf M* 


(3.17) Rang (52+) — 3. 


Dann gibt es nach Satz 2 tiberhaupt keine 1-dimensionale analytische Tangente 
an einen Punkt der Umgebung von P, also besitzt dann M® keine analytische 
Blitterung in der Umgebung von P. 

Zweitens sei in der Umgebung von P 


(3.18) Rang ($f) 2. 


Dann gibt es nach Satz 2 in jedem Punkte der Umgebung von P eine 1-dimen- 
sionale analytische Tangente X an M*. Diese ist nach dem Verfahren, welches 
wir im AnschluB an Satz 2 geschildert haben, leicht zu berechnen: Die drei 


linear unabhangigen Tangentialvektoren + ! : driicken wir durch 


4’ 04° at 
die komplexen gar shy pe aus: 


n ¥ 
OM é 2G, a rd 
(3.19) a =* 34 + x ot OR,’ j=1,2,3. 


Wegen (3.18) ist auch 
(3.20) Rang (5%) 2, 


und daher gibt es fiir die zur Umgebung von P gehérenden Parameter t,, t,, t 
drei stetig differentiierbare Funktionen y,(t,, t,,¢,), die nirgends simtlich 
verschwinden, so daB 


~. 
(3.21) Wi 3,9 «=t=12,...., 
j=1 4 
ist. Dann ist 
3 

Ci] a 

(3.22) X= Sve %” ~ (Sy, 3) 
‘] 


vom Typus (1.0)..-Die durch X und X aufgespannte Verteilung ist nach Satz 4 
genau dann integrabel, wenn [X,X] eine Linearkombination von X und X 
ist. Nun ist in diesem Fall 


—_— 3 — 
[X,X)= 5 (Xy-xXH) A 
j=l 


Wir erhalten also als notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir, dag 
M® eine einparametrige Schar analytischer Kurven M}, ist, dap erstens 
g* 
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Rang (5) = 2 ist und sweitens die Determinante 
Xyi-—XG, Xy.—XP, Xy,—XF, 
| Vi Ys Ys =0 
a Ve % | 
ist. 
Auch der Fall der vierdimensionalen Mannigfaltigkeit M* ist leicht zu 
behandeln. Sie sei durch zweimal stetig differentiierbare Funktionen gegeben : 


(3.23) Li= Pj (ty te, ty,t,), $=1,2,...,”, 
mit 
on ’ 
t 
3.24 Ran 3 )=4. 
(3.24) 3 e4 
at, 


Zunachst betrachten wir die trivialen Fille: Rang (5) =2 und Rang 
3 

(3) = 4 in der Umgebung eines Punktes P. Im ersten Fall ist nach Satz 2 

4 
und Satz 3 die Mannigfaltigkeit in der Umgebung von P eine analytische 
Mannigfaltigkeit M?, der komplexen Dimension 2, im zweiten Fall gibt ~s 
nach Satz 2 keine analytische Tangente, also auch keine analytische Blatterung. 
Interessant ist lediglich der Fall 
(3.25) Rang (Fe) =, 

7 
Dann gibt es in der Parameterumgebung des Punktes P vier stetig differentiier- 
bare Funktionen y,(t,,t,,ts,t,), die nirgends simtlich verschwinden, so da8B 
das Vektorfeld 
4 a n 4 ap a 

(3.26) X= L¥i5,= e ( L455, 


1% Nj? Ot | Ox, 


vom Typus (1,0) ist. Wie im Falie der Mannigfaltigkeit M* erhalt man daraus 

als notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB die M* in der Umgebung 

des Punktes P eine 2-parametrige Schar analytischer Kurven Mt}, ist, dap die 
~ Matrix 


Xyv.i—X¥, Xyi—XP, Xy,—XAP, Xy.—XH, 
| Yi Yr Ys Ys 
A Ye Ps Ps 
den Rang 2 hat. 

Fir reelle Mannigfaltigkeiten der Dimensionen 5 bis 2n —1 kommt man 
mit diesen einfachen Betrachtungen nicht mehr durch; denn jetzt kann der 
allgemeine Fall in Satz 4 eintreten, daB die Verteilung (2.32) echt in der 
Verteilung (2.31) enthalten ist, d. h. daB k < 1 ist, un? neben den Tangential- 
vektoren vom Typus (1,0) und (0,1) noch Tangentialvektoren vom Typus (1,1) 
auftreten, die sich durch die Tangentialvektoren vom Typus (1,0) und (0,1) 
nicht linear kombinieren lassen. Diese Probleme sollen in einem zweiten Teil 
behandelt werden. 
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A Class of Pseudo-Conformal 
and Quasi-Pseudo-Conformal Mappings* 
By 
STEFAN BERGMAN in Stanford** 


To Hernrich BEHNKE on his 60th birthday with the author's respects 


§ 1 

The generalization of miethods in the theory of functions of one complex 
variable to the case of mapping by pairs of analytic functions of two complex 
variables (PC transformations)') is one of the problems of the theory of 
functions of several complex variables. The generalization of a given theorem 
in one variable often can be done in various different ways. 

The lemma of Scuwarz-Pick states that if the function Z(z) maps the 
unit circle ¢ = [|z| < 1] into a domain which lies in [|Z| < 1], then the in- 
equality 

\aZ (2)| idz| 


(1) d8,(Z)= 1—|Z(2)? Ss 1—|z|* 





=d 8. (z) 


holds (see [14], p. 45ff.). Using the theory of the kernel function this theorem 
can be generalized to the case of PC mappings (see [5], p. 49ff.). However, 
the line element dS(z,,z,) of the invariant metric which we obtain in the 
case of two complex variables is no longer a monotone functional of the do- 
main*). This fact, in some instances, causes complications. 

In [2] the notion of the B-area dw®(u,,u,) of a segment of a surface 
Z,= 2 (u,U), k = 1, 2, given by?) 


| 
(2) dov® (uy) = | 5 | duydu, 





have been introduced. B-area has a simple geometrical interpretation‘). 





*) The present paper has been done under a, contract with the National Science 
Foundation. 
~ **) Applied Mathematics and Statistics Laboratory, Stanford University. 

1) PC = pseudo-conformal. 

*) In the case of two (and more) variables -the line-element dS(z,,z,) obtained by 
using the method of the kernel function can be represented as a quotient of quantities 
which are monotone functionals of the domain. See [1], [4] p. 53. 

3) Here u,, u, are real parameters. 

*) See [5] p. 51 and [4] p. 9. 
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Remark. We note further that the invariant®) B-area of a surface and 
an invariant volume element given by 


(3a) d 22)— K, Ki eet Fey | dud, 


(3b) dQ — Kido, bas Vahibadn. 

K,= K, (a, 2932, 24) » = + *U% ’ z,.= t,— i Ye> 
respectively, have been introduced. Here K, is the kernel function of the 
domain 6. The quantities d Q® and d Q*) are monotone functionals of the 
domain 5. Using d QC”, n= i, 2, one obtains generalizations of the lemma 
of Scowarz-Pick, [5] p. 51, [2, 3, 8]. 

A further type of inequalities*) is obtained in the case of conformal mapping 
as follows. Suppose we have a schlicht (conformal) mapping of the square 
@,4,4,4,, a,= (0,0), ag= (0,1), a,= (1,0), ag= (1,1) in the z,y-plane into a 
domain S in the X, Y-plane. Let 1(y() denote the length of the image in the 
X, Y-plane of the segment [0 < z< 1, y= y]. Then’) 


a(x, ¥ 
(4) [oars f [ Fat ax dy = Area of 8. 


When we pass to the case of two complex variables we replace the line-element 
by the element of the B-area and the area integral by the four-dimensional 
volume integral and in this way we obtain the following generalization of the 
formula (4) to the case of PC transformations. 

Theorem. Let a schlicht PC mapping 
(5) Z,= Zy (2, 22) » k=1,2, 
defined in 

r=(0s 2,1, Osy,s1, k=1,2] 

map t into a domain R of the X,, Y,, X, Y,-space. Then the inequality 


. 3 
(6) / / (L(y, ¥2) Pd y, dy,< Vol (R) 


holds. Here L(y, y) is the B-area of the image in the X,, Y,,X 4, ¥y-space of the 
rectangle. ' 


(7) (Osas1, x=1,2, y= y= const., k= 1,2). 
Proof. We note at first that 


(8) | O(Z,,Zy) | _ se _ 2(¥y Ys) ‘(fo a(X,, ¥,) }| 
| (eae) | ~ | O(a) 2 (a 2) O (21%) 9 (2%) || 

5) With respect to PC transformations. 

%) The inequalities to be discussed here do not require the use of the kernel function 
when generalized to several complex variables. 

7) Here we employ the Schwarz inequality and Cauchy-Riemann equations. To 
obtain (6), an analogue of (4) in the case of pseudo-conformal mappings, we use (9) and (10). 
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and (as a formal computation shows) 





























a (X;, Yi, Xs, Ys) a 8(Z,,Z,) |*_ | 2(X,, X;) |* | @(X,, ¥,) |* | a(Y,, Y;) |? 
O (24 Yrs Zar Ya) =| 9 (24, 2) @ (x4, 2) 0 (2, 2s) @ (x1, 2s) 
©) + [Ste Xa Pg 8eF) 2a Fy 
@ (x, 2) a (2, 24) a (2, ,) ; 
Therefore 





1 1 2 
i 0(Z,, Z. 
(10) Pw =| / J poet ands, 
0 


, 3 2 
a(Z,, Z,) |* 
sf {ies dadz, [ [ dzdzy. 
é 6 fa 


Using (9) and multiplying both sides of (10) by dy,dy, and integrating over 
. 








[0 < y,< 1, k= 1, 2] we-obtain the desired inequality, since [ [axax= 1 
6 6 


and 


1 1 - 
(11) III 2(Xy Yu Xe Vd) gy dy.da,dy,— Vol (®). 
6 6 0 





"8 (X45 Yas Lay Yo) 


Remark. If the distance between the image of the segment a,a,= [xz = 0, 
0< y, 5 1) and that of a,a,= [x = 1, 0< y,< 1] in the X, Y-plane is larger 
than a fixed constant c, then for the area of G [see (4)] we obtain a lower 
bound, namely 


c?< Area of G. 
In the case of two variables, if for every y,, 0 < y,< 1, we have 
(12) L(y, ¥2) 2 ¢ 
then 
(13) c< Vol (®). 
§2 


When formulating the theorem on p. 135 the notion of the B-area has been 
used. The B-area can be expressed as an integral of the (ordinary) area- 
element multiplied with a conveniently chosen weighting function. 

In the transformation (5) the lines 


(14) (O<a<1, %=2, y= y¥) 
and ' 
(15) [j=—2, Osasl, y= y¥) 


are transformed into two families of lines. We denote by dS, = 4 S,(2,, 20, ; y), 
k=1,2, x=1,2, the line-elements of images of these lines in the X,, Y;, 
X,, Y,-space for k = 1 and k = 2. As has been shown in [4] p. 9 and [5] p. 51 
we have for the line-element dA of (ordinary) area of the surface formed by 
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the image of (14) and (15) for fixed yf, k = 1, 2, 


while for the B-area 


Here yp denotes the (ordinary) angle between dS, and dS,, while 7 denotes 
the analytic angle between these two directions. According to [4] p. 9 

(1 — sin* p/sin* y)"/s 
(18) dB=dA a 
where @ is the so called angle of deviation. Thus the B-area of a surface can 
be interpreted as the integral over the surface of the (ordinary) area-element 
with weighting-factor (1 — sin®g/sin*y)/*/cos @. 


§3 
In a number of investigations the usefulness of functions of various ex- 
tended classes has been shown. See [6, 7, 9, 10, 11, 12,13]. In addition to 
functions of the extended class, mappings of extended class have also been 
considered, i.e. mappings of domains of four-dimensional 2,, y,, 2, y,-space 
by four real functions X,.(x,,¥;, Za, Y2), Yx(%. Yi» ZeY2), & = 1, 2, which satisfy 
certain additional conditions. See [7]. (Here X,,Y, are not necessarily sup- 
posed to be the real and the imaginary parts of an analytic function of two 
complex variables, but are only required to satisfy a certain differential in- 
equality.) The considerations of the present paper can be generalized to the case 
of certain extended classes of mappings®). 
Suppose the functions X,, Y, instead of satisfying (9) possess the property 
that 
| (x, +4 ¥,,X, +t ¥;) | \8 0(X,, Yi, Xe Ys) 
(19) 9 (x, 2) | = =) (24s Ya» Xa» Yo) 
C = C(x, 41, Za Y2) > 0- 
We denote these mappings as QPC (quasi-pseudo-conformal) mappings. 
Repeating our Pe considerations we obtain that 
1 


(20) i / Lida Y, a Y, 














a(X,, ¥;. Xs, ¥;) 
< i Tf [J Din bid Neng nat tad yy dtd yy. 


The right hand side of (20) is an integral over the volume-element dX,dY, 
dX,dY, multiplied by a positive weighting function C. 
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Zur algebraischen Geometrie 19. 
Grundpolynom und zugeordnete Form 
Von 
B. L. VAN DER WAERDEN in Ziirich 


Heiwricn Bexsnke zum 60. Geburtstag 


Es sei k ein beliebiger Konstantenkérper und V eine iiber k irreduzible 
Varietét im projektiven Raum P,. Die zugeordnete Form von V wurde von 
Cuow und mir’) folgendermaBen definiert. Man schneide V mit r allgemeinen 
Hyperebenen U,,...,U,. Die Koordinaten der Hyperebenen U, sind Un- 
bestimmte U,,(1 5 i < r,0 <j Sn). Wenn V nicht in der Hyperebene y,= 0 
liegt, so liegen die Schnittpunkte y®) auch nicht in dieser Hyperebene, und 
man kann ihre Koordinaten durch y,= 1 eindeutig normieren. Nun bildet man 
mit neuen Unbestimmten U,;(j = 0,... , n) die Linearformen 


(1) (Usy™) =2) Uosys”. 


Ibr Produkt (wenn, nétig in eine p*-te Potenz erhoben, falls k die Charakte- 
ristik p hat) ist eine Form F in den U,,, die rational von den tibrigen U,,; ,. . . , 
U,,; abhingt. Macht man sie durch Multiplikation mit einem nur von den 


Variablenreihen U,,...,U, abhangigen Faktor ganz rational und primitiv 
in diesen Variablenreihen, so erhalt man die zugeordnete Form 
(2) F(U) =F(U,, U,,...,U,). 


Diese Definition scheint fir die geometrischen Anwendungen die zweck- 
maBigste zu sein. Fir die algebraische Untersuchung ecignet sich aber eine 
andere Definition besser, auf die man so gefiihrt wird: 

Es sei x ein allgemeiner Punkt von V. Mit der Normierung x)= 1 seien 
2,,..., 2%, die inhomogenen Koordinaten von zx. Nun bildet man, mit un- 
bestimmten Koeffizienten u,;,, die r + 1 Linearkombinationen 


n 
z= — DS) W452; (¢=0O,...;r). 
1 


Man zeigt dann leicht, daB z,,...,z, in bezug auf den Koeffizienten- 
kérper k(u) algebraisch unabhangig sind, dagegen z,...,z, abhangig. Es 
gibt also ein einziges irreduzibles Polynom F(Z), ...,Z,) mit Koeffizienten 
aus k(u) mit der Eigenschaft 

F(z, ... 5%) =O. 


Das Polynom F kann als ganz rational in den u,; angenommen werden. 
1) W.-L. Cuow und B. L. van per WarrpeN, ZAG 9. Math. Annalen 118 (1937), S. 692. 
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Ferner kann man annehmen, daB es keinen nur von den u,,; abhangigen Faktor 
enthalt. Das nunmehr bis auf einep konstanten Faktor eindeutig bestimmte 
Polynom F(Z;; u;;) heiBt nach W. Kru?) das Grundpolynom der Varietat V 
oder des zugehérigen Primideals p. Das Grundpolynom stimmt mit der von 
K. Hentzet*) eingefiihrten und von E. Norruer‘) eingehend studierten 
,,Elementarteilerform‘ des Primideals p aberein. 

Aus dem Grundpolynom erhalt man die zugeordnete Form einfach, indem 
man die Z,; in U;, und die u,; in U;,,;(j > 0) umbenennt. Das soll in § 1 
gezeigt werden. 

In § 2 wird bewiesen, daB F(U) bei einer Permutation der Variablenreihen 
U,,..., U, bis auf das Vorzeichen in sich tibergeht und daB F(U) sich im 
Falle der Charakteristik p als p*-te Potenz eines Polynoms F,(U,»,..., U,) 
schreiben 14Bt, wobei Fy, als Polynom in U, betrachtet, ein Produkt von 
lauter verschiedenen Linearfaktoren (1) ist: Der Exponent q = p* heiBt der 
Inseparabilitétsgrad der Form F. 

Im Fall eines vollkommenen Grundkorpers k ist g= 1 und F = Fy. All- 
gemein gilt g = 1 dann und nur dann, wenn F(U) als Polynom in Z,= Ug 
separabel ist (siehe dazu Kruu?), Satz 6 u. 7). In § 3 wird gezeigt, daB das 
genau dann der Fall ist, wenn k(x) im Sinne von A. WEIL‘) separabel erzeugbar 
iiber k ist. Dieses Ergebnis hat 8. V. K. Heape*) bereits erhalten. Der hier 
zu gebende Beweis ist etwas einfacher als der von Heaps, beruht aber auf 
demselben Grundgedanken. 

In § 4 wird untersucht, unter welcher Bedingung F(U) absolut prim ist. 
Das ist genau dann der Fall, wenn k(x) im Sinne von A. Wer‘) regular 
iiber & ist, oder, wie wir auch sagen werden, wenn k gut fiir V ist. Dieser Satz 
ist A4quivalent dem Satze 9 von Krutv?). 

In §5 wird zunachst gezeigt, daB alle x; ganze algebraische Funk- 


tionen von 2,...,2, tiber k(uy,...,u,,) als Konstantenkérper sind. 
Darauf gestiitzt, wird eine Methode entwickelt, die es gestattet, alle Punkte 
von V zu finden, indem man fiir z,,...,z, speziell Werte ¢,, . . ., t, einsetzt 


und ¢, als Lésung der Gleichung 
F (to, ty, . . 5 t,) =0 


bestimmt’). Ferner wird gezeigt, daB ein Punkt y dann und nur dann auf V 
liegt, wenn die Linearformen 


n 
{= —2 U5 Yj 


*) W. Kru vt: Parameterspezialisierung in Polynomringen. II. Archiv der Math. 1 
(1948), S. 129. 

3) K. Hentzett: Zur Theorie der Polynomideale und Resultanten. Math. Annalen 88 
(1923) S. 53. 

*) E. Noetuer: Eliminationstheorie und allgemeine Idealtheorie. Math. Annalen 90 
(1923) S. 229. 

5) A. Wer: Foundations of Algebraic Geometry (1946), zu zitieren als “Foundations”. 

*) S.V. KesHava Hecpe: The associated form of a variety over a field of prime 
characteristic. Commentarii math. Helvetici 30, (1956) S. 132. 

7) Die Methode wurde bereits in § 1 meiner Arbeit ZAG 3, Math. Annalen 108 (1933) 
entwickelt. 
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identisch in den u,, die Gleichung F (t,, . . ., t,) = 0 erfiillen. Man kann also, 
wenn das Grundpolynom F (Z,; u,;;) bekannt ist, ohne weiteres die Gleichungen 
von V im affinen Raum A, aufstellen. Fir den projektiven Raum ist eine 
kleine Modifikation erforderlich, die in der Arbeit!) angegeben ist. 

In §6 wird untersucht, wie eine Primvarietét V bei Erweiterung des 
Grundkérpers k zerfallen kann. Es wird gezeigt, daB die irreduziblen Teile 
alle dieselbe Dimension haben und eineindeutig den Primfaktoren der -Form 
F(U) entsprechen. Dieses Ergebnis steht zwar schon in § 1 meiner Arbeit 
ZAG 10 (Math. Annalen 113, 8. 706) und bei Hepee*), aber gewisse Einzel- 
heiten des Beweises sind weder in ZAG 10 noch bei Heaps ganz ausgefiihrt. 

AnschlieBend ergibt sich, ebenfalls in § 6, eine einfache Charakterisierung 
der Koérper k, die gut fiir V sind, sowie eine Konstruktion des kleinsten guten 
KG6rpers fiir eine gegebene unteilbare Varietat V. 

Zur Bequemlichke it des Lesers wird aus friiheren Arbeiten nur das folgende 
als bekannt vorausgesetzt: 

1) Der Begriff ,,allgemeiner Punkt einer iiber & irreduziblen Varietaét“ und 
dessen einfachste Eigenschaften, 

2) die Satze aus Chapter I von Wem: ‘“‘Foundations’’, die in meiner ,,Neu- 
begriindung“*) neu hergeleitet wurden, 

3) der Begriff ,,Spezialisierung‘‘ und die Tatsache, daB eine Spezialisierung 
z->t tiber einem Kérper LZ sich immer zu einer Spezialisierung des Paares 
(z, x) fortsetzen 14Bt. Im allgemeinen mu8 man dabei auch unendliche Spe- 
zialisierungen zulassen oder den projektiven Raum heranziehen. 


§ 1. Algebraische und geometrische Definition der Form F(U) 
A. Die algebraische Definition 


Das System (x) = (x,,...,%,) habe den Transzendenzgrad r iiber dem 
Grundkoérper k. Im Fall r = » gibt es keine zugeordnete Form; wir nehmen 
also r< nan. Wir adjungieren dem Grundkérper n* von den 2; unabhangige 
Unbestimmte u;; und bilden 


n 
(3) a= — DS uy 5 2; (¢=0,1,...,2—1). 
1 


Es sei 
(z) bzw. (u) das System der z; bzw. u,,; mit l<isr, 
(2) bzw. (u) das System der z; bzw. u,;,; mitO<i<r, 
(z) bzw. (u) das System aller z; bzw. v,,, wobei der Index j immer von 1 bis 
n geht. Dann gilt 

Satz 1. z,,...,z, sind algebraisch wnabhingig iiber k(u), also auch iiber k(u) 
und k(ii). Dagegen sind zo, . . . , 2, algebraisch abhiingig iiber k (ii). 

Beweis. Waren z,,...,2, abhangig iiber k(u), so waren, da man die z, 
beliebig permutieren kann, je r aus (z) ausgewahlte z, abhingig iiber k(w). 


*) B. L. van DER Waerpen: Uber A. Werts Neubegriindung der algebr. Geom. Ab- 
handlungen math. Sem. Univ. Hamburg (1958). 
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Das System (z) hatte also tiber k(u) einen Transzendenzgrad kleiner als r. 
Aus (3) kann man die z, auflésen, also hatte das System (x) auch einen Trans- 
zendenzgrad kleiner als r iiber k(u), was unseren Voraussetzungen iiber (2x) 
und (u) widerspricht. Also sind z,, . . .,z, unabhangig iiber k(u). 

Wegen (3) hat das System Z héchstens den Transzendenzgrad r iiber k (i). 
Also sind z),...,z, abhangig iiber k(t). Damit ist Satz 1 bewiesen. 

Aus Satz 1 folgt, daB das System (Z) genau den Transzendenzgrad r iiber 
k(t) hat. Es gibt also ein einziges Primpolynom F(Z), ...,Z,) mit Koeffi- 
zienten aus k(ii) mit der Eigenschaft 


(4) F (Zz)... 5%) =0. 


Durch Multiplikation mit einem nur von den u,,; abhangigen Faktor kann 
man F(Z) ganzrational in allen u,; machen. Falls das so erhaltene Polynom 
in den Z, und u,, einen nur von den u,,; abhangigen Faktor enthalt, kann man 
diesen weglassen. So erhalt man ein Primpolynom 
(5) F(Z; &) = F(Z, .. . ,Z,3 Me, -- +> Mea)» 


das bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt ist. Wir nennen es 
nach Kru das Grundpolynom der Varietaét V itiber dem KG6rper k. 


B. Fakiorzerlegung des Grund polynoms 
Ersetzt man in F(Z),...,2Z,) die Unbestimmten Z,,...,2Z, durch die 
K6rperelemente z,,...,2,, die nach Satz 1 tiber k(t) unabhangig sind, so 
erhalt man ein Polynom in einer Unbestimmten Z,= U,, mit Koeffizienten 
aus k(ii, z): 
(6) F(Z.) = F(Z, z; ii) . 
Das Polynom ist irreduzibel in k(t, Z) [Z,] und hat die Nullstelle 


n 
(7) o= — 3 tos 25 
In einem geeigneten algebraischen Erweiterungskérper von k(ii, z) zerfallt 
das Polynom (6) ganz in Linearfaktoren (Z,— 2”), wobei die z{” konjugiert 
zu 2) in bezug auf k(t, z) sind. Ubt man auf (7) die Isomorphismen aus, die z, 
in seine Konjugierten z\” iiberfiihren, so erhailt man, da die u,, bei diesen 
Isomorphismen fest bleiben, 


n 
2°) = —J Uy; xh”. 
1 
Also zerfallt F(Z.) in einem algebraischen Erweiterungskérper von k(ii, z) 
ganz in Linearfaktoren 
n 
(8) Zy— 2 = Zot ¥ thes 2”. 
i 


Ist 2 separabel iiber k(t, z), so ist F(Z.) einfach das Produkt der Linear- 
faktoren (8), multipliziert mit einem von Z, unabhangigen Faktor. Ist z, 
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inseparabel iiber (ii, 2) und ist p die Charakteristik, so kommt jeder Linear- 
faktor g = p*mal vor und man hat 


n 
(9) F (Zs) = (2, #) I] Zot & ty, 2f?¥ 

Setzt man im separablen Fall q = 1, so gilt die Formel (9) allgemein. Der 
Exponent g heiBt der Separabilitétsgrad des Grundpolynoms. Er ist gleich 
Eins im Fall eines separablen und gleich p* im Fall eines inseparablen Grund- 
polynoms. 

Nach Satz 1 hat der Kérper k(u) (z) den Transzendenzgrad r iiber k (i), 
also denselben Transzendenzgrad wie der umfassendere Kérper k (i) (x). Also 
ist k(u) (x) algebraisch tiber k(u)(z). Die xz, und ebenso die konjugierten 
GréBen 2{” sind also algebraisch iiber k(u, 2). 

Wir schreiben (9) als 

F (Zp, z; ii) = fz, ti) P(Z,, z; it) 
oder, nach Potenzen von Z, geordnet, als 
fo26 ++ °° + fo-12%0+ f= f(z, ti) - (26 ++ ** + Po-1Z 9+ Pp) - 

Der Vergleich der Koeffizienten der Potenzen von Z, links und rechts 
zeigt erstens, daB /(z, i) = f, ein Polynom in (z) und (i) ist, und zweitens, daB 
die Koeffizienten p,; des Polynoms P gleich Quotienten /;/f,, also rationale 
Funktionen von (z) und (i) sind. 

Andererseits ist P ein Produkt von Linearfaktoren in den Z, und den up, 
mit Koeffizienten, die algebraische Funktionen von (2) und (w) sind. Das 
Produkt ist somit ein Polynom in Z, und den u,,; mit Koeffizienten, die ra- 
tionale Funktionen von (z) und (%) sind. Man kann also schreiben 
Q(Z,, 2, i) 

Riza)’ 
wobei der Nenner RF nur noch (z) und (w), nicht mehr die u,, enthalt. Der 
Faktor /(z, ti), mit dem man P zu multiplizieren hat, um eine ganz rationale 
Funktion in allen Variablen zu erhalten, enthalt also nur (2) und (w) und kann 
/(z, &) genannt werden. 
Somit vereinfacht sich (9) zu 


(10) F (Zp, 2; ti) = f(Z, &) J] (2+ Duy; 2)*. 








P(Zp, 2; i) = 


C. Ubergang zur geometrischen Definition 
Wir betrachten eine Korrespondenz K zwischen einem affinen Raum 4,,,, , 1), 
in dem ein Punkt v durch Koordinaten 
m,($=1,...,7,j=90,...,2) , 
gegeben ist, und einem affinen Raum A,, in dem ein Punkt y durch Koordi- 


naten 


Yp-- +> Yn 
gegeben wird. 
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Die Gleichungen der Korrespondenz K seien: 

erstens die Gleichungen, die ausdriicken, daB y auf der Primvarietat V liegt, 
zweitens diejenigen, die ausdriicken, daB y in den Hyperebenen »,, .. ., v, 
liegt: 
(11) Viet LH; yj;=0. 

Nun wird behauptet: 

Die Korrespondenz K ist irreduzibel iiber k. 

Beweis: Ein allgemeines Paar (w; x) der Korrespondenz wird erhalten, 
indem man in (11) statt (y) einen allgemeinen Punkt (xz) von V und statt der 
v;;() > 0) Unbestimmte w,,; einsetzt, die w,, aber so bestimmt, daB (11) 
erfillt bleibt: 

(12) Wig= — ZX wi; 2; . 


DaB jede Gleichung g(w; xz) = 0 erfiillt bleibt, wenn man das allgemeine 
Paar (w; x) durch irgend ein Paar (v; y) der Korrespondenz ersetzt, ist trivial; 
denn man kann in g(w; x) = 0 zunachst fiir die w,, ihre Ausdriicke (12) ein- 
setzen: 

g(— Swix; , Wis; x)=0, 
sodann die x durch y ersetzen: 
g(— Swiysy;, wis; y) = 90 
und schlieBlich die Unbestimmten w,; durch v,; ersetzen, was wegen (11) 
ohne weiteres 
9(%io» Vis y) =O 
ergibt. 

Wenn man die Unbestimmten wu; ; (j > 0) in u,; umbenennt, so gehen 
die w,, in die friiher durch (3) eingefiihrten z,; iiber. Also definieren auch die 
z;, Uj; und x, ein allgemeines Paar (z, u; x) der Korrespondenz. 

Die Dimension der Korrespondenz K ist 


rm+1lj)=r+rn, 


denn (x) hat die Dimension r und die Zahl der Unbestimmten w,,; oder u,,; 
ist rn. 

Nach Satz 1 sind die z; und u,; (1 <i <r) algebraisch unabhangig. Ihre 
Anzahl ist wieder r(n + 1). Also kann man ein allgemeines Paar (U’, y’) der 
Korrespondenz auch so erhalten: Fiir die r(m + 1) Koordinaten von U’ nimmt 
man lauter unabhangige Unbestimmte 


U,,(¢=—1,...,7;7290,...,2), 


und fir y’ nimmt man irgend eine dazu gehérige Lésung der Gleichungen der 
Korrespondenz, d. h. irgend einen Schnittpunkt von V mit den Hyperebenen 
U,,..., U,. Alle so erhaltenen Paare (U’, y’) haben den Transzendenzgrad 
r(n + 1), sind also allgemeine Paare der Korrespondenz. Da (y’) algebraisch 
tiber k(U’) ist, so gibt es.in einem normalen algebraischen Erweiterungs- 
kérper von k(U’) nur endlich viele Lésungen y’, die wir auch mit y®) bezeichnen 
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kénnen. Weil alle allgemeinen Paare einer irreduziblen Korrespondenz Aqui- 
valent sind, so folgt: 

Alle Schnittpunkte y”) von V mit den allgemeinen Hyperebenen U,,..., U, 
sind konjugiert in bezug auf den Korper 

k(U’) = k(U,,..., U,). 

Ist y’ irgend einer von diesen Schnittpunkten, so gibt es einen Isomorphis- 
mus, der das friiher konstruierte allgemeine Paar (z, u; x) in (U’, y’) tiberfiihrt. 
Wir erweitern nun das System u zu ii, indem wir noch die Unbestimmten u,, 
(j=1,...,) hinzunehmen und verabreden, daB sie beim Isomorphismus 
in neue Unbestimmte U,, tibergehen. So erhalten wir 

k(z,u; x) = k(U’, Ug; y’). 

SchlieBlich nehmen wir links noch die Unbestimmte Z,, rechts Ug. hinzu 

und erhalten isomorphe Polynombereiche 
k(z, %; x) (Z.] = k(U’, Uy; y’) [Ueo] - 
Unter B hatten wir das Primpolynom 
F(Z.) = F(Z,, z; ui) 

mit der Nullstelle 
(13) Zg= — 2 Uys 2; 
betrachtet. Ihm entspricht im Isomorphismus ein Primpolynom 
mit der Nullstelle 
(14) % = — ZU gy - 

In einem geeigneten algebraischen Erweiterungskérper von k(U,,, U’) zer- 

fallt das Polynom F(U) natiirlich wieder in Linearfaktoren 

Uy— a) , 
wobei die 2” in bezug auf k(U,,, U’) zu 2% konjugiert sind. Daraus folgen 
wie unter B die Gleichungen 


(15) A= — ZF Uy, y¥” 
und die zu (10) analoge Faktorzerlegung 

(16) F(U) =f(U") (Uy 
mit ' 


(Ugy™) = Ugg+ 2 Uy;yf”. 


In (16) sind die y”) die durch y,= 1 normierten Schnittpunkte der Hyper- 
ebenen U,,..., U, mit der Varietat V. Ferner bedeutet: 


U das System aller U,,(0Siagr, OSjsgn), 
U, die Reihe der U,,(0Sj <n), 
U’ das System der iibrigen U,,(i + 0) . 

Math. Ann. 136 
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Damit ist der Ubergang zur geometrischen Definition der zugeordne 
Form vollzogen. - 


Im folgenden werden wir abwechselnd die geometrische und die algebraische 
Ausdrucksweise gebrauchen, wie es jeweils zweckmaBig erscheint. Die Va- 
riabelnreihe 

(Vio, Ui, ores Vin) oder (Z,, Ugiy-++s Ui n) 
wird immer mit U; bezeichnet. Die Ausdriicke ,,Grundpolynom“, ,,zugeord- 
nete Form“ und Form F(U) sollen als Synonyme gelten. 

Die Bezeichnung ,,Form“ rechtfertigt sich dadurch, daB F(U) in der 
Variabelnreihe U, homogen vom Grade 


9 = 9od 
ist, wie man aus (16) ohne weiteres entnimmt. Dabei bedeutet g, die Anzahl 
der verschiedenen Linearfaktoren rechts in (16), oder den {reduzierten) Grad 
der Varietat V. 


§ 2. Die Vertauschungseigenschaft und der Separabilitatsgrad 


Wir gehen von der algebraischen Definition der Form 
F(U) _ (Zo, eee »Z,; %) 


aus, die so lautete: F ist ein Primpolynom in Z),...,Z, und den u,,= U;; 
(j > 0) mit der Eigenschaft (4). 

Vertauscht man irgend zwei von den Variablenreihen up, .. ., u,, etwa u, 
und u,, so werden nach (3) auch z,; und z, vertauscht. Alle algebraischen 
Eigenschaften der z,; und u,,; bleiben bei dieser Vertauschung erhalten, also 
bleibt auch (4) erhalten. Da aber F bis auf einen konstanten Faktor das ein- 
zige Primpolynom mit der Eigenschaft (4) ist, so geht F bei der Vertauschung 
der Indizes i und | in c F iiber. Vertauscht man noch einmal, so erhalt man 


eFr=ufF, 


also muB c = +1 sein. Da jede Permutation ein Produkt von Transpositionen 
ist, so folgt: 

Bei beliebigen Permutationen der Variablenreihen U,,..., U, geht F(U) 
bis auf das Vorzeichen in sich iiber. 4 

Aus dieser Vertauschungseigenschaft folgt, daB F(U) in jeder einzelnen 
Variablenreihe U; homogen ist und in jeder den Grad g = goq hat. 

Der Inseparabilitatsgrad qg ist 1 im separablen, p* im inseparablen Fall. 
In beiden Fillen ist die g-te Potenz einer Samme gleich der Summe der g-ten 
Potenzen der Glieder. Also folgt aus (16), daB F(U) die Variabeln U,, der 
Reihe U, nur als g-te’Potenzen enthalt. Wegen der Vertauschungseigenschaft 
kann F(U) auch die tibrigen Variabeln U;,; nur als g-te Potenzen enthalten. 
Also hat man 


(17) F(U)=F,(U)', 
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wobei F, eine Form in den Variabelnreihen U,, . . ., U, mit Koeffizienten aus 
dem g-ten Wurzelkérper von k ist. 

Nach (10) ist f(z, %) gleich dem Koeffizienten der héchsten Potenz von 2, 
in F(Z ,2;%). Also enthalt auch f(z, %) die Variabeln u,, und z, nur als g-te 
Potenzen und man kann schreiben 


(18) f(Z, UW) = fo (2, 4)". 


Setzt man (17) und (18) in (10) ein und zieht auf beiden Seiten die q-te 
Wurzel, so folgt 


(19) Fy (Zoo 3; tt) = fo(, ) JT (Zot zy tie 24). 


§ 3. Die Separabilitiét von F (Z,) 


Der folgende Satz 2-umfaBt die Sitze 8 und 9 von Heape'*). 

Satz 2. Ist k(x) separabel erzeugbar iiber k, 80 ist z, separabel iiber k (ii, 2) 
und umgekehrt. Ferner ist dann 
(20) k(t, xz) = k(t, z). 

Beweis. Wir brauchen nur den Fall der Charakteristik p zu behandeln. 
Der p-te Wurzelkérper von k werde allgemein mit k’ bezeichnet. 

1. Es sei k(x) separabel erzeugbar tiber k. Dann ist k(u, x) auch separabel 
erzeugbar iiber k(u). Nun ist aber, da die lineare Transformation (3) umkehrbar 
ist, 

k(u, x) = k(u, z), 


also ist k(u, z) separabel erzeugbar iiber k(u). 

Nach Wems “Foundations” oder nach §3 meiner ,,Neubegriindung* 
folgt daraus, daB der Wurzelkérper k(u)’ und k(u,z) linear disjunkt sind. 
Nach Satz 5 meiner ,,Neubegriindung kann man einige von den z, als se- 
parierende Variabeln wihlen. Da die Indices i in u,, und z, beliebig permu- 
tiert werden kénnen, kann man auch z,,...,2z, als separierende Variabeln 
wihlen. Also ist z, separabel iiber 


k(u, 2, . . ., Zp) = k(u, 2) . 


Nun ist z, aber algebraisch iiber k(i, z), d. h. in der irreduziblen Gleichung 
fiir z, tiber k(u,z) kommen nur die ii und z vor. Also ist z, separabel iiber 
k(t, 2). 

2. Nun sei z, separabel iiber k(ii,Z), also auch iiber k(u, z). Was fiir z, 
gilt, gilt auch fiir z,,,,...,2,; also sind alle z,; separabel iiber k(u,z). Somit 
ist_k(u, z) separabel erzeugbar iiber k. Daraus folgt, daB k’ und k(u, z) linear 
disjunkt sind. Um so mehr sind k’ und k(x) linear disjunkt, also ist k(z) 
separabel erzeugbar iiber k. 

3. Ist das der Fall, so folgt wie unter 1, daB z,...,z,-, und daher auch 
2}, .- +» %, separabel iiber k(u, z).sind. Nach § 1 sind alle z, algebraisch tiber 
k(u, 2), d. h. in den Minimalgleichungen fiir z,,..., 2, tiber k(u, Z) kommen 
nur die % und z wirklich vor. Also sind z,,..., 2, separabel tiber k(u, 2). 
10* 
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Die Isomorphismen des Kérpers k(ii, x), die die Elemente von k(ii, z) fest 
lassen, fiihren (x) in konjugierte Systeme (2‘”)) und z, in 


n 
2?) = —2 Uo; xh” 


iiber. Die (2‘”)) sind algebraisch iiber k(wu,2Z) und die u,, sind algebraisch 
unabhangig iiber diesem Koérper. Daraus folgt: wenn ein (2z)) von (x) ver- 
schieden ist, so ist auch 2” von z, verschieden. Wenn also ein Isomorphismus 
der eben betrachteten Art z, fest 14Bt, so muB er auch (z) fest lassen. Somit 
bleiben die x; fest bei allen den Isomorphismen von k(t, x), die die Elemente 
von k(t, 2) fest lassen. Da die x, auBerdem separabel iiber k (ii, Z) sind, miissen 
sie diesem K6rper angehéren. Daraus folgt (20), und Satz 2 ist vollstandig 
bewiesen. 

Wir denken uns den Grundkérper & durch Adjunktion der Unbestimmten 
ui zu K = k(%) erweitert. Die Gleichung (20) besagt dann, daB K(x) aus K 
erzeugt wird durch Adjunktion der r+ 1 GréBen z,...,z,. Dabei sind 
Z,, -. -, 2, unabhangig iiber K, und z, ist eine separable Funktion von z,, . . . , z,, 
die mit z,,...,z, durch die Gleichung (4) verbunden ist. 

In meiner ,,Neubegriindung“ wurde der separabel erzeugbare Kérper k(x) 
durch r + 1 Elemente y,, .. ., y,+, erzeugt, wobei y,,, eine separable Funktion 
der unabhangigen y,, . ..., y, war. Wir sehen jetzt, daB iiber dem neuen Grund- 
kérper K = k(t) die Linearkombinationen 2p, . . ., z, die Rolle der y,,. . ., y+, 
iibernehmen kénnen. Die Rolle des friiher benutzten Primpolynoms /(Y) mit 
der Eigenschaft f(y) = 0 spielt jetzt das Primpolynom F (Zp, . .., Z,), d. h. die 
zugeordnete Form. Auf diesem Grundgedanken beruhen die folgenden Beweise. 

Es sei k, der kleinste vollkommene Ko6rper iiber &. Ist k selbst vollkommen, 
so ist k,=k; andernfalls entsteht k, aus k durch Adjunktion aller p™-ten 
Wurzeln (m = 1, 2, ...). Die Koeffizienten der in § 2 definierten Form F,(U) 
liegen in k,. Wir beweisen nun: 


F,(U) ist iiber k, irreduzibel. 


Beweis. Im Falle k,= k ist die Behauptung klar. Andernfalls nehmen wir 
an, F,(U) ware zerlegbar: 

(21) F,(U) = @(U) H(U). 

Da F,, als Form in U, betrachtet, nach (19) ein Produkt von lauter ver- 
schiedenen Linearfaktoren ist, sind die Faktoren G(U) und H(U) sicher teiler- 
fremd. Wir erheben nun beide Seiten von (21) in eine solche q’-te Potenz 
(q'= p™), daB alle Koeffizienten links und rechts in k liegen. Man erhalt 
links eine Potenz von F(U), aber F(U) ist prim in k(U), also miissen rechts 
beide Faktoren Potenzen von F sein. Das widerspricht aber der Teilerfremd- 
heit von G und H. Damit ist die Behauptung bewiesen. 

Mit derselben Methode beweist man, daB die Varietat V iiber k, irreduzibel 
bleibt. Wiirde nimlich V iiber k, zerfallen, so gabe es in k,[X] ein Produkt 


G(X) H(X), 
das Null ware auf V, wahrend G(X) und H(X) es nicht sind. Bestimmt man 
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q = p™ 80, daB die g’-ten Potenzen von G(X) und H(X) beide in &[X] liegen, 
so erhalt man wie vorhin einen Widerspruch. 
Die zugeordnete Form von V ier k, ist offensichtlich F,(U). 


§ 4. Die absolute Irreduzibilitét der Form F (U) 


Satz 3. Die Form F(U) ist dann und nur dann absolut prim, wenn k(x) 
regulér iiber k ist, d. h. wenn k und k(x) linear disjunkt sind. 

Beweis. 1, F(U) sei absolut prim. Aus (17) folgt dann, daB g=1 sein 
muB. Nach Satz 2 ist also k(x) separabel erzeugbar iiber k und es gilt 


k(u, x) = k(i, Z). 


Das System (ii, 2) besteht aus (r + 1) n+ r+ 1 Elementen und hat nur 
den Transzendenzgrad (r+ 1)n-+ 1, also hat das Ideal Py +), eine Basis 
aus nur einem Primpolynom (fiir die Bezeichnungen siehe Werzs “Foundations” 
oder meine ,,Neubegriindung“). Dieses Primpolynom ist eben die zugeordnete 
Form F(U). Diese ist nach Voraussetzung absolut prim, bleibt also prim 
nach der Erweiterung von k zu k. Daraus folgt, daB die Basis von Jj, 3)/3 aus 
eben demselben Primpolynom F(U) besteht. Nach Theorem 3 aus Wet 
“Foundations” (Satz 3 meiner ,,Neubegriindung“) sind also & und k(i, Zz) 
linear disjunkt. Um so mehr sind & und k(z) linear disjunkt, d. h. k(2) ist 
regular iiber k. 

Der hier angewandte SchluB ist genau derselbe, der in meiner ,,Neube- 
grindung‘‘ zum Beweis des Satzes 6 fiihrte. Die Form F(U) tritt eben an die 
Stelle des damals benutzten Polynoms /(Y). 

2. Nun sei k(x) regular tiber k. Der Kérper K = k(t) ist frei in bezug 
auf (x), also ist K(x) regular iber K (‘‘Foundations”, Theorem 5, oder ,,Neu- 
begriindung“, Satz 6). Nach Satz 2 ist aber 


K(x) _ k(t, xr)= k(t, z) _ K(z) , 


also ist K(Z) regular iiber K. 

Wir wollen zeigen, daB F(U) = F(Z, . . ., Z,, %) als Polynom in Zp, . . . , Z, 
absolut prim ist. Ware das nicht der Fall, so wiirde F(U) in K[Zp,.. ., Z,] 
zerfallen : 

F(U) =G(Z)-H(Z). 


Ersetzt man Zp, .. ., Z, durch zp, . . ., z,, 80 wird F Null, also muB G oder H 
dann Null werden, etwa 


(22) 1 G (r,. « «+p Zp) =O. 

Die in G(zo,...,2z,) vorkommenden Potenzprodukte der z; waren dann 
linear abhangig iiber KX, aber nicht iiber K. Das geht nicht, weil K und K(z) 
linear disjunkt sind. Also ist F(U) als Polynom in Zp, . . ., Z, absolut prim. 

Ware nun F(U) als Funktion simtlicher U,, nicht absolut prim, so miBte 
es in der Zerlegung , 

(23) F(U) = @(0) H(U) 
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einen Faktor, etwa H(U), geben, der die Z;= U;,, nicht enthalt, sondern nur 
die U,;; mit j > 0. 

Wir betrachten nun beide Seiten von (23) als Funktionen von Z,= Uy, 
allein und wenden links die Zerlegung (16) an. Der erste Faktor {(U’) dieser 
Zerlegung enthalt U,,,..., U9, nicht. Die tibrigen Faktoren sind Linear- 
faktoren U,.+ ---, die keinen von Ug) unabhangigen Faktor enthalten. Also 
mu8 H(U) als Faktor in {(U’) enthalten sein, also enthalt H(U) die U,, nicht. 

Vertauscht man nun die Variabelnreihen U,,...,U,, so folgt, daB H(U) 
keinen der U,, enthalten kann, d.h. H(U) ist eine Konstante und F(U) 
absolut irreduzibel. 


Ist k(x) regular iiber k, so heiBt der K6rper k gut fiir die Varietit V. A. Wet. 
nennt & in diesem Fall a field of definition of V. Aus Satz 3 folgt unmittelbar: 

Satz 4. Der Kérper k ist dann und nur dann gut fiir V, wenn die zugeordnete 
Form F(U) absolut prim ist. 


§ 5. Ganzheitseigenschaften. Die Gleichungen von V 
A. Die x, als ganze Funktion von 2,, . . ., 2, 


Wir beweisen zunachst: 

Satz 5. Wenn das Grundpolynom F(Z) als Polynom in Zpo,...,Z, den 
Grad h hat, so enthiilt es ein Glied c Z* mit c + 0. 

Beweis. Wir schreiben die ersten r + 1 Gleichungen (3) in Matrixform 


= WC 0 


(24) z=—uz. 


Mit (r + 1)? Unbestimmten ¢;; bilden wir eine quadratische Matrix 7 und 
setzen 


(25) z’=T—2z oder z=Tz’. 


Durch die Transformation Z=T7'Z' mége das Grundpolynom F(Z) in 
F’ (Z’) tibergehen: 
(26) F(TZ') =F'(Z'). 


In F’ kommt das Glied Z;* mit einem von Null verschiedenen Koeffi- 
zienten vor, denn die Elemente der ersten Spalte der Matrix 7 sind Unbe- 
stimmte und F ist nicht identisch Null. 

Ersetzt man in (26) die Z’ durch z’, so wird die linke Seite und daher auch 
die rechte Seite Null. Also ist F’(Z’) das Primpolynom in Z, . . ., Z; mit der 
Eigenschaft F’ (z’) = 0. 

Setzt man (24) in (25) ein und setzt 7-1u = w’, so erhalt man 


(27) 2=—w's. 
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Die Gleichung F(z)=0 gilt, werm man z=—vu-z in ihr einsetzt, identisch 
in den u. Sie bleibt also gelten, wenn wu iiberall durch wu’ und z durch 2’ ersetzt 
wird. Also kann man das Polynom F’(Z’) mit der Eigenschaft F’(z’) = 0 
einfach dadurch erhalten, daB man in F(Z) die u durch u’ und die Z durch Z’ 
ersetzt. 

Wiirde nun F kein Glied mit Zz enthalten, so wiirde das durch die Sub- 
stitution u—> wu’ erhaltene Polynom F’ kein Glied mit Zj* enthalten. Wir 
haben aber gesehen, da8 ein solches Glied vorhanden ist. Also enthalt F ein 
Glied mit Z?. 

Aus Satz5 folgt, daB das Polynom f(z, %) in (10) die Variabeln z,, . . . , z, 
nicht enthalten kann. Sonst hatte naimlich die rechte Seite von (10) in allen 
Variabeln Zp, z,,...,2, zusammen einen Grad gréBer als g = g,g, enthielte 
aber Z, nur in der g-ten Potenz, was dem Satz 5 widerspricht. 

Nebenbei folgt jetzt g = h und c = f(%w). 

Aus Satz 5 folgt weiter, daB z, eine ganze algebraische Funktion von 
Z,..-,%, liber k(t) als Konstantenkérper ist. Diese Funktion erfiillt die 
Gleichung 


oder ausfihrlicher 
(29) F (zp, 2, . - -» %3%) =O. 


Setzt man z,= — Z u,,2; in (29) ein und hebt unter den a die u,, be- 
sonders hervor, so erhalt man 


(30) F (— £ 49; 2;, 2)... 5 2p Uy, U) =O. 

Die u; sind Unbestimmte, die von den «, x; und z; unabhangig sind. Die 
Gleichung (30) gilt identisch in den u,;. Man kann also u,,= 1 und die iibrigen 
%,;=0 setzen. So erhalt man eine Gleichung fiir z,: 


(31) f(m) 2h + fies @) at? + +++ + fy; w) =0 
und analoge Gleichungen fiir z,,..., z,. Daher: 


Die Koordinaten x,,..., 2, des allgemeinen Punktes x von V sind ganze 
algebraische Funktionen von 2,, . . ., 2, tiber k(u) als Konstantenkérper. 


B. Die Gleichungen von V 

In ZAG 3 (Math. Ann. 108) wurde eine Methode entwickelt, durch Faktor- 
zerlegung des Grundpolynoms F(Z,,...,Z,;%) fir spezielle Werte von 
Z,,...,Z, allé Punkte von V zu erhalten. Auf Grund dieser Methode kann 
man auch sehr leicht die Bedingungen herleiten, die ein Punkt y zp erfiillen 
hat, damit er auf V liegt. Diese Methode und diese Bedingungen wollen wir 
jetzt, leicht modifiziert, neu herleiten. 

Es sei K ein beliebiger Erweiterungskérper von k. Wir nehmen an, dab 
die u;;(0 < i < r,1 <j < nm) Unbestimmte iiber K sind. Wir bezeichnen mit L 
die algebraisch abgeschlossene Hiille von K (u), wobei (uw) wie immer das System 
der u;; mit 1<i<r bezeichnet. Wir setzen uns zum Ziel, alle Punkte y 
von V mit Koordinaten aus L zu bestimmen. 
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Setzt man in (29) fiir alle z; ihre Ausdriicke (3) ein, so erhalt man 
(32) F(— Luz; i) =0. 


Diese Gleichungen gelten (identisch in den u;;) fiir den allgemeinen Punkt x 
von V und daher fiir jeden Punkt y von V: 


Setzt man also 
(34) t= — Lujsy; (¢=0,..., r), 
so erhalt man 
(35) F (ty, th, . . , ty; i)=0. 


Wenn die y, in L liegen, liegen t,, . . ., t, ebenfalls in L. 

Jetzt kehren wir den Zusammenhang um und nehmen 4,,...,¢, als ge- 
gebene Elemente von L an. Wir bestimmen ¢, als irgend eine Lésung der 
Gleichung (35) im algebraisch abgeschlossenen Universalkérper 2. Solche 
Lésungen gibt es immer, denn (35) enthdlt nach Satz 5 ein Glied cth mit 
c+ 0. 

Das Polynom F (Zp, Z,, . . ., Z,; %) ist iber k(u) irreduzibel. Die Gleichung 
(35) definiert also eine iiber k(t) irreduzible Varietéat im affinen (r+ 1)- 
dimensionalen Raum der Punkte ¢t =(t), . . ., t,). Ein allgemeiner Punkt dieser 
Varietat ist der durch (3) definierte Punkt z =(z,...,z,), denn z,,.. ., z, 
sind nach Satz 1 algebraisch unabhangig iiber k(ii). Also ist ¢t eine Speziali- 
sierung von z tiber k(i). 

Eine solche Spezialisierung 14Bt sich immer zu einer Spezialisierung 


(36) (z, x) > (t, y) tiber k(u) 

fortsetzen. Unendliche Spezialisierungen sind dabei von vornherein ausge- 
schlossen, da 2,,..., x, nach (31) ganze algebraische Funktionen von z,, . . , z, 
iiber k(t) sind. 


Bei der Spezialisierung (36) bleibt die Gleichung (31) erhalten. Also ist 
jedes y, algebraisch tiber Z und daher in L enthalten. 

Ferner ist y eine Spezialisierung von zx iiber k und daher ein Punkt von V. 

Auch die Gleichungen (3) bleiben bei der Spezialisierung erhalten; daher 
gelten wieder die Gleichungen (34). Das hei8t: Wenn wir, von den t; ausgehend, 
den Punkt y bestimmen und aus y nach (34) wieder die ¢; berechnen, so 
kommen wir genau auf die ¢; zuriick, von denen wir ausgegangen sind. Ins- 
besondere folgt aus der ersten Gleichung (34) 


to= — 2 ups y; 


daB die Lésungen ¢, der Gleichung (35) samt und sonders dem K6rper L(u,;) 
angehéren und Linearformen in den Unbestimmten u),,.., Up, sind. Die 
Koeffizienten dieser Linearformen sind die y,; diese sind also durch ¢, jeweils 
eindeutig bestimmt. Zu jeder Lésung t, der Gleichung (35) gehért ein einziger 
Punkt y. 
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Will man Punkte y mit Koordinaten aus der algebraisch abgeschlossenen 
Hiille KF des vorgegebenen Kérpers K erhalten, so mu8 man, wie das in ZAG 3 
getan wurde, fiir (%) ein System von Elementen aus KX so wahlen, daB (i) + 0 
wird. Dann wird L = K und die eben erklarte Methode ergibt alle Punkte y 
von V mit Koordinaten aus KX. Die u,,; bleiben nach wie vor Unbestimmte. 

In dieser Arbeit bleiben wir aber dabei, daB simtliche u,, Unbestimmte sind. 

Wir haben gesehen: Wenn y auf V liegt und ¢,, . . ., t, durch (34) definiert 
werden, so erfiillen diese ¢, die Gleichung (35). 

Es gilt aber auch umgekehrt: Wenn die durch (34) definierten t, die Glei- 
chung (35) erfiillen, so liegt y auf V. Man kann dann nimlich nach der eben 
geschilderten Methode durch Fortsetzung der Spezialisierung z — ¢ zu (z, x) > 
— (t, y’) einen Punkt y’ von V erhalten, fiir den 


tg= — 2 tgs ¥j 
gilt. Vergleicht man das mit 

to= — 2 tgs ¥; 
so folgt y,= y;, weil die u,, tiber ZL unabhangig sind. Also ist y ein Punkt 
von V. 

Daraus folgt: 

Satz 6. Hin Punkt y mit Koordinaten aus L liegt dann und nur dann auf V, 
wenn die Linearformen (34) die Gleichung (35) erfiillen: 

(37) F(— Lujy,; it) =0. 

Dieser Satz gilt insbesondere fiir Punkte y mit Koordinaten aus XK. Uber K 
sind die u,,; unabhingige Unbestimmte; also folgt aus (36), daB die Koeffi- 
zienten aller Potenzprodukte der u,,; gleich Null sein miissen. So erhalt man 
ein explizites Gleichungssystem fir V: 

Fy (¥, -- -» Yn) = 0. 

Die Koeffizienten dieser Gleichungen sind ganzzahlige Linearkombinationen 
der Koeffizienten der zugeordneten Form F. 

Die geometrische Bedeutung der Formel (37) ist ganz einfach. Legt nian 
durch einen Punkt y méglichst allgemein r+ 1 Hyperebenen wg, .. ., w,, 80 
haben die Koeffizienten w;; dieser Hyperebenen w, die Bedingungen 


n 
Wigt x wiys= 0 

zu erfillen. Daraus ergibt sich 
(38) ee Wig= — ZT wiyy; . 

Damit nun y auf V liegt, miissen die Hyperebenen wp, ...,w, die Be- 
dingung 
(39) F (wo, ...,w,) = 9 
erfillen, wo F die zugeordnete Form ist. Dabei kann man die w;; mit i + 0 


als Unbestimmte u,; wahlen und die w;, durch (38) definieren. So ergibt 
sich (37). 
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Im projektiven Fall ist das Prinzip gleich, aber die Rechnung etwas kom- 
plizierter. Die allgemeinste Hyperebene w, die durch einen Punkt (yo, . . . , y,) 
im projektiven Raum geht, ist durch 


w= 285 eYe (8;2= — 8x5 » 853= 9) 
gegeben. Nimmt man wieder r + 1 solche Hyperebenen wp, . . ., u, und setzt 
die Bedingungsgleichung 
(40) F (wo, ..., W,) = 0 
identisch in den s,;, an, so erhalt man nach") die Gleichungen der Varietat V 
im projektiven Raum. 


§ 6. Zerfall einer Varietét bei Erweiterung des Grundkérpers 


Es gibt zwei Methoden, das Verhalten einer Primvarietaét bei Erweiterung 
des Grundkérpers k zu untersuchen. Man kann, wie das in den Arbeiten *) 
und *) geschehen ist, das Verhalten des zu V gehérigen Primideals p bei 
einer Erweiterung von k untersuchen. Einfacher ist es jedoch, die Ideal- 
theorie ganz beiseite zu lassen und die Zerlegung von V aus der Faktor- 
zerlegung der Form F(U) zu erschlieBen. 

Der Grundkérper & kann fiir die Zwecke dieser Untersuchung immer als 
vollkommen angenommen werden. Ist er es nimlich nicht, so kann man 
von k zum vollkommenen Wurzelkérper k, tibergehen. Auf die Reduzibilitat 
von V hat diese Kérpererweiterung keinen EinfluB (siehe § 3, SchluB). 

Ist & vollkommen, so ist der Separabilitatsgrad g=1 und die Gleichung (16) 
vereinfacht sich zu 


(41) F(U) = {(0") HT (Ugy”) = f(U") @(U) . 


Dabei sind y) die Schnittpunkte von V mit den allgemeinen Hyperebenen 
U,, ..., U,; {(U") ist eine Funktion von U,,..., U, allein und G(U) ist das 
Produkt der Linearfaktoren (U, y”). 

Nun sei KX ein beliebiger Erweiterungskérper von k. Wir nehmen an, dab 
die U;, auch tiber K noch Unbestimmte sind. Die y”) brauchen iiber 
K(U,,...,U,) nicht mehr alle konjugiert zu sein, sondern sie kénnen in 
Systeme konjugierter Punkte zerfallen. Entsprechend zerfallt das Produkt 
G(U) in Teilprodukte ; 

(42) G(U) = G,4,...G,, 


wobei jeder Faktor G; ein Produkt von iiber K(U) konjugierten Linear- 
faktoren (U, y”) ist. 

Jeder der tiber K(U) konjugierten, zu G; gehérigen Punkten y”) hat 
iiber K den Transzendenzgrad r und ist daher allgemeiner Punkt einer iber K 
irreduziblen, r-dimensionalen Varietat V;. ; 

Macht man die G; durch Multiplikation mit geeigneten Faktoren /,(U’) 
‘ganzrational auch in U,,...,U,, so erhalt man die zugeordneten Formen 
F,(U) der Varietaéten V;. Aus (42) folgt, wenn beide Seiten ganz rational 
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in allen Variabelnreihen gemacht und alle nur von U,,..., U, abhangigen 
Faktoren links und rechts weggekiirzt werden, 
(43) F(U) =F,F,...F,. 

Nun wird behauptet: 

V ist die Vereinigung von V,,...,V,. 

Beweis. Nach $55 giles cia Peaks y don we nur dann zu V, wenn 
die r + 1 Hyperebenen wg, . . . , w,, die durch 


Wig= — Tw; y; 


mit unbestimmten w;,, (i + 0) definiert sind, identisch in diesen Unbestimmten 
die Gleichung 
F (wo, . . ., w,) =0 


erfiillen. Ist das fiir F der Fall und gilt (43), so ist es auch fiir ein F; der Fall 
und umgekehrt. Also liegt ein Punkt y dann und nur dann auf V, wenn er 
auf einer der V; liegt. Damit ist die Behauptung bewiesen. 

Nach dem eben Bewiesenen entsprechben die Primfaktoren F; von F(U) 
eineindeutig den irreduziblen Teilen V; von V. Ist also F absolut prim, so 
ist auch V absolut irreduzibel oder ,,unteilbar“. 

Bei vollkommenen Grundkérpern k gilt auch das Umgekehrte: Ist V un- 
teilbar, so ist F absolut prim. Ist k unvollkommen, so kénnen wir nur schlieBen, 
daB F eine.q-te Potenz einer absoluten Primform F, ist. 

Damit baben wir 

Satz 7. Die Varietét V ist dann und nur dann unteilbar, wenn ihre zuge- 
ordnete Form F(U) eine q-te Potenz einer absoluten Primform F,,(U) ist, wobei 
q = | oder q = p* ist. 

Aus Satz 4 und Satz 7 folgt: 

Satz 8. Der Kérper k ist dann und nur dann gut fiir V, wenn V untetlbar 
und q=1,d.h. F(U) = F,(U) ist. 

Dieser Satz gibt uns, wenn eine unteilbare Varietaét gegeben ist, ein ein- 
faches Mittel an die Hand, den kleinsten Korper k, zu konstruieren, der gut 
fiir V ist. Man normiert die zugeordnete Form F(U) so, daB ein Koeffizient 

- gleich Eins wird. Im Fall der Charakteristik p sieht man zu, ob F sich als 
Polynom in den U{; schreiben laBt, wobei q = p* als méglichst hohe Potenz 
von p zu bestimmen ist. Sodann bildet man F,(U), indem man aus allen 
Koeffizienten von F(U) die g-te Wurzel auszieht. Fir Charakteristik Null 
setze man F,=F. Die Koeffizienten von Fy erzeugen den gewiinschten 
K6rper kp. 


(Eingegangen am 30. April 1958) 
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Felder von Flachenelementen 
in 4-dimensionalen Mannigfaltigkeiten 


Von 
Friepricu Hirzesrvcn in Bonn und Herz Horr in Zirich 


Herrn H. BexunkeE zum 60. Geburtstag gewidmet 


Einleitung 


Wir betrachten 4-dimensionale kompakte orientierte differenzierbare 
Mannigfaltigkeiten M und in ihnen stetige Felder von orientierten Flachen- 
elementen. Die nachstliegende Frage lautet: ,,Jn welchen M existieren solche 
Felder ohne Singularitéten ?“‘ Eines der Hauptergebnisse dieser Arbeit besteht 
davin, daB diese M durch eine arithmetische Relation zwischen der Eulerschen 
Charakteristik e und der Poincaréschen Bilinearform S(z,y) charakterisiert 
werden; S(z,y) bezeichnet also die Schnittzahl der 2-dimensionalen Homo- 
logieklassen x und y, und zwar ist ,,Homologie“ hier im einfachsten Sinne, 
namlich als ,,Homologie mit Division“ zu verstehen (x, y sind also Elemente 
der, modulo der Torsionsgruppe reduzierten, ganzzahligen Homologiegruppe). 
Ubrigens werden wir uns der Cohomologie-Sprache bedienen, so daB nachher 
x, y Elemente der 2-dimensionalen, modulo der Untergruppe der Elemente 
endlicher Ordnung reduzierten, ganzzahligen Cohomologiegruppe und S(z, y) 
den Wert des 4-dimensionalen Cup-Produktes zy auf dem Grundzyklus der 
orientierten M bezeichnen werden. In der erwahnten arithmetischen Relation 
werden auBer dem Tragheitsindex (oder der Signatur) t (vgl.4.1) einer 
symmetrischen Bilinearform S(z,y) noch die folgenden Begriffe auftreten: 

Auf dem p-dimensionalen Gitter (ganzzahligen Modul) H sei S eine ganz- 
zahlige symmetrische bilineare Funktion von Gittervektoren z, y mit der 
Determinante +1. Dann gibt es solche Gittervektoren w, daB 


(1) S(w, x) = S(x, x) mod 2 fiir jeden x ¢ H 


ist; in der Tat: hat S in bezug auf eine beliebig gewahlte Basis von H die 
Matrix (a,;), so besitzt der Vektor w, dessen Komponenten w, durch das 
Gleichungssystem 


P 
2, Ms s= Mes $= 1,2,...,7, 
j= 


bestimmt sind, die Eigenschaft (1); ferner sieht man leicht, daB mit w alle 
Vektoren w’= w + 22(x € H beliebig), und nur diese w’, ebenfalls (1) erfiillen, 
Somit bilden die durch (1) charakterisierten w eine Restklasse W«¢ H/2 H. 
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Wir verstehen unter 2 die Menge aller Zahlen S(w,w) mit w¢W. (Im Falle 
p = 0 verstehen wir unter 2 die nur aus der 0 bestehende Menge.) 

Fir eine Mannigfaltigkeit M ist also neben der Eulerschen Charakteristik 
e und dem Tragheitsindex t die Zahlenmenge 22 definiert. Nun lautet die 
Antwort auf die anfangs formulierte Frage: 

In M gibt es dann und nur dann Felder von Flichenelementen ohne Sin- 
gularitdt, wenn 

3r+2e€Q und 31—2eEQ. 


Felder mit héchstens endlich vielen Singularitaten existieren nach einem 
Satz von Wuirney (den wir iibrigens in (4.1 vi) noch einmal beweisen werden) 
in jeder M. Jeder isolierten Singularitat P, ist in bekannter Weise ein Index 
zugeordnet: er ist die Homotopieklasse einer bestimmten Abbildung einer 
Sphare S, in die Mannigfaltigkeit X der orientierten Ebenen durch einen Punkt 
des euklidischen R*, also ein Element der Gruppe 2,(2); da 2 homéomorph 
mit dem Spharenprodukt S, x S, und da z,(S,) unendlich zyklisch ist, kann 
der Index bei Beachtung gewisser Orientierungskonventionen als Paar (a,, b,) 
ganzer Zahlen aufgefaBt werden; die Indexsumme des Feldes ist das Paar 
(a, b) mit a= La,, b = 2 b,, summiert iiber alle Singularitéten. Wir fragen, 
welche Indexsummen in einer gegebenen M auftreten. Diese Indexsummen 
sind im allgemeinen nicht einander gleich; vielmehr gilt folgender Satz: 

Dann und nur dann haben in M alle Indexsummen den gleichen Wert, wenn 
die zweite Bettische Zahl b,= 0 ist; und zwar ist dieser Wert 


(a, b) —_ (—e/2, +e/2) —_ (—1 + b, , 1 — b,) ’ 


wobei b, die erste Bettische Zahl ist. Wenn b,+ 0 ist, so gibt es in M Felder mit 
unendlich vielen verschiedenen Indexsummen. 
Dies ist ein Korollar des folgenden Hauptsatzes der Arbeit: 

Als Indexsummen von Feldern mit endlich vielen Singularititen in M treten 
die folgenden Zahlenpaare (a, b) und nur diese auf: 


(2) a=1(a—31—2e), b=+(B—34+ 2e) mit beliedigen a, B ¢ 2). 
~~ 4) Daa und 6 nach Definition ganze Zahlen sind, sind auch die rechten Seiten in (2), 
die man als 





1 1 1 1 
Ze d—_l+9, Ge-—D—g_Zlt—-4 


schreiben kann, ganz; fernér ist t = e mod. 2 (da beide Zahlen mod. 2 der 2. Bettischen 
Zahl kongruent sind); daher ist die Ganzheit der obigen Zahlen gleichbedeutend mit der 
Giiltigkeit der Kongruenzen 

(3) S(w, w) = t mod. 4 fir we W. 


Fiir diejenigen Bilinearformen S, welche als Poincarésche Formen in Mannigfaltigkeiten M 
auftreten, haben wir somit (3) auf dem Umweg iiber (2) bewiesen. Herr W. LepERMaNN 
hat auf algebraischem Wege gezeigt, daB (3) fiir alle symmetrischen ganzzahligen Bilinear- 
formen S mit ungerader Determinante gilt (An arithmetical property of quadratic forms, 
Comment. Math. Helvet. Erscheint demnichst). 














158 Frieprich Hirzesrucn und Herz Horr: 


Wenn wir ein festes w ¢ W auszeichnen und 
w®—31—2e=—4a,, w®—31r+ 2e=— 4b, 
setzen, so kénnen wir statt (2) auch schreiben: 
(2’) a=2?+wzr+a,, b=y'*+ wy + by mit beliebigen z,y ¢ H 


(wobei H die, modulo der Cotorsion reduzierte, ganzzahlige 2. Cohomologie- 
gruppe ist und hier ein Produkt uv zweier Elemente u,v ¢ H —also z. B. z*, 
w,...— ebenso wie S(u,v) den Wert des 4-dimensionalen Cup-Produktes 
auf dem Grundzyklus von M bezeichnet). 

2-Beine, d.h. geordnete Paare linear unabhangiger Richtungen, stellen 
Fiachenelemente dar. Es gilt: 

In M gibt es dann und nur dann Felder von 2-Beinen ohne Singularitat 
d.h. Paare von iiberall linear unabhingigen Richtungsfeldern), wenn e = 0 
und 31 € Q ist. 


Auch die méglichen Indexsummen der Singularitéten von 2-Bein-Feldern 
werden bestimmt, Ferner werden Kriterien fiir die Existenz einer fast- 
komplexen Struktur sowie fiir die Parallelisierbarkeit von M angegeben. Alle 
Ergebnisse sind in (4.3 — 4.6) zusammengestellt. 


DaB die ‘Indexsummen (a, 6) durch die Werte zweier Cohomologie-Poly- 
nome 2. Grades von der Art (2’) bestimmt sind, war bereits — itibrigens auf 
einem aaderen Wege als dem, den wir jetzt benutzen.werden — in den Noten [8] 

,und [9] von Hors festgestellt worden; jedoch gelang damals die Bestimmung 

der Koeffizienten’dieser Polynome nur in Spezialfallen, z. B. fiir die komplexe 
projektive Ebene, aber nicht fiir beliebige M. Der allgemeine Fall wurde dann 
von HirzEBRUCK erledigt. Die ganze Untersuchung betrifft natiirlich Faser- 
biindel, Hindernisse und charakteristische Klassen. Wir werden in unserer 
Darstellung Satze aus diesen Theorien ohne Kommentar benutzen; wir ver- 
weisen auf [12] (besonders fiir die Hindernis-Theorie) und auch auf [1, 2, 3, 6] 
(fiir Faserbiindel und charakteristische Klassen). Die Tatsache, da8 unsere 
Satze, zu denen wir auf erst in den letzten Jahren erschlossenen Wegen ge- 
langen, ganz im Rahmen der alten Poincaréschen Begriffe formuliert werden 
kénnen (wit wir es oben getan haben), hat vielleicht keihe besonders groBe 
prinzipielle Bedeutung (da sie sich kaum auf héhere Dimensionszahlen tiber- 
tragen lassen diirfte); aber wir halten sie doch fiir bemerkenswert nicht nur 
als Kuriosum, sondern auch im Hinblick auf die Beziehungen zwischen alten 
Begriffen und neuen Methoden, die sich in ihr auBern. 

Aus Griinden teils sachlicher, teils persénlicher Natur, die wir angedeutet 
haben, macht es uns besondere Freude, diese Arbeit Herrn BEHNKE zu widmen, 
dessen Interessen und dessen Wirksamkeit in so hohem MaBe der gegen- 
seitigen Durchdringung der ,,klassischen“ und der ,,modernen“ Mathematik 
sowie der Zusammenarbeit zwischen Mathematikern verschiedener Gene- 
rationen gelten. 
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§ 1. Homomorphismen und charakteristische Klassen 


1.1. Wie in [2] werden Faserbiindel durch ein Symbol, meistens durch 
einen kleinen griechischen Buchstaben, angedeutet. Ist £ cin Faserbiindel, 
dann wird mit Z, der Totalraum und mit B, die Basis von £ bezeichnet. 
Es sei G eine kompakte Liesche Gruppe und é ein G-Prinzipalfaserbiindel. 
Wenn G auf dem Raum F operiert, dann hat man bekanntlich das zu & asso- 
ziierte Faserbiindel (€,¥) mit F als Faser, dessen Totalraum EZ, x,F ist, 
das ist der Quotient von Z,;x F modulo der Aquivalenzrelation (z, f) ~ 
s (x-g,g-'-f). Es sei G’ eine weitere kompakte Liesche Gruppe und 4 ein 
Homomorphismus von G in G’. Jedem G-Prinzipalfaserbiindel £ ist dann die 
A-Erweiterung A,é zugeordnet, das ist ein G’-Prinzipalfaserbiindel, ebenfalls 
mit der Basis B,, dessen Totalraum E£; x gG’ ist, wo G auf G’ durch g-g’ = 
= A(g)-g' operiert. Operiert G’ auf F, dann operiert auch G auf F durch 
g°f=A(g)-f und der Totalraum von (A, &, F) ist kanonisch homéomorph 
zum Totalraum von (é, F): 


(E, x @@’) xq@F= E,x¢F ° 


Dieser Homéomorphismus ist fasertreu. Weiter werde an folgendes erinnert: 
Wenn é ein G-Prinzipalfaserbiindel und U eine abgeschlossene Untergruppe 
von @ ist, dann ist Z,/U der Totalraum des zu & assoziierten Faserbiindels 
mit G/U als Faser, wo G auf G/U durch Linkstranslationen operiert. 


Dieses G/U-Faserbiindel hat dann und nur dann einen Schnitt tiber B,, 
wenn é die 1-Erweiterung eines U-Prinzipalfaserbiindels tiber B, ist, wo 1 die 
Einbettung von U in G ist. — In [2] wird ein Verfahren zur Berechnung der 
charakteristischen Klassen von A, & aus denen von & angegeben, das wir auf 
Homomorphismen von $O(4) in SO(3) und von U(2) in SO(3) anwenden 
werden. Wie iiblich ist SO (k) die Gruppe der orthogonalen Abbildungen des R* 
mit der Determinante 1 und U(k) die unitére Gruppe im C*. Die in dieser 
Arbeit auftretenden G-Prinzipalfaserbiindel haben folgende charakteristische 
Klassen : 

i) @=S$O(4). Man hat die Stiefel-Whitneyschen Klassen w,(&) ¢ 
H?(B,,Z,) und W,(&) ¢ H°(B,,Z), ferner die Eulersche Klasse W,(&) 
€ H*(B,, Z) und die Pontrjaginsche Klasse p,(&) ¢ H*(B,, Z). 

ii) @=$O(3). Man hat die Stiefel-Whitneyschen Klassen w,(&) 
€ H?(B,,Z,) und W,(&) ¢ H*(B,,Z), ferner die Pontrjaginsche Klasse p,(&) 
€ H*(B,, Z). 

iii) @ =U(n). Man hat die Chernschen Klassen c,(&) ¢ H?*(B;, Z), 
fs fee | 

In i) und ii) ist W,= 6, w,, wo 6, der zur Koeffizientensequenz 0 Z 
*.,Z —~ Z,-+ 0 gehérige Homomorphismus H?(B;, Z,) > H*(B,, Z) ist. Also ist 
2W,=0. Die Stiefel-Whitneyschen, die Eulerschen und die Chernschen 
Klassen kénnen bekanntlich als erste Hindernisse gewisser assoziierter Faser- 
biindel definiert werden [12]. Die Pontrjaginsche Klasse p,(&) ist gleich 
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—c,(A, &), wo A hier die ,, komplexe Erweiterung‘ SO (4) > U (4) bzw. 
$O (3) > U(3) ist. 

1.2. Die Homomorphismen A, i von SO (4) auf S$O(3). Der Vektorraum 
R‘ wird mit dem Kérper K der Quaternionen identifiziert : 
(1) © = (Xy, Ly, Ly, Ly) = Xt 1 yt j Let kag— 2+ 6 yt (Zt tm) -j 
Der komplexe Kérper C ist in K enthalten (z,= z,= 0). Mit S, bezeichnen 
wir die multiplikative Gruppe der Quaternionen vom Betrage 1 und mit 
S, die multiplikative Gruppe der komplexen Zahlen vom Betrage 1. Es ist 


also S,= S$, \C. Das Element (q,, g,) der Gruppe S, x S, operiert auf R* (= K) 
durch 


(2) (41592) (2) =q,° 2-qz', (x €K, Multiplikation im Sinne von K) . 
Man erhalt einen Homomorphismus « von S, x S, auf SO (4), dessen Kern von 
(—1, —1) erzeugt wird, und damit eine exakte Sequenz 

(2) 0+Z,>S, x S$, %+$O(4) > 0. 

Der Vektorraum R* wird mit dem Raum der Quaternionen mit verschwin- 
dendem Realteil (x,= 0) identifiziert. q € S, operiert auf R* durch 

(3) qiy)=q' yo", (y € R®). 
Man erhalt einen Homomorphismus f von S$, auf SO (3), dessen Kern von —1 
erzeugt wird, und damit eine exakte Sequenz 

(3*) 0+Z,> S$, £. $O(3)-0. 


Es sei A die Diagonale von S, x S,. Dann ist «(4) = 1 x $O(3)c SO(4). Mit 
x,(r = 1, 2) bezeichnen wir die Projektion von S, x S$, auf seinen r-ten Faktor. 
Dann gibt es einen und nur einen Homomorphismus 4“), so daB das folgende 
Diagramm kommutativ ist 


S, x S, + $O(4) 
Ty ur) 


Ss, £. $0(3) 


In den vier Gruppen dieses Diagramms zeichnen wir maximale Tori aus: In S, 
die Untergruppe S, der Elemente exp(2 2 ¢), (g € R); in S, x S, die Unter- 
gruppe S,xS, der Elemente (exp(2 2i g,), exp(2 74 )), (Mp Y2€ R); in 
$O (4) die Untergruppe $O (2) x $O(2) der Matrizen 


(4) 


D(t,) 
(20 9) nem, 
wo 
D cos2xt —sin22t\— 
= sin 2 2t cos 22t)’ 


schlieBlich in $O (3) die Untergruppe 1 x $O(2) der Matrizen 


1 0 
(0 vw)? ERD: 
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Man kontrolliert sofort, daB durch a, 8, x, im Diagramm (4) der ausgezeichnete 
maximale Torus auf den ausgezeichneten maximalen Torus der Bildgruppe 
abgebildet wird und daB man die Abbildungen auf dem jeweiligen maximalen 
Torus durch folgendes Diagramm beschreiben kann 


(Pr, Pa) > (4 te) = (Pi— Pa Pit Ps) 
(4*) 1 
P= Pr>u=2 gp. 
Damit wird die Abbildung A® auf dem mazximalen Torus von $O(4) durch 
u = t,+ t, gegeben und X\® durch u = t,—t,. 
1.3. Der Homomorphismus yu von U(2) auf SO(3). Jedes Quaternion -z 


kann auf genau eine Weise in der Form 


z= 2+ 2°f, (2, 2,€C) , 


geschrieben werden (1). Dadurch wird K mit dem C? identifiziert. Die kom- 
plexe Struktur in dem Vektorraum K(= R*) wird durch die lineare Abbildung 
I(x) =ixmit I o I = — Id gegeben. Die unitaére GruppeU (2) ist im folgenden 
immer als die Untergruppe der Elemente von SO (4), die mit J vertauschbar sind, 
aufzufassen. Es folgt 


(5) U (2) = a(S, x S,). 


Wir definieren den Homomorphismus y von U (2) auf SO (3) als die Beschrin- 
kung von A) aufU(2). Der Kern von yz ist gleich «(S, x 1), ist also isomorph 
zu S,. Man hat eine éxakte Sequenz 


FaBt man U (2) als Gruppe von 2 x 2-reihigen komplexen Matrizen auf, dann 
ist «(S, x 1) die Untergruppe der skalaren Matrizen. yu induziert einen Iso- 
morphismus von P U (2), der projektiv-unitaren Gruppe, auf SO (3). 

Der in 1.2 betrachtete maximale Torus a(S, x $,) = $O(2) x SO(2) von 
SO (4) ist in U (2) enthalten. Damit wird yu beschrinkt auf diesen Torus wie A® 
durch u = t,— t, gegeben. 

1.4. Mit S, bezeichnen wir die Sphare der Einheitsvektoren im R*, der wie 
in 1.2 mit dem Raum der Quaternionen mit verschwindendem Realteil identi- 
fiziert wird. Die Gruppe S, operiert nach (3) auf S,. Die Isotropiegruppe des 
Punktes (1, 0,0) ¢S,, d.h. des Punktes i ¢ K, ist $,. Damit ist S,/S,~ S,, 
und wir haben die Projektion 


(7) h:S,>S,, h(q) =qiq". 

Die Gruppe U (2) operiert als Untergruppe von SO (4) auf R*(=K) und damit 
auf $,c K. Die Isotropiegruppe von (1, 0,0,0)¢S,, d.h. von 1¢€K, ist 
1 x 1 x $O(2). Damit ist U(2)/1L x 1 x SO(2)=S,, und wir haben die Pro- 
jektion 


(8) p, :U(2)>S,. 
Math. Ann. 136 
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U (2) operiert vermége (6) auf S,. Die Isotropiegruppe von (1, 0, 0) € S,, d. h. 
von +€K, ist SO(2) x SO(2). Damit ist U (2)/SO(2) x SO(2) = S,, und wir 
haben die Projektion 


(8*) p,:U(2)>S,. 
Vermége (8) und (8*) hat man eine natiirliche Projektion 
(9) h:$,>S, 


mit h O p,= p,. Das ist die sogenannte Hopfsche Abbildung. Es ist h(q) 
= q~!-#-q, wie man leicht kontrolliert. Also ist 


(10) h(q) = h(q"*) . 
$O (4)/SO (2) x SO(2), der Raum der orientierten 2-dimensionalen Teilraume 
durch den Nullpunkt des R‘, werde mit ZX bezeichnet. ZX ist bekanntlich 
homéomorph zu S,xS,. Wir geben einen Homéomorphismus explizit an 
((4), (7): 
(11) E = a(S, x S,)/a(S, x S,) = (S, x $5)/(S, * S,) 

= (S,/S,) x (S,/S,) = S, x S, . 
Damit haben wir zwei Projektionen g,,¢, von 2 auf S, definiert. Es sei p 
dic natiirliche Projektion von $O(4) auf 2. Die Abbildung g,o p(r = 1, 2) 
ist gleich A) gefolgt von SO(3)-— §S,, (vgl. (3*), (7)). Vermége 4“ operiert 
SO (4) transitiv auf S,. Die Gruppe aller g ¢ SO(4), fiir die A) (g) den Punkt 
(1, 0, 0) € S, festhalt, ist a(S, x S,) =U (2) bzw. a(S, x S,). Wir haben 


(12) SO (4)/U (2) = a(S, x S,)/a (S, x S,) = Sy/Sy= S, . 

Die Projektion g, kann wegen (12) auch definiert werden als die kanonische 
Abbildung von 2 auf S$O(4)/U(2), (U(2) >SO(2) x SO(2)). Entsprechend 
fiir q2. 

Die Sphare S, ist kanonisch orientiert (als Rand der orientierten Vollkugel 
des durch dz, Adz, \ dz, A dz, orientierten R*‘). 2,(S,) ist kanonisch iso- 
morph mit Z. Die Abbildung h induziert einen Isomorphismus z,(S,) > 2,(S,). 
Damit ist 2,(S,) kanonisch isomorph mit Z. Fiir die Definition des letzten 
kanonischen Isomorphismus haben wir h genommen, nicht f [siehe (7)]. Der 
Homéomorphismus (9,, g,) von 2 auf S, x S, induziert jetzt einen kanonischen 
Isomorphismus 
(13) o:m(Z)>+Z+Z. 

Dabei ist zu beachten, daB die Abbildung (11) von S, x S, auf 2 einen Iso- 
morphismus 9’ von Z + Z auf 2,(2) induziert. 9 © 9’ ist aber nicht die Identitat, 
sondern die Abbildung (a, b) + (—a, —b), beachte (10). 

1.5. Satz. Es sei A) : SO (4) + SO (3) der in 1.2 definierte Homomorphismus. 
Die charakteristischen Klassen der A\")- Erweiterung eines SO(4)-Prinzipal- 
faserbiindels & sind 
i) Py (AYE) = p, (€) — 2 (—1y WE), 

ii) w, (AYE) = w,(€) , 
iii) W, (ADE) = W,(E) . 
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Beweis: Wir setzen A” gleich 4 und (—1)* gleich «. Fir den maximalen 
Torus $O(2) x SO(2) von $O(4) schreiben wir kurz 7. Am Schlu8 von 1.2 
wurde das Verhalten von A auf T angegeben. Nach [2], Theorem 10.3, ist 
dann in reeller Cohomologie die folgende formale Rechnung legitimiert. 


Py (Ay &) = wu? = (t,— €t,)*= (8 + 8) —2et,t, 
= p,(&) —2eW,(é). 
Das ergibt i) in reeller Cohomologie. 

2 =$O(4)/T ist homéomorph zu S, x S,, also H'(SO(4)/7, Z,) = 0. Ein- 
fache Anwendung der Spektralsequenz ergibt, daB in dem Faserbiindel 
(Z,/T, B;, SO (4)/7, x) der Homomorphismus x* von H*(B,, Z,) in H?(E,/T, Z,) 
injektiv ist. Deshalb ist in Z,-Cohomologie die folgende Rechnung legitimiert 
(vgl. [2]) 

w, (A, &) = u = t,— et, = t+ t= w,(€) . 

Damit ist ii) bewiesen. iii) folgt, da fir & und A, é gilt (1.1): W, = 6, w,. — 
Fir € und A, é ist bekanntlich [2] die Z,-Recuktion von p, gleich w3. Aus 
ii) folgt deshalb i) auch in Z,-Cohomologie. Nach [2], Corollary 30.6, ist ein 
Element von H*(Bso (ky Z) durch seine kanonischen Bilder in H* (Bso ), R) 
und H*(Bso6,), Z,) bestimmt*). Wendet man dies auf die beiden Seiten von i) 
fiir den Fall an, da8 & das universelle Biindel ist, dann erhalt man i) in ganz- 
zahliger Cohomologie. 

1.6. Satz. Hs sei uw der in 1.3 definierte Homomorphismus von U(2) auf 
$O(3). Dann hat man fiir die charakteristischen Klassen der py-Erweiterung 
eines U (2)- Prixzipaljaserbiindels & 


i) Py (Me €) = &, (€)?— 4.€,(€), 
ii) wW, (uy &) ist die Z,-Reduktion von c¢,(&) , 
ii) Ws (Wteé) = 0. 


Beweis: Nach [2], Theorem 10.3, ist die folgende formale Rechnung in ganz- 
zahliger Cohomologie legitimiert, bei der man das Verhalten von yw auf dem 
maximalen Torus von U (2) zu beriicksichtigen hat (vgl. den SchluB von 1.3). 

Pi (Ue €) = w= (t,— 4)? = (+ t,)?— 4h. 
Das ergibt i). In Z,-Cohomologie hat man w,(u,&) = u=—t,—t,—t,+ t, 
=¢,(&). Das ergibt ii). Da 6,w,—W, und 6, auf Z,-Reduktionen ganz- 
zahliger Klassen verschwindet, folgt iii). 


§ 2. Das zweite Hindernis in S,-Faserbiindeln 


2.1. Fir ein U (2)-Prinzipalfaserbiindel  bezeichne &’ das assoziierte Faser- 
biindel mit S, als Faser. Ferner sei &” das zur u-Erweiterung von & assoziierte 
Faserbiindel mit S, als Faser (vgl. 1.3 und 1.4). Wie leicht zu sehen (1.1), ist 


(1) Ey = E,/1 x 1 x SO(2) und Ey = E,/SO(2) x SO(2). 





*) H*(Bso.), Z,) hat nur Torsionselemente der Ordnung 2. 
11* 
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Man hat die natiirliche Projektion h von E, auf Ey. [siehe 1.4 (9)]. In der 
Tat ist Z, ein Prinzipalfaserbiindel iiber Z,. mit Faser und Gruppe (SO (2) x 
x $O(2))/1 x 1 x SO(2) = SO(2). Wegen der Darstellung (1) von Hy. hat man 
tiber Z,- in kanonischer Weise ein geordnetes Paar von SO (2)-Biindeln, deren 
erstes mit y() bezeichnet werde. Wir fassen y() als U(1)-Biindel auf (SO (2) 
=U(1)). y(€) ist in natirlicher Weise mit dem Faserbiindel (h: Ey + Ey-) 
zu identifizieren. Die gemeinsame Basis von é, £’,*¢’’ werde mit B bezeichnet. 

Wir nehmen jetzt an, da8 B ein endlicher Zellenkomplex ist. Br sei das 
r-dimensionale Geriist von B. Es gibt Schnitte von ¢’ iiber B*, jeder derartige 
Schnitt definiert eine Hindernis-Cohomologieklasse, die als Element von 
H*(B, Z) aufzufassen ist*), da die dritte Homotopiegruppe von S, zu Z ka- 
nonisch isomorph ist (1.4). Die Hindernisse aller Schnitte von ¢’ iiber B* 
sind gleich c,(&), dem ersten Hindernis von &’ (vgl. 1.1). 

Jeder Schnitt s von £’ induziert den Schnitt hos von &”. Also besitzt 
auch &” Schnitte iiber B*, in Ubereinstimmung mit 1.6 iii): Die Stiefel- 
Whitneysche Klasse W, eines SO (3)-Biindels iiber B ist namlich gleich dem 
ersten Hindernis des assoziierten $,-Faserbiindels. Jeder Schnitt f von &” 
iiber B* definiert ein (zweites) Hindernis /"(f), das als Element von H*(B, Z) 
aufgefaBt werden kann*), da die dritte Homotopiegruppe von S, zu Z ka- 
nonisch isomorph ist (1.4). Die Klasse /’(/) hangt im allgemeinen von f ab. 
Wenn s ein Schnitt von &’ iiber B* ist, dann ist 


(2) ['(hos) = c,(€) . 


Der folgende Satz stammt von Kunpert [11]. 
2.2. Satz. Hin Element I von H*(B, Z) tritt dann und nur dann als Hinder- 
nis eines Schnittes von £"" iiber B® auf, wenn es ein d ¢ H®(B,Z) gibt, so dag 


(3) LP = d*+ d-c¢,(&) + ¢,(€). 


Beweis: Sei d ¢ H?(B,Z) und 6 ein U(1)-Prinzipalfaserbiindel mit der 
ersten Chernschen Klasse d (vgl. [6], Satz 4.3.1). Dann ist € @ 6 wieder ein 
U (2)-Biindel und 


c,(€ @ 6) = d?+ d-c,(&) + ¢,(&), vgl. [6], 8. 67, Bemerk. 


Aus £” = (€ @ 5)” [siehe 1.3 (6)] folgt wegen (2), daB c,(é @ 5): als Hindernis 
auftritt. Der Satz ist noch in umgekehrter Richtung zu beweisen: Wir ver- 
wenden die Bezeichnungen von 2.1, und 6 sei wieder ein U (1)-Prinzipalfaser- 
biindel tiber B. Ferner sei g die Projektion von E,-= E,¢g@s)- auf B. Uber 
E, hat man die U (1)-Biindel y(&), y(& @ 4), o* 4, die in folgender Beziehung 
stehen 

(4) v(& @ 6) = y(&) @ o*d. 

Nun sei f ein Schnitt von £” iiber B® und s ein Schnitt von &’ iber B®. Dann 


ist c,(f* y(€)) gleich der Differenz-Cohomologieklasse von ho s und /, [vgl. [4], 
S. 114, Formel (14)]. Dieses Resultat wird auf  @ 6 angewandt: Wenn g 


*) Man beachte, daB die Strukturgruppe hangend ist. 
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ein Schnitt von (€ @ 6)’ und g der induzierte Schnitt von (é @ 4)’’ ist, dann 
ist c, (f*y(&)) + ¢,(6) wegen (4) die Differenz-Cohomologieklasse von g und /. 
Wahlt man nun fiir 6 das U(1)-Biindel tiber B mit c, (6) = — ¢,(f*y(€)), dann 
verschwindet die Differenz-Cohomologieklasse von g und f. Dann ist /’(/) 
= I'(g), und /’(f) ist also von der Gestalt (3), namlich 


(3*) P'(f) = P+ de,(&) + ¢,(€), 


wo d = c,(6) gleich der Differenz-Cohomologieklasse von { und h © s ist. 

2.3. Wir haben in 1.3 die exakte Sequenz (6) betrachtet. Zu yu gehért eine 
Faserabbildung (4) : By «2)> Bso 3) der universellen Raume mit dem Eilen- 
berg-MacLaneschen Raum K (Z, 2) = Bs , dem unendlich-dimensionalen kom- 
plexen projektiven Raum, als Faser. (Vgl. [1], § 22 oder [3], § 1). Die zu- 
gehorige Spektralsequenz zeigt, daB das (einzige) Hindernis gegen einen Schnitt 
in diesem Faserraum die universelle Stiefel-Whitneysche Klasse W, ist. Daraus 
folgt auf tibliche Weise, daB ein SO(3)-Prinzipalfaserbiindel yn dann und nur 
dann die u-Erweiterung eines U (2)-Prinzipalfaserbiindels ist, wenn W,(n) = 0 
(vgl. 1.6 fiir ,,nur dann“). 

2.4. Wir betrachten ein SO (3)-Prinzipalfaserbiindel 7 und das assoziierte 
Biindel 7” mit S, als Faser. Die Basis B von 7 und 7” sei ein endlicher Zellen- 
komplex. Das erste Hindernis gegen einen Schnitt von 7’ ist W,() ¢ H®(B,Z). 
Wir nehmen an, daB W;(7)=0. Dann gibt es Schnitte von 7” tiber B®. 
Jedem derartigen Schnitt ist ein (zweites) Hindernis ¢ H*(B, Z) zugeordnet. 
[,(S,) ist kanonisch isomorph zu Z (1.4).] Es stellt sich die Frage, welche 
Elemente von H*(B, Z) als Hindernisse von Schnitten von 7” iiber B* auf- 
treten. 

2.5. Satz. Es sei » ein SO(3)-Prinzipalfaserbiindel iiber einem endlichen 
Zellenkomplex B. Es sei W,(n)=0. Das assoziierte Faserbiindel »' mit S, 
als Faser hat dann iiber B® einen Schnitt. Es treten genau die Elemente r 
¢€ H*(B, Z) als Hindernis multipliziert mit 4 eines solchen Schnittes auf, welche 
folgendermafen dargestellt werden kénnen 


~ 


(5) [ = x*— p,(n), « ¢ H?(B,Z), x =w,(n) mod2. 


Insbesondere ist also jedes Element I° der Form (5) in H*(B, Z) durch 4 teilbar. 
Korollar. Wenn H*(B, Z) keine 2-Torsion hat, so hat n'’ genau dann einen 
Schnitt iiber B*, wenn es ein x ¢ H*(B, Z) gibt, fiir das x*=p,(n) und dessen Z,- 
Reduktion gleich w,(n) ist. 
Beweis des Satzes: Wir wahlen nach 2.3 ein U(2)-Prinzipalfaserbiindel & 
mit u.é= 7. Dann ist &’= 7, und die gesuchten méglichen Hindernisse 
sind durch 2.2 (3) gegeben. Nun ist 


4(d?+ de, (&) + ¢g(€)) = (2d + ¢,(£))®— (4, (€)?— 4 (6) . 


Der Satz folgt jetzt aus 1.6. 

Bemerkung: 2.5 bestatigt die Vermutung von H. Horr, daB die Koeffi- 
zienten, die in seinem quadratischen Polynom fiir die méglichen zweiten 
Hindernisse auftraten, mit charakteristischen Klassen zusammenhaingen 
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(vgl. [9], S. 121 unten). Das besagte quadratische Polynom findet sich in der 
vorliegenden Arbeit in 2.2 (3) und (3*) wieder. Die Koeffizienten c,(&), c,(&) 
hangen von der Wahl des U (2)-Biindels mit u, & = 7 ab. c,(&) mod. 2 und 
ce, (&)?— 4.,(€) sind aber wegen 1.6 unabhangig von der Wahl von &. Man 
kann direkt beweisen, daB c,(&) in 2.2 (3) gleich der von Horr betrachteten 
Klasse w(hOs, hos) ist. Bezeichnet man noch die Differenz-Cohomologie- 
klasse von f und hos mit a(/, hos), dann geht 2.2 (3*) tiber in 


I (f) = a(f, hos)? + a(f, hos) - w(hos, hos) + (hos). 


Das ist genau die Formel (7.4) von [9], die von Horr allerdings unter all- 
gemeineren Voraussetzungen tiber die Strukturgruppe bewiesen wurde (vgl. 
auch [10]). Inzwischen ist eine Arbeit von Wu WeEn-Tsun iiber die erwahnte 
Vermutung erschienen, die uns unzugianglich ist. Ferner haben wir kirzlich 
(American Mathematical Society, Notices, February 1958, 8. 27) eine Note von 
W. S. Masszy gesehen, in der das obige Korollar ausgesprochen wird. 


§ 3. Das zweite Hindernis in gewissen S, x S,-Faserbiindeln 

3.1.-_Es sei & ein SO(4)-Prinzipalfaserbiindel. Die Basis B von é sei ein 
endlicher Zellenkomplex. Das assoziierte Faserbiindel — mit der Stiefelschen 
Mannigfaltigkeit SO (4)/1 x 1 x SO(2) der 2-Beine als Faser hat einen Schnitt 
tiber dem 2-dimensionalen Geriist B*, und das Hindernis gegen Fortsetzung 
eines solchen Schnittes auf B* ist gleich W,(é) ¢ H*(B,Z). Ferner betrachten 
wir das zu £ assoziierte Faserbiindel £ mit SO (4)/SO (2) x SO (2) als Faser 
und schlieBlich die beiden Faserbiindel £,, &, mit S$, als Faser, die zur A@)- bzw. 
4)-Erweiterung von & assoziiert sind. Wir haben (1.1, 1.4) 


a) Ey= E,/1 x1 x$O(2), Er= E,/SO(2) x $O(2) 


E;,= £,{U(2), E,,= E,/a(S, x $,) 
-und natiirliche Projektionen (1.4) 
(2) yp: Ey Ey 


1: Hg E;,, 9,: He H;,. 

Jeder Schnitt s von & (iiber einer Teilmenge von B) induziert Schnitte q, 0 s, 
q,© 8 von &, bzw. &,. Umgekehrt gibt es zu jedem Paar },, f,, wo /, ein Schnitt 
von &, ist, genau einen Schnitt s von E mit (/,,/2) = (Gq, 8, G2 © 8). Ferner stellen 
wir fest, daB jeder Schnitt s von E den Schnitt gos von E induziert. Das 
Hindernis gegen einen Schnitt iber B® ist fiir jedes der Biindel E, &,, & gleich 
W,(€) [siehe 1 5 iii)]. Wir setzen jetzt voraus, dag W,(€)=0. Dann hat jedes 
der Biandel £, é, &,, €, einen Schnitt iiber B*, und es tritt die Frage auf, welche 
4-dimensionalen Cohomologieklassen als Hindernisse von Schnitten tiber B* 
(gegen die Fortsetzung auf B*) auftreten. Diese Frage ist durch 2.5 fiir die 

S,-Faserbindel ¢,, &, gelést, und damit laBt sie sich fir & beantworten: 
3.2. Das Hindernis eines Schnittes s von & iiber B* ist eine 4-dimeiisionale 
Cohomologieklasse mit Koeffizienten in der Homotopiegruppe 2,(2), welche 
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kanonisch isomorph zu Z + Z ist [1.4 (13)]. Also l48t sich die Hindernis- 
Cohomologieklasse des Schnittes s in bestimmter Weise als Element von 
H*(B,Z + Z) = b*(B, Z) + H*(B, Z) auffassen und damit als Paar von Ele- 
menten aus H*(B, Z), dessen r-te Komponente (r = 1, 2) offenbar gleich dem 
Hindernis von q,0 8 in &, ist. Hier hat g, die in (2) angegebene Bedeutung. 
Es folgt, daB ein Paar (a, b) ¢ H*(B,Z) + H*(B,Z) dann und nur dann als 
Hindernis eines Schnittes von aber B* auftritt, wenn a bzw. 6 Hindernis 
eines Schnittes von &, bzw. &, tiber B* ist. Anwendung von 2.5 auf é,, &, ergibt 
unter Benutzung von 1.5 den folgenden Satz. 

3.3. Satz. Hs sei & ein SO(4)-Prinzipalfaserbiindel iiber einem endlichen 
Zellenkomplex B. Es sei W,(t)=0. Das assoziierte Faserbiindel — mit £, dem 
Raum der orientierten 2-dimensionalen Teilriume durch den Nullpunkt des R‘, 
als Faser hat dann iiber B* einen Schnitt, und es treten genau die Elemente 
(a, 6) ¢ H*(B, Z) + H*(B, Z) als Hindernis (vgl. 3.2) multipliziert mit 4 eines 
solchen Schnittes auf, welche folgendermafen dargestellt werden kinnen 


(3) (a, b) = (2*@— p,(é) —2-W,(é), y*— 7, (6) + 2-H, (8), 
wobei x,y € H*(B,Z), z= y=w,(—) mod2. 


3.4. Wir betrachten nun das Faserbiindel —. Die natiirliche Projektion 
von $O(4)/1 x 1 x $O(2) auf 2 induziert einen Isomorphismus der dritten 
Homotopiegruppen, wie sofort aus der exakten Homotopiesequenz folgt. Da- 
mit ist nach 1.4 (13) ein kanonischer Isomorphismus 
(4) k, : (SO (4)/1 x 1 x $O(2)) +Z+Z 
gegeben, und das Hindernis eines Schnittes von E aber B* kann wieder als 
Paar von Elementen aus H*(B,Z) aufgefaBt werden. Offenbar hat der 
Schnitt s von ~ tiber B* dann das gleiche Hindernis wie der Schnitt gos 
{vgl. 3.1 (2)] von & tiber B*. 

3.5. Satz. Hs sei — ein SO(4)-Prinzipalfaserbiindel tiber einem endlichen 
Zellenkomplex B. Es sei W,(€)=0. Das assoziierte Faserbiindel — mit der 
Stiefelschen Mannigfaltigkeit SO (4)/1 x 1 x SO(2) als Faser hat dann iiber B* 
einen Schnitt, und es treten genau die Elemente (a, b) ¢ H*(B,Z) + H*(B, Z) 
als Hindernis multipliziert mit 4 eines solchen Schnittes auf, welche folgender- 
mafen dargestellt werden kinnen 
(5) (a, 6) = (2*— p,(é) —2W,(€), 2*— p,(€) + 2W,(6)), 

wobei x ¢ H?(B,Z) und xz = w,(€) mod 2. | 
Beweis: Die Stiefelsche Mannigfaltigkeit SO (4)/1 x 1 x SO(2) ist homéo- 
morph zu S, x S,. Wir haben die natiirliche Projektion 
q:SO(4)/1 x 1 x SO(2) + $O(4)/1 x SO(3) = S,. 
Ferner haben wir eine Projektion gj der Stiefelschen Mannigfaltigkeit auf S,, 
die durch (vgl. 1.4) 
SO (4)/1 x 1 x SO (2) + $O(4)/SO (2) x SO(2) “+S, 
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definiert wird. Wie leicht aus 1.2 — 1.4 folgt, ist (g,,q) ein Homéomor- 
phismus der Stiefelschen Mannigfaltigkeit auf S, x S,, der einen Isomorphismus 
k, ihrer dritten Homotopiegruppe auf Z + Z induziert (1.4). 

&’ sei das zu & assoziierte Faserbiindel mit S, als Faser. Jeder Schnitt 
von é’ iiber B* hat das Hindernis W,(é). Andererseits entsprechen die Schnitte 
von & iiber B* offenbar den Paaren (f,, /,), wo f, ein Schnitt von &, iiber B* 
und /, ein Schnitt von &’ iiber B* ist. Das 4-fache Hindernis von /, ist von der 
Gestalt z*— p,(é)— 2W,(&), (x =w,(&) mod 2), wahrend das von f, gleich 
4 W,(€) ist. Wir haben den Automorphismus k = k,ok7! von Z + Z auf sich 
und behaupten k(a, b) = (a,b — a). Dies folgt bei genauer Beachtung der am 
SchluB von 1.4 getroffenen Konventionen. Damit ist der Satz bewiesen. 


§ 4. Das Tangentialbiindel einer 4-dimensionalen Mannigfaltigkeit 


4.1. Es sei M eine 4-dimensionale kompakte zusammenhangende orientierte 
differenzierbare Mannigfaltigkeit (versehen mit einer Riemannschen Metrik) 
und & ihr tangentielles SO (4)-Prinzipalfaserbiindel. Die charakteristischen 
Klassen von & (vgl. 1.1) nennt man auch charakteristische Klassen von M. 
Sie werden mit w,(M), W,(M), W,(M), p,(M) bezeichnet. Wir werden in 
diesem Abschnitt sehen, daB sie durch klassische Cohomologieinvarianten von M 
bestimmt sind. Gleichzeitig erinnern wir noch einmal an einige bereits in der 
Einleitung erwahnte Begriffe. 

Ein Element y ¢ H*(M,Z) ist durch seinen Wert y[M] auf dem Grund- 
zyklus der orientierten M bestimmt. Wir haben zunichst 


i) W,(M) [M] ist die Eulersche Charakteristik e(M) . 


Es sei J? die Torsionsgruppe von: H?(M,Z) und H = H?(M,Z)/T?. Die 
Gruppe H ist ein b,-dimensionales Gitter, wobei b,; die i-te Bettische Zahl von 
M ist. Da (xy) [M) fiir x,y ¢ H?(M, Z) offenbar nur von den durch z, y ge- 
gebenen Elementen von H abhiangt, erhalten wir eine symmetrische Bilinear- 
form S itiber H von der Determinante +1 (vgl. Einleitung). Als Form iiber 
dem reellen Vektorraum H @ R kann diese auf Diagonalform gebracht werden. 
Es sei p* (bzw. p-) die Anzahl der positiven (bzw. negativen) Diagonal- 
koeffizienten. Es ist dann p* + p-= b,, wahrend p*— p~ der Index t(M) ist. 
Es gilt 
ii) P,(M) [M) = 3-7(M). 

Diese Formel folgt aus der Cobordisme-Theorie von THom [14]; (vgl. auch [6)). 

Fir einen Raum X hat Steenrop fiir jedes i (i = 0) einen Homomorphismus 
Sq‘: H*(X,Z,) + H**+#(X,Z,) definiert (Steenrodsche reduzierte Quadrate). 
Wenn z ¢ H*(X;Z,) und i> k, dann Sq‘x=0. Fir x ¢ H'(X;Z,) ist Sq‘x 
= 2z*. Wenn X eine zusammenhangende kompakte n-dimensionale Mannig- 
faltigkeit ist (nicht notwendigerweise orientierbar), dann wird fiir i < n der 
Homomorphismus Sq‘: H"-*(X,Z,) > H*(X,Z,) = Z, wegen des Poincaré- 
schen Dualitatssatzes durch Multiplikatidn mit einer Klasse U,¢ H‘(X, Z,) 
gegeben, d. h. es ist Sq'x = U,z fiir alle, x ¢ H"-‘(X,Z,). Die U,; wurden 
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von Wu Wen-Tsun [16] eingefiihrt, der auch gezeigt hat, daB die U, Poly- 
nome in den Stiefel-Whitneyschen Klassen w, von X sind (vgl. hierzu [5, 13, 
17}). In [5] wurden diese Polynome durch Reduktion mod 2 aus den Todd- 
schen Polynomen erhalten. Wenn X orientierbar ist, dann ist w, = 0; in diesem 
Fall verschwinden die U, fiir ungerades i, und es ist U,= w,, U,= w,+ w%, 
U,= wyw,+ wh. 

Wir betrachten nun wieder unsere 4-dimensionale M. Der Homomor- 
phismus z-> z* von H?(M, Z,) in H*(M, Z,) ist gleich Sq*. Wie oben erwahnt, 
ist U,= wz, also gilt 


iii) v=—w,(M)-2z fiir alle x ¢ H®(M,Z,). 
Zu der exakten Koeffizientensequenz 
0+Z2.Z-Z,-0 


gehdrt die exakte Cohomologiesequenz 

H?(M, Z) 2. H®(M,Z) + H*(M, Z,) + H®(M, Z) (vgl. 1.1). 
Der Homomorphjsmus r ist die Z,-Reduktion. Es ist 

rH?(M,Z) = H*®(M, Z)/2 H?(M,Z). 
Wir betrachten die Inklusionen 
H?(M,Z,)>rH*(M,Z)>rT?. 

Aus dem Poincaréschen Dualitatssatz folgt leicht, daB rH?(M,Z) und rT? 
beziiglich des Cup-Produktes in H*(M,Z,) gegenseitige Annulatoren sind. 
Also: Fiir z ¢ H?(M, Z,) ist dann und nur dann zz = 0 fiir alle x € +T?, wenn 
z €rH?(M,Z). 
iv) w,(M) ist die Z,-Reduktion einer ganzzahligen Klasse. 

Beweis: Wenn z ¢€ rT?, dann ist xx = 0. Wegen iii) ist auch x - w,(M) = 0 
Aus der obigen Annulierungseigenschaft folgt, daB w,(M).¢ rH*(M,Z). 

Wegen eines oben erwahnten Isomorphismus ist w,(M) in natiirlicher Weise 
als Element von H*?(M,Z)/2 H?(M,Z) aufzufassen. Bei dem natiirlichen 
Homomorphismus von H?(M, Z)/2 H?(M,Z) in H/2H geht w,(M) in ein. 
Element W von H/2 H iiber. Diese Restklasse W stimmt wegen iii) mit der 
in der Einleitung betrachteten Restklasse W iiberein,d.h. ’ 

v) S(w, x) = S(z, z) mod 2 fir x¢ H und we WH. 

Wie aus der Anschreibung der vorstehenden Formel ersicKtlich ist, haben 
wir das Element W von H/2H als Restklasse, d. h. als Teilmenge von H auf- 
gefaBt. Wir fiihren wie in der Einleitung die Menge 2 aller ganzen Zahlen der’ 
Form S(y,y),(y¢W), ein. Offensichtlich ist 2 auch gleich der Menge aller 
Zahlen x*(M) miit x < H*(M, Z) und x = w,(M) mod 2. Weiter bemerken wir, 
daB 2 dann und nur dann aus einem einzigen Element besteht, wenn b,(M)=0. 
In diesem Fall ist Q = {0}. 

Die Stiefel-Whitneysche Klasse W,(M) ¢ H*(M,Z) ist gleich 46,w,(M) 
(vgl. 1.1). Aus iv) und der Exaktheit der obigen Cohomologiesequenz erhalt 
man den folgenden Satz von Wurtney (15): 


vi) Fir eine kompakte orientierte 4-dimensionale M verschwindet W, (mM). 
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Bemerkung: iv) und vi) lassen sich sofort auf kompakte orientierte 4 k- 
dimensionale M verallgemeinern. Es gilt, daB U,, die Z,-Reduktion einer 
ganzzahligen Klasse ist und daB also 6, U,, verschwindet. In einer 8-dimen- 
sionalen M ist U,= w,+ w3. Da we die Z,-Reduktion von p, ist (vgl. [2]), 
folgt fir den Fall einer 8-dimensionalen M, daB 6,w,= W,= 0. 

4.2. Wir betrachten jetzt die zu dem Tangentialbiindel £ assoziierten 
Faserbiindel & und E (siche 3.1). & ist das Biindel der (orthonormierten) 
2-Beine und E das Biindel der orientierten Flachenelemente von M. Da 
W,(M) verschwindet, gibt es 2-Bein-Felder und auch Felder von Flachen- 
elementen mit endlich vielen Singularitéten. Jede Singularitat hat als ,,Index‘ 
ein Paar ganzer Zahlen. Jedes Feld hat eine Indexsumme, die wieder ein Paar 
ganzer Zahlen ist. Welche Paare von ganzen Zahlen treten als Indexsumme 
eines Feldes von orientierten Flachenelementen mit endlich vielen Singu- 
laritaten auf? Dieselbe Frage stellt sich fiir Felder von 2-Beinen. Die Ant- 
worten sind in 3.3 und 3.5 enthalten. Sie lassen sich wegen 4.1 mit alleiniger 
Verwendung der Eulerschen Charakteristik e = e(M) und der Poincaréschen 
Bilinearform S formulieren. Durch S sind die Zahlenmenge 2 und der Index 
t =tT(M) bestimmt. 

4.3. Satz. Hs sei M eine 4-dimensionale kompakte orientierte differenzierbare 
Mannigfaltigkeit. Es gibt auf M Felder von orientierten Flichenelementen mit 
endlich vielen Singularititen. Ein Zahlenpaar (a, b) tritt dann und nur dann als 
Indexsumme eines derartigen Feldes auf, wenn 


(1) a=+(a—31r—2e), b= 1 (B—3r+ 2e) mit a, BEQ. 


Es gibi auf M auch Felder von 2-Beinen mit endlich vielen Singularitéten. Ein 
Paar (a, 6) tritt dann und nur dann als Indexsumme eines solchen Feldes auf, 
wenn 


(2) a=1(a—31—2e), b= + (a—31+ 2c) mit 2€Q. 


Die rechten Seiten von (1) und (2) sind immer ganzzahlig. 

4.4. Korollar. Die Indexsumme (a, b) aus (1) ist dann und nur dann un- 
abhiing‘a von der Wahl des Feldes, wenn die zweite Bettische Zahl von M ver- 
schwindet. Dann ist t = 0, Q = {0}, und die invariante Indexsumme ist (—e/2, 
+ e/2). Dasselbe gilt fiir (2). 

4.5. Korollar. Es gibt auf ganz M ein Feld orientierter Flachenelemente 
dann und nur dann, wenn 31 + 2e und 31 — 2e zu Q gehdren. Es gibt auf 
ganz M ein 2-Bein-Feld dann und nur dann, wenn e = 0 und 31 € Q. 

4.6. Die ganzen Zahlen der Form + (a —31r—2e), a € Q, sind die még- 
lichen Indexsummen (Hindernisse) fiir das Biindel £,, das Z,/U (2) als Total- 
raum hat (vgl. 1.4 und 3.1). Also 148t M dann und nur dann eine fastkom- 
plexe Struktur zu, wenn &, iiber ganz M einen Schnitt hat (1.1). Das ist aber 
genau dann der Fall, wenn unter den mdglichen Indexsummen die Zahl 0 
vorkommt. Damit erhalten wir einen Satz von Wu Wen-Tsun ([18], 8. 74) in 
folgender Fassung. 
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Satz. Hine 4-dimensionale orientierte kompakte differenzierbare Mannig- 
faltigkeit lapt dann und nur dann eine fast-komplexe Struktur zu, wenn 3 t + 2e 
€Q. 

Bemerkung: Dieser Satz gilt fiir die orientierte Mannigfaltigkeit M. Wir 
haben immer von dem $O(4)-Tangentialbiindel Gebrauch gemacht. Nimmt 
man die entgegengesetzte Orientierung, dann bleibt e fest, aber t andert sein 
Vorzeichen. Q geht tiber in — 2 ={a:—a€ Q}.. Aus 4.5 und dem vor- 
stehenden Satz folgt, daB M dann und nur dann beziiglich beider Orien- 
tierungen eine fast-komplexe Struktur zulaBt, wenn sie ein Feld von orientier- 
ten Flachenelementen ohne Singularitéten besitzt. Fir die komplexe pro- 
jektive Ebene mit der iiblichen Orientierung ist 3t + 2e = 3+ 6=9 und Q 
ist die Menge der ungeraden Quadratzahlen. Fiir die entgegengesetzte Orien- 
tierung hat man 314+ 2e=3. Nur fiir die erste Orientierung l4Bt die 
komplexe projektive Ebene eine fast-komplexe Struktur zu [7]. 


4.7. Nach 1.3 ist yw als die Beschrankung von A auf U(2) definiert. 
Daraus folgt: Wenn M mit einer fast-komplexen Struktur versehen ist, dann 
ist & das S,-Faserbiindel, das zur yu-Erweiterung des tangentiellen U (2)- 
Biindels von M assoziiert ist (vgl. 3.1, & ist immer das tangentielle SO (4)- 
Biindel von M). Also ist &, das Biindel der komplexen Linienelemente der fast- 
komplexen M, und eine ganze Zaki b tritt dann und nur dann als Indexsumme 
eines Feldes komplexer Linienelemente mit endlich vielen Singularitaten auf, 


wenn b = 4 (8 —31+ 2e) mit 8¢ Q. Fir die komplexe projektive Ebene 


treten die ganzen Zahlen der Form + (2k + 1*?—3 + 6) = #®+k+1 


(k ganz) auf (7, 8]. — Wie wir gesehen haben, ist ,,das Biindel £, der komplexen 
Linienelemente“ mit P U (2) (= SO (3)) als Strukturgruppe unabhangig von der 
fast-komplexen Struktur und kann sogar definiert werden, wenn M gar keine 
fast-komplexe Struktur Lesitzt. &, besitzt dann und nur dann einen Schnitt 
mit der Indexsumme e, wenn M eine fast-komplexe Struktur zulaBt. 

4.8. Fiir die von uns betrachteten M ist die Existenz eines 1-Bein-Feldes 
iiber ganz M mit e = 0 gleichbedeutend, die Existenz eines 2-Bein-Feldes mit 
e=0Ound 3r¢ Q. 


Satz. Die Existenz eines 3-Bein-Feldes, d.h. die Parallelisierbarkeit, ist 
dquivalent mit e = t = 0 und z*= 0 fiir alle x ¢ H*®(M, Z,). 


Beweis: Wenn M parallelisierbar, dann verschwinden alle charakteristi- 
schen Klassen, also e = t = 0 und 2?= 0 (x ¢ H*(M, Z,)) wegen 4.1 i), ii), iii). 
Wenn umgekehrt z*= 0 fiir alle x ¢ H?(M,Z,), dann ist w,(M) = 0 und das 
Tangentialbiindel £ 14Bt Spin (4) = S, x S, als Strukturgruppe zu ([2], § 26). 
Das Hindernis gegen einen Schnitt in diesem Spin (4)-Biindel verschwindet, 
wenn p,(M) und W,(M) verschwinden, also wenn e=t=0. Wenn das 
Spin (4)-Biindel einen Schnitt hat, dann auch &. 

Eine M, die ein 1-Bein-Feld, aber kein 2-Bein-Feld zulaBt, ist uns nicht 
bekannt. 
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Die Charakterisierung Rungescher Gebiete 
durch plurisubharmonische Funktionen‘) 


Von 


Hans J. BREMERMANN in Seattle, Washington 
Meinem verehrten Lehrer Hernricu BeunxeE zum 60. Geburtstag gewidmet 


1. Einleitung 


In der Funktionentheorie einer Verainderlichen besagt der Rungesche Satz, 
daB alle holomorphen Funktionen eines Gebietes D der komplexen Ebene 
genau dann im Innern von D gleichmaBig durch Polynome approximierbar 
sind, wenn D einfach zusammenhangend ist. Cartan und THuLLEN [14, 15] 
zeigten, daB der entsprechende Satz fiir mehr als eine Veranderliche nicht gilt 
(vgl. auch BeHnKEe-THULLEN [5]): Es gibt im ©* fiir n > 2 sowohl einfach 
zusammenhangende Gebiete, fiir die die Aussage des Rungeschen Satzes falsch 
ist, wie Gebiete von beliebigem Zusammenhang, ‘iir die sie gilt. 

Das Problem der Approximierbarkeit reduziert sich im wesentlichen auf 
Holomorphiegebiete; ist nimlich D ein beliebiges Gebiet, so ist jede in D 
holomorphe Funktion f in die Holomorphiehiille Z(D) von D hinein holomorph 
fortsetzbar, und l4Bt sich f im Innern von D gleichmaBig approximieren, so 
auch im Innern von E(D). Nach J. P. Serre [28] definiert man: 

D heift ein ,,Rungesches Gebiet’ genau dann, wenn 1) D ein Holomorphie- 
gebiet ist, 2) jede in D holomorphe Funktion in jedem relativ kompakten 
Teilgebiet D’ < D sich gleichmafig durch Polynome approximieren laft. 

Nach A. Wetx [25] gilt: D ist genau dann ein Rungesches Gebiet, wenn D 
polynomkonvex ist (die Definition von ,,polynomkonvex“ siehe § 2). 

Die Frage der Approximation durch Polynome ist ein spezieller Fall des 
Problems: Wann lift sich jede in D holomorphe Funktion im Innern von D 
gleichmaBig durch in einem D umfassenden Gebiet D* holomorphe Funktionen 
approximieren? Wir nennen genau dann, wenn dies der Fall ist und D und D* 
Holomorphiegebiete sind, D ,,Rungesch relativ zu D*“, und wir schreiben ,,DRD**. 

Dieses Problem wurde von BEHNKE u. Stern [2] gelést: D ist genau dann 
Rungesch relativ zu D*, wenn D holomorphkonvex in bezug auf D* ist. 
(Die Definition von ,,holomorphkonvex in bezug auf. . .“‘ siehe 2.4.) 


+) Diese Arbeit ist zum Teil vom Office of Scientific Research der United States Air 
Force unterstiitzt’ worden und zum Teil vom Office of Naval Research. Das Haupt- 
resultat der Arbeit hat Verf. angekiindigt in: Nachr. Osterr. Math. Ges. 47/48, 58—59 
(1957). 
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Wiahrend die ersten Untersuchungen nur fiir schlichte Gebiete galten, 
haben BexnkE [1] und Bennxe und Stern [4] die Resultate auf nichtschlichte 
Gebiete ausgedehnt. Dabei stellte es sich heraus, daB, wahrend die Approxi- 
mation in schlichten Gebieten der komplexen Ebene sehr einfach ist, man 
fiir Riemannsche Flachen (der komplexen Dimension 1) bereits dieselbe 
Theorie wie bei mehreren Veranderlichen benétigt. H. Frorax [17], einer 
Schilerin von Brunke, gelang es dann mit Hilfe dieser Theorie zu zeigen, 
daB zu jeder offenen Riemannschen Flache eine genau dort holomorphe 
Funktion existiert. 

Bei der Verallgemeinerung der Funktionentheorie auf ,,komplexe Raume“ 
ist das Analogon des Behnke-Stein-Weilschen Satzes von grundlegender Be- 
deutung, der Beweis wurde kiirzlich von H. Gravert [18] erbracht. Eine 
Charakterisierung der Rungeschen Gebiete mit ganz anderen Mitteln wurde 
von L. Exrenprets [16] gefunden. Und J. P. Serre und K. Srerm haben 
notwendige (aber nicht hinreichende) topologische Bedingungen fiir Run- 
gesche und relativ Rungesche Gebiete angegeben [27, 28]. 

Es ist nun auffallend, daB die Behnke-Steinsche Bedingung fiir D und D*, 
relativ Rungesch zu sein, der Cartan-Thullenschen Bedingung, daB ein Gebiet 
Holomorphiegebiet ist, sehr ahnlich ist (ein Gebiet D ist ein Holomorphie- 
gebiet genau dann, wenn D holomorphkonvex ist). Einer der wichtigsten 
Satze der Funktionentheorie mehrerer Verand«rlichen besagt, daB ein Gebiet 
des C" genau dann holomorphkonvex ist, wenn es pseudokonvex ist. Es ist 
also aquivalent: ,,D ist holomorphkonvex“ und ,,D ist pseudokonvex“. Gibt 
es eine Eigenschaft, so daB gilt: 1) ,,D ist holomorphkonvex in bezug auf D** 
genau dann, wenn D diese gesuchte Eigenschaft besitzt, und 2) fir D*= D 
ist die gesuchte Eigenschaft mit der gew6hnlichen Pseudokonvexitat identisch ? 

Es wird in dieser Arbeit gezeigt, daB die im folgenden definierte Eigenschaft 
,»D ist pseudokonvex relativ zu D*“ diesen Bedingungen geniigt. 


Definition: D ist pseudokonvezx relativ zu D* genau dann, wenn 
D=limD,, D,c D,4,CD, 


v—> oO 


und 
D,= {z | V, (2) < 0} , 


wobei die Funktionen V,(z) séimtlich in D* plurisubharmonisch sind. 

In anderen Worten: D ist der limes von Gebieten, deren Rand Niveauflaiche 
einer in D* plurisubharmonischen Funktion ist. Fiir D = D* ist diese Eigen- 
schaft aquivalent damit, daB D im gewéhnlichen Sinne pseudokonvex ist. 
(Die gewdhnliche Pseudokonvexitaét 148t sich bekanntlich auf mannigfache 
Weise definieren, und die allgemeinste Definition ist aquivalent mit der Be- 
dingung, die wir aus der obigen erhalten, wenn wir D = D* setzen (vgl. BREMER- 
MANN [7, 10] und Leone [21]). Mit dieser Definition lautet das Haupt- 
resultat dieser Arbeit: 

D ist genau dann Rungesch relativ zu D*, wenn D pseudokonvex relativ zu 
D* ist. 
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Es werden dann eine Reihe von Folgerungen aus diesem Hauptsatz ge- 
zogen, die insbesondere auch die von Brunke und Srern [3] eingefiihrte 
,»holomorphe*Ausdehnung von D auf D*“ unter einem neuen Gesichtspunkt 
erscheinen lassen. Es ergibt sich folgendes ungeléste Problem: Es seien D 
und D* pseudokonvex. Es sei D/\E relativ einfach zusammenhangend in 
bezug auf D*/\E fir jede beliebige komplex eindimensionale analytische 
Ebene Z. Ist dann D Rungesch relativ zu D* ? 

In einer etwas anderen Sprache kann man den Sachverhalt DR D* auch 
wie folgt ausdriicken: Es ist D Rungesch relativ zu D* genau dann, wenn D 
und D* Holomorphiegebiete sind und die Algebra der in D* holomorphen 
Funktionen dicht ist in der Algebra der in D holomorphen Funktionen (in der 
Topologie, die durch die gleichmaBige Konvergenz erzeugt wird). So ergeben 
sich einige Konsequenzen des Hauptsatzes fiir Funktionenalgebren und ins- 
besondere auch fiir Banach-Algebren und Silov-Rander. Die Methode hat 
vielleicht auch fiir abstraktere Fille Bedeutung, da unter allgemeinen Be- 
dingungen die Punkte des Gebietes D den maximalen Idealen einer Banach- 
Algebra entsprechen. 

SchlieBlich wird skizziert, wie sich die Resultate auf Steinsche Mannig- 
faltigkeiten ausdehnen lassen. 

Der Autor méchte Dr. L. Exrenprets fiir wertvolle Ratschlige danken, 
sowie der Air Force und der Navy fiir ihre Unterstiitzung. 


2. Definitionen und Sitze 
2.1. Fiir die Definition von ,,Rungesches Gebiet*‘, ,,D ist Rungesch relativ 
zu D** und ,,D ist pseudokonvex relativ zu D** siehe Einleitung. (Bei der 
Definition von DR D* ist es unnétig, D ¢ D* zu verlangen.) 
2.2. Hine reellwertige Funktion V (z) heiBt ,,plurisubharmonisch in D“ genau 
dann, falls in jedem Gebiet D’, D’'c D, eine Folge von Funktionen {V,(z)} 
existiert, so daB V(z) = lim V,(z), V,(z) =} V,+,(z) = V(z) in D’, und V,/(z) ist 


beliebig oft differenzierbar, und die Hermitesche Form 


a V, (z) 
020%, 





dz,dz, 
j=k=1 
ist positiv semidefinit (vgl. LeLone [20] und BrEmMERMANN [7)). 

2.3. D ist ,,pseudokonvex‘ genau dann, wenn D = lim D,, D, c D,., Cc D, 
und D,= {z | V,(z) < 0} und V,(z) ist plurisubharmonisch in D fiir alle v. 

D ist pseudokonvex genau dann, wenn die Funktion — log dp(z), wo dp(z) 
der euklidische Abstand des Punktes z vom Rande von D ist, plurisubhar- 
monisch ist in D. Allgemeiner: D ist pseudokonvex genau dann, wenn eine 
in D plurisubharmonische Funktion V(z) existiert, die tiberall am Rande 
von D gegen unendlich geht, d. h. wenn fiir beliebig groBes M die Punktmenge 
{z | V (z)< M} relativ kompakt in D ist. Fiir die Aquivalenz dieser Definitionen 
und fiir die Aquivalenz mit der bekannten Definition mit dem Levischen 
Differentialausdruck siehe LeLone [21] und Bremermann (7, 10]. 








176 Hans J. BREMERMANN: 


2.4. D ist ,,holomorphkonvex in bezug auf D* genau dann, wenn D c D* 
und zu jedem D,c D ein Gebiet D’ existiert, D, c D’ c D, 80 da fiir jeden Punkt 
P ¢ D—D eine in D* holomorphe Funktion { existiert, so dap 


max |f(z)| < |f(P)| . 
zeD, 


Falls D* = D ist, so heiBt D schlechtweg ,,holomorphkonvex“, und falls D* = C” 
(der ganze Raum), so ist D ,,polynomkonvex*. 

2.5. Satz. (Bennxke-Srern [2]). D ist Rungesch relativ zu D* genau dann, 
wenn D holomorphkonvex ist in bezug auf D*. 

2.6. Satz. (Oxa [24], NorcueEt [23], BrRemERMANN [9]). D ist holomorph- 
konvex (ein Holomorphiegebiet) genau dann, wenn D pseudokonvex ist. 

2.7. D ist ,,holomorph ausdehnbar auf D*“ genau dann, wenn es zu jedem 
D'¢ D und e>0 eine endliche Anzahl von Holomorphiegebieten D®, ... D\*), mit 
DMO ¢ +--+ C D®, DY) = D und D® = D* gibt, so dag, wenn D® = {z | dp (z) > 
> e}: D’' Cc D® und DO+ ¢ DO, j =1,...k—1. 

Satz. (BEHNKE-STeErN [3]). D ist Rungesch relativ zu D* genau dann, wenn D 
holomorph ausdehnbar ist auf D*. 

2.8. Es seien D und D* Gebiete in der komplexen Ebene. Dann heiBt D 
,relativ einfach zusammenhingend in bezug auf D*‘‘ genau dann, wenn jeder 
Randpunkt von D in D*— D mit dem Rand von D* verbindbar ist. 

Satz. (BEHNKE-STEIN [4]). Es seien D und D* Gebiete der komplexen Ebene, 
dann ist D Rungesch relativ zu D* genau dann, wenn D relativ einfach zusammen- 
héingend ist in bezug auf D*. 

2.9. Aus dem Behnke-Steinschen Satz folgt sofort: 1) Falls D,R D* und 
DX D*, so ist D, \ DR D*. 

2) Wenn D,R D; und D,R D3}, so ist D, x D,R Dy x D3. 


3. Der Hauptsatz 
3.1. Satz 1. (Hauptsatz). Zin Gebiet D ist Rungesch relativ zu einem um- 
fassenden Gebiet D* genau dann, wenn D pseudokonvezx relativ zu D* ist, das ist, 
wenn D von der Form ist 
D=liimD,, D,,c D,,CD fiir ».>%,, 


7 co 


und 
D,= {z | V,(z) < 0} , 
wobei V,(z) in D* plurisubharmonisch ist. 

Ist D Rungesch relativ zu D*, so ist der Beweis, daB D von der obigen 
Form ist, leicht zu erbringen. Es ist dann nimlich, auf Grund des Behnke- 
Stein- Weilschen Satzes 2.5, D holomorphkonvex in bezug auf D*. Dann 
1aBt sich, -and das ist eine Standardfolgerung, D durch analytische Polyeder D, 
Me D= lim D,, D,<¢ Dy D, 


v->oo 


D,= {2} lf? @I<1,... VP @1< 1}, 
wobei die Funktionen /(”, ..., I~ in D* holomorph sind. 
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Es sei 
V,(z) = sup {log |f{” (2)|, . . . log |ff?(z)|} , 


dann ist V,(z) plurisubharmonisch in D* als obere Einhiillende endlich vieler 
plurisubharmonischer Funktionen und D, laBt sich in folgender Form schreiben : 


D,= {z | V,(z) < 0}. 


Damit ist der obige Satz in der einen Richtung bewiesen. 
Wir haben sogar noch mehr gezeigt, nimlich: Falls DR D* ist, so ist 
D=limD,, mit D,¢c D,.,¢ D und D,= {z | V,(z) < 0}, wobei V,(z) stetig und 


plurisubharmonisch in D* ist. 

3.2. Der wesentliche Teil des Hauptsatzes ist die Aussage, daB D Rungesch 
relativ ist zu D*, wenn D von der im Satze beschri¢ébenen Form ist. Wir 
fiihren den Beweis in mehreren Schritten und zeigen zuniichst : 

Hilfssatz 1. Es sei D = lim D,, D, CD, CD fiir vz< », und es sei D, RD* 


v-—>oco 


fiir alle v, dann ist DR D*. 

D,R D* impliziert, daB fiir alle »: D, holomorphkonvex in bezug auf D* 
ist, und damit ist dann offenbar auch D holomorphkonvex in bezug auf D*, 
und damit ist nach dem Behnke-Stein-Weilschen Satze (2.5): DR D*. 

3.3. Zum vollstandigen Beweis des Hauptsatzes verbleibt damit zu zeigen: 
Es sei V (z) plurisubharmonisch in D*, und es sei D = {z | V (z) < 0}, dann ist 
D Rungesch relativ zu D*. 

Hierzu weisen wir nach, da8 D holomorphkonvex in bezug auf D* ist: 
Es sei D, ein beliebiges relativ kompaktes Teilgebiet von D: D,¢ D. Es sei 

o = max V (z), 
z€D, 
dann ist offenbar 9 < 0. Es sei ferner 
D,= {z| V(z)<@, 2 € D*}. 
Dann ist wegen der oberen Halbstetigkeit von V (z): 
Doc D,<D. 

Es sei nun P ein Punkt in D — D,, und angenommen, es gibe keine in D* 

holomorphe Funktion f(z), so daB 


If(P)| > max|f(z)| . 
z€D, 
Dann wire also fiir alle in D* holomorphen Funktionen 
lf(P)| S max|f(z)| . 
z€D, 
Andererseits ist, auf Grund der Definition von D,: 
V(P) > o = maxV(z). 
. zeD, 
Da D* als Holomorphiegebiet vorausgesetzt war, ist das ein Widerspruch zu 


dem folgenden Hilfssatz 2 mit D*= G, D.=T, P= 8. 
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Folglich gibt es zu jedem D,¢ D und zu jedem P ¢ D— D, eine in D* 
holomorphe Funktion f(z), so dab \f(P)| > _ cif), und damit ist D holo- 


morphkonvex in bezug auf D*, und folglich ist | unser ,»,Hauptsatz bewiesen, 
wenn der folgende Hilfssatz 2 bewiesen ist. 

3.4. Hilfssatz 2. Es sei G ein Holomorphiegebiet, und S,T seien zwei Punkt- 
mengen, S\ T'c G, so daf fiir alle in G holomorphen Funktionen f(z) gilt 


max |f(z)| < max|f(z)| . 
zées z€T 


Dann gilt auch fiir alle in G plurisubharmonischen Funktionen 
max V (z) < max V (z) . 
zes z€T 

Hierzu ist zu bemerken, daB die Klasse der in G plurisubharmonischen 
Funktionen die Klasse der Absolutbetrage der in G holomorphen Funktionen 
als echte Teilklasse enthalt. Die Voraussetzung, daB G ein Holomorphie- 
gebiet ist, ist notwendig. Die Arbeit BrREmMERMANN [11] impliziert, da8 fir 
gewisse Gebiete G (siehe das ,,Beispiel‘‘ in der ebengenannten Arbeit), die keine 
Holomorphiegebiete sind, der Hilfssatz falsch ist. 

Zum Beweis von Hilfssatz 2 werden zwei weitere Hilfssitze bendtigt. 

3.5. Hilfssatz 3. Wenn G ein Holomorphiegebiet ist im C" und V(z) eine 
in G plurisubharmonische Funktion, dann ist im Raum der n + 1 komplexen 
Verdnderlichen z,, .. .,Z,, w der Hartogssche Kérper 

H = {(z,w) | z¢@, |w| < e-"@} 
ein Holomorphiegebiet. 

Beweis. Als Holomorphiegebiet ist G pseudokonvex. Folglich haben wir 
G = limG,, G,= {z | U,(z) < 0}, U,(z) plurisubharmonisch in G. Es sei 


U}(z,w) = stip{U,(z) , log|w| + V(z)}, 
dann ist U*(z,w) fiir jedes » plurisubharmonisch in G x {w-Ebene} (als obere 
Einhillende zweier plurisubharmonischer Funktionen). Das Gebiet H laBt 
sich schreiben 
H = lim{(z,w) | UF (z,w) < 0}, 
und damit ist H pseudokonvex (nach Definition 2.3) und damit auf Grund des 
Okaschen Satzes (2.6) ein Holomorphiegebiet. 

3.6. Hilfssatz 4. G sei ein Holomorphiegebiel, und es sei V(z) in G pluri- 
subharmonisch und stetig. Dann gibt es zu jedem G’, G’ c G, und zu jedem « > 0 
endlich viele in G holomorphe Funktionen },,...f, und rationale Konstante 
Cy, . . . Cy, 80 daB in G" gilt: 


V (z) S sup{e,- log|f,(z)| , . . . cy, log |f,(z)|} SV (2) + €- 
Beweis. Unter den Voraussetzungen ist auf Grund von Hilfssatz 3 
H = {(z,w)|z¢€G@, |w| < e-"} 


ein Holomorphiegebiet. Es gibt also eine in H holomorphe Funktion, die sich 
nicht tiber H hinaus fortsetzen l468t. Entwickelt man diese Funktion in eine 
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Hartogssche Reihe 
2, a, (z) w", 
so mu8 der Radius der gleichmaBigen Konvergenz dieser Reihe, R(z), mit 
e~"(*) ibereinstimmen. 
Nach Harrogs [19] (vgl. auch BrEMERMANN [7]) gilt fiir den Radius R(z) 
einer solchen Reihe, und damit fiir V (z), die Formel 


V (z) = — log R(z) = -_ oe lim sup (8 la» (2) )} . 
und zugleich sind die Funktionen ee) lokal gleichmaBig beschrankt. 
Es gilt nun folgender Satz, der ebenfalls auf Harroes zuriickgeht (Har- 
Toes [19], vgl. auch BREMERMANN [7]): Falls {a,(z)} eine Folge von im Gebiet G 
holomorphen Funktionen ist und falls 


lim sup (8+) sAinG, 


und falls fiir jedes G”, G"¢ G, ein M existiert, s0 dap “81%! —< y in @” 
fiir alle v, dann gibt es zu jedem G’, G'c G, und zu jedem ¢ > 0 ein v9, 80 daf fiir 


alle vy < % 
Hoare <A-+e in @. 


Ist nun V (z) stetig, so selgs aus diesem Satz und aus der Formel 
V (2) = lim sup {lim sup (eek on (2) tal} 


7c 


offenbar, da8 sich aus der mri der a, (z) endlich viele Funktionen a, (2), . ..a,,(z) 
auswahlen lassen, so daB 


V (2) — 5 < sup {log |a,, (2)|,. . log lay, (2)|} = Vie) + fin @. 


me 
Bezeichnen wir noch: f, (z) = a,, (z)-e 2 ,... f,(z) =, (2) ‘2 undq=—,... 

i 
a==: so ergibt sich Hilfssatz 4. 


3. 7. Beweis von Hilfssatz 2. Es ist SU 7'c @ vorausgesetzt. Nehmen wir 
nun zunachst V(z) als stetig an, so kénnen wir V (z), wie in Hilfssatz 4 an- 


gegeben, durch sup{c, log |f,(z)|, - . . ex* log | (2)|} oe. Fir jede 
der Funktionen./,, .. . /, gilt nach Voranaieteung : 


max |, (z)| S max|f,(z)| , 
zes z€T 
und damit gilt auch 
man sup {c,° log |/, (z)|, - - .. cx’ log |fx(2)|} S 


S mn sup {c,* log |, (z)|, . . .. Cx’ log {fe (z)|} , 
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ons Gly cam max V (z) S$ max V(z) +e 
zes 2€T 
fiir jedes ¢ > 0. Es folgt unser Hilfssatz 2 fiir stetiges V (z). 

Der Hilfssatz 2 ergibt sich fiir beliebige plurisubharmonische Funktionen 
daraus, daB sich eine beliebige in G plurisubharmonische Funktion V (z) in 
jedem relativ kompakten Teilgebiet G’¢ G durch in G stetige (sogar beliebig 
oft differenzierbare) plurisubharmonische Funktionen V,(z) so approximieren 
laBt, daB V,(z) > V,4,(z) >} V (z) und lim V,(z) = V (z) in @’. 


v—>0O 


Damit ist unser Hauptsatz bewiesen. 


4. Folgerungen aus dem Hauptsatz. Zusammenhang mit der holomorphen 
Ausdehnbarkeit eines Gebietes 


4.1. Corollar 1. Es sei D ein Holomorphiegebiet. Ist dann V(z) eine in D 
plurisubharmonische Funktion, dann sind fiir jede Konstante M alle Kompo- 
nenten des Bereichs 

Dy= {z| Viz) << M,z€D} 
Rungesch relativ zu D. 

Corollar la. Es sei dp(z) der euklidische Abstand des Punktes z vom Rande 
von D und x(z) eine in. D holomorphe und nicht verschwindende Funktion. Ist 
dann D ein Holomorphiegebiet, so ist jeder Bereich 

D, = { | dp (2) - |x(2)| > of 
Rungesch relativ zu D. 

Wenn D ein Holomorphiegebiet ist, dann ist (vgl. 2.3) — logdp(z) eine in D 

plurisubharmonische Funktion und damit auch — logdp(z) — log| z(z)|. Es ist 


D,= {z | — logdp (z) — log | x (z)| < — logo}, 
und damit ist D Rungesch relativ zu D nach Corrolar 1. 

Es ist zu bemerken: Wahrend Corollar 1 von dem tiefliegenden Satz von 
Oxa (2.6) Gebrauch macht, und damit auch der gerade angegebene Beweis von 
Corollar la, kann letzteres ohne Benutzung des Satzes von Oxa auf einem 
direkteren Wege bewiesen werden, was in BREMERMANN [9] und [10] ge- 
schehen ist. 

Corollar 1a gilt auch, falls der euklidische Abstand dp(z) durch einen be- 
liebigen auf einer Norm beruhenden Abstand ersetzt wird (z. B. die ,,Rand- 
distanz‘‘), vgl. BREMERMANN [10]. 

4.2. Satz 2. Stetige Ausdehnung. Hs sei D Rungesch relativ zu D*, dann 
gibt es zu jedem D'c D eine in D* stetige plurisubharmonische Funktion V (z), 
so daB die Bereiche D,= {z | V (z) < t} folgende Eigenschafien haben: 

1) Fiir jedes t => 0 ist DR D*. 

2) Fiir t = 0 ist D’ CD, D. 

3) Fiir t,< t, ist D,.¢ D,,¢ D. 

4) lim D,= D*. 


t—>oco 


5) Die D, bilden eine ,,stetige Schar“. 
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Unter ,,stetiger Schar“* verstehen wir, daB zu jedem « > 0 ein 6 > 0 existiert, 
so daB 
J dw<e fir t,—t,<6, 
Di, — Dr, 
wobei d w das euklidische Volumelement des C” ist. 

Beweis. DR D* impliziert, daB D* ein Holomorphiegebiet ist. Dann 
existiert eine in D* stetige plurisubharmonische Funktion V(z), die iiberall 
am Rande von D* gegen unendlich geht, d.h. daB fiir jedes noch so groBe ¢ gilt: 
{z| V(z) <#}¢ D*. Ist D* beschrinkt, so geniigt es, V(z) = —logdy.(z) zu 
nehmen, andernfalls nimmt man sup {— logd,(z), |z,|, . . . |z»|} (vgl. 2.3). 

DX D* impliziert, auf Grund des Hauptsatzes, daB zu jedem D’c D eine 
in D* stetige plurisubharmonische Funktion U (z) existiert, so daB 


D' C{z| U(z)< 0, ze D*}cD. 
Wir wahlen ferner ¢, so, daB 


Dc{z| V(z)<t}, 
und bilden 
V*(z) = sup{U(z), V(z)—t}, 


dann ist V*(z) plurisubharmonisch und stetig in D*. Es ist 
D' c{z| U(z) <0, 2 € D*} = {z| V*(z)< OCD, 
und die Schar von Bereichen 
D,= {z | V*(z)< 


hat offenbar die gewiinschten Eigenschaften. 

4.3. Zusammenhang mit der holomorphen Ausdehnbarkeit von BreHnxe- 
Srerm. Nach Bexnnxe-Srerw gilt DR D* genau dann, wenn D holomorph 
auf D* ausdehnbar ist. Das heiBt, es gibt zu jedem e > 0 eine endliche Zahl 
von Holomorphiegebieten D®, ... D®, D®c--+c D®, D® = D, D® = D*, 
so daB, wenn D® = {z | dpw(z) > e} ist, DY*+ c D® gilt fir j =1,...k—1. 

Es ist nun offenbar, daB man bei der vorgehend beschriebenen stetigen 
Ausdehnung zu jedem ¢>0 endlich viele Parameterwerte ¢,...t, wahlen 
kann, so daB D, ...D,, eine holomorphe Ausdehnung darstellen. Ist um- 
gekehrt D holomorph auf D* ausdehnbar, so 14Bt sich mit unseren Mitteln 
ebenfalls leicht zeigen, daB DR D* gilt. 

Aus der Definition von ,,relativ Rungesch“ folgt unmittelbar folgender 

Hilfssatz 5. Falls DR D, und D,R D, und Dc D, Cc D,, dann gilt DR Ds. 

Es ist nun nach Corollar 1a: DOR DY, und damit folgt nach Hilfssatz 5: 
DOR D*. Mit e+ 0 geht DO + D, und damit ist nach Hilfssatz 1: DR D*. 

Es sei noch bemerkt, da8 fiir eine Veranderliche unsere stetige Ausdehnung 
insbesondere eine halbstetige Ausdehnung im Sinne von BEHNKE-STEIN [4] ist. 
Ferner kann man die stetige Ausdehnung dadurch modifizieren, daB man bei der 
Definition der Funktion V*(z)-(im Beweis von 4.2) den euklidischen Abstand 
dp* (z) durch einen beliebigen anderen Abstand (im Sinne von BREMERMANN [10]) 
ersetzt (z. B. durch die ,,Randdistanz). Auch kann man V*(z) durch beliebig 
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oft differenzierbare plurisubharmonische Funktionen approximieren und kann 
so Ausdehnungen von D auf D* iiber Gebiete D, mit ,,beliebig glattem“’ Rande 
erhalten. 

4.4. Satz 3. Es sei D Rungesch relativ zu D*, dann ist der Durchschnitt 
DE von D mit jeder beliebigen analytischen Ebene E = {z|z=2,+ Aa} 
relativ einfach zusammenhiingend in bezug auf D* -\ E. 

Beweis. Nach dem Hauptsatz existiert eine Folge von in D* plurisub- 
harmonischen Funktionen V,(z), so daB D = limD,, D,= {z | V,(z) < 0}. Die 


vo 


Beschrankung von V,(z) auf die analytische Ebene £ ist eine in D* -\ E sub- 
harmonische Funktion, und es ist D7 E = lim{A| V, (z+ Aa) <0}, und 
damit ist, ebenfalls nach dem Hauptsatz, 2 ~\ D Rungesch relativ zu Z 7 D*. 
Das impliziert aber (vgl. § 2), da es sich um komplexe Dimension | handelt, 
daB £ r\ D relativ einfach zusammenhangend ist in bezug auf Z-\ D*. Damit 
ist Satz 3 bewiesen. 

Was die Umkehrung dieses Satzes betrifft, so ist es bisher weder gelungen, 
sie zu beweisen, noch ein Gegenbeispiel anzugeben. Es bleibt daher folgendes 

Problem: Zs sei DC D* und D und D* seien pseudokonvex. Es sei der 
Durchschnitt von D mit jeder beliebigen analytischen Ebene E relativ einfach 
zusammenhiingend in bezug auf E -\ D*. 

Ist unter diesen Voraussetzungen D Rungesch relativ zu D*? 

4.5. Satz 4. Jedes konvexe Gebiet des C" ist ein Rungesches Gebiet. Unter 
einem ,,konvexen Gebiet‘‘ verstehen wir, wie iiblich, ein Gebiet, in dem mit 
je zwei Punkten das verbindende Geradenstiick zum Gebiet gehért. Ein 
Gebiet D ist genau dann konvex, wenn — logd,(z) eine konvexe Funktion 
in D ist (dp(z) der euklidische Abstand des Punktes z vom Rande von D) 
(BREMERMANN [10)). 

In einem konvexen Gebiet D l4Bt sich nun offenbar jede konvexe Funktion 
V (z) in jedem kompakten Teilgebiet D’¢ D durch im ganzen Raum C* kon- 
vexe Funktionen V,(z) approximieren. Jede konvexe Funktion im C” ist 
offenbar eine plurisubharmonische Funktion. Es gilt also: 

D = lim {z | V,(z) — M,< 0}, 
wobei die M, geeignete Konstante sind, und damit ist D nach unserem Haupt- 
satz ein Rungesches Gebiet. 

4.6. Corollar. Jedes Tubengebiet, das ein Holomorphiegebiet ist, ist ein 
Rungesches Gebiet. 

Ein Gebiet 7’, ist ein Tubengebiet, falls es die folgende Gestalt hat: 


Tp={z|xeB, y beliebig} , 


wobei x = (2, .- -, Zn), ¥ =(Yp> - - +s Yn)» 2= 2% + y, und B (die ,, Basis“ von 7’ g) 
ein Gebiet im 2,,...,2,-Raum. Bekanntlich (vgl. Bocnner-Marrin [6], 
BREMERMANN [8)) ist 7’, pseudokonvex (ein Holomorphiegebiet) genau dann, 
wenn B konvex ist, und 7’, ist konvex genau dann, wenn B konvex ist. 
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Wahrend wir bei Rungeschen Gebieten immer voraussetzen, daB das Gebiet 
ein Holomorphiegebiet ist, kinnen wir fiir Tubengebiete sogar folgende Aus- 
sage machen: 

4.7. Satz 5. Jede in einem (beliebigen) Tubengebiet T , holomorphe Funktion 
ist im Innern von T'z gleichmafig durch Polynome approximierbar. 

Jede in 7’, holomorphe Funktion / l48t sich in die Holomorphiehiille H (7 ,) 
von 7’, hinein holomorph fortsetzen. H(T7'g) ist aber gleich der konvexen 
Hiille von 7'z, das ist das Tubengebiet, das die konvexe Hiille von B als 
Basis hat (BREMERMANN [8]). Nach Satz 4 ist H(7',) als konvexes Gebiet 
ein Rungesches Gebiet, und damit l4B6t sich f im Innern von H(7',) und damit 
erst recht im Innern von 7', durch Polynome approximieren. 

4.8. Wie schon in der Einleitung bemerkt, impliziert DR D*, daB die 
Algebra der in D* holomorphen Funktionen in der Algebra der in D holo- 
morphen Funktionen dicht ist. 

Allgemein ist es beim Studium von Algebren von in einem Gebiet D holo- 
morphen Funktionen hinreichend, D als Holomorphiegebiet zu nehmen, da 
sonst alle in D holomorphen Funktionen und damit auch die Funktionen der 
Algebra sich in die Holomorphiehiille Z(D) hinein holomorph fortsetzen 
lassen. 

Die Bedeutung des nachfolgenden Satzes 6 beruht auf folgendem: 1) Jedes 
Holomorphiegebiet l4Bt sich durch die in Satz 6 behandelte Gebietsklasse 
approximieren. 2) Wahrend die Algebra aller in einem Gebiet holomorphen 
Funktionen keine Banach Algebra ist, bekommt man eine solche, wenn man 
die Teilalgebra der im abgeschlossenen Gebiet noch stetigen Funktionen 
nimmt. (Zum Studium dieser Banach Algebren siehe: Loomis [22], Smov [29], 
WERMER [26] u. a.) 

Satz 6. Hs sei D = {z| V(z) <0}, wobei V(z) in einer Umgebung von D 
plurisubharmonisch sei. Dann ist die Banach Algebra der in D holomorphen und 
in D stetigen Funktionen dicht in der Algebra aller in D holomorphen Funktionen 
in bezug auf die von der gleichmaBigen Konvergenz erzeugte Topologie. 

Dieser Satz ergibt sich unmittelbar daraus, daB die Klasse der in einer 
Umgebung von D holomorphen Funktionen eine Teilklasse der in D holo- 
morphen und in D stetigen ist, und die erstere Klasse ist nach unserem Haupt- 
satz bereits dicht in der Algebra der in D holomorphen Funktionen. 

4.9. In der Theorie der Banach Algebren hat in letzter Zeit der Begriff 
des ,,Silov Randes“ besonderes Interesse gefunden (vgl. auch BRreMEr- 
MANN [13)). “ ; 

Definition: Es sei D ein Gebiet wnd € eine Klasse von in D nach oben halb- 
stetigen Funktionen. Evxistiert dann eine Punktmenge Sg(D) mit folgenden 
Eigenschaften: 

1) » €€ und py < M auf S_(D) impliziert p < M in ganz D, 

2) jede andere Teilmenge von D mit der Eigenschaft 1) enthélt Sg(D), 
dann heiBt Sg(D) der ;,Silov Rand von D in bezug auf €*. 
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Sq(D) existiert, falls € eine Algebra von im abgeschlossenen Gebiet D 
stetigen reell- oder komplexwertigen Funktionen ist (Loomis [22], 8. 80). 

Satz 7. Es sei DR D* und Dc D*. Es sei Cp die Klasse der Absolut- 
betriige der in D holomorphen und in D noch stetigen Funktionen und €p. 
die Klasse der Absoluthetrige der in D* holomorphen Funktionen. Dann gilt 

Sgz(D) = Se,,(D) . 

Unter den Voraussetzungen des Satzes ist €p. dicht in €py, was offenbar 
die Ubereinstimmung der Silov-Rander zur Folge hat. 

4.10. Fir gewisse Anwendungen in der Funktionentheorie (BREMER- 
MANN [13)]) ist folgender Satz von Interesse: 

Satz 8. Es sei D = {z| V(z) < 0}, V(z) in einer Umgebung U(D) von D 
plurisubharmonisch und stetig. Dann existiert fiir die Klasse der in U(D) 
plurisubharmonischen Funktionen ein ,,Silov Rand“ S(D), welcher gleich dem 
Silov Rand Sez(D) von D in bezug auf die Banach Algebra © der in D holo- 
morphen und in D stetigen Funktionen ist. 

Fiir gewisse Gebiete, die keine Holomorphiegebiete sind, ist diese Aussage 
falsch. 

Anmerkung: Die Klasse der plurisubharmonischen Funktionen enthalt die 
Klasse der Absolutbetrage holomorpher Funktionen, ist aber gegeniiber dieser 
keine Algebra, geschweige denn eine Banach-Algebra, sondern nur ein ,,kon- 
vexer Konus“ (mit¢,, p, €€ ist p, + p,in€, und mit g ¢Cundc > Ogehért cp zuG). 

Beweis. Es sei €y(p) die Klasse der Absolutbetrage der in einer Umgebung 
U(D) von D holomorphen Funktionen. Dann folgt aus der Definition des 
Silov Randes: 

Falls |f| €€yp) und |f| < M auf Sg,,,, (D), so ist |f| < M in D. Dann gilt 
das entsprechende aber auch fiir log |/| und damit auch fiir ¢ - log |/| falls c > 0, 
und damit auch fiir 

sup {c,- log |f,|, - - - » cx" log |fx|} , 
und damit auf Grund von Hilfssatz 4 auch fiir jede in U (D) plurisubharmoni- 
sche Funktion V(z). Jede beliebige plurisubharmonische Funktion 14B8t sich 
monoton von oben durch stetige plurisubharmonische Funktionen approxi- 
mieren. Folglich gilt die Aussage auch fiir beliebige plurisubharmonische 
Funktionen, d. h.: 

Falls V (z) in U(D) plurisubharmonisch ist, so gilt: 

Falls V(z) < M fiir Sg,,,,(D), so ist auch V(z) < M in D. 
Andererseits ist Sg,,,, (D) die kleinste Teilmenge von D mit dieser Eigenschaft, 
weil die in U(D) plurisubharmonischen Funktionen ais Teilklasse die Absolut- 
betrage der in U(D) holomorphen Funktionen enthalten, und bereits fiir diese 
ist S¢,,», (D) minimal. 

Ferner ist nach dem vorangehenden Satz 7: 

Seow (D) = Sez (D). 
Es folgt. unser Satz. Das Falschwerden fiir gewisse Nichtholomorphiegebiete 
folgt aus dem Beispiel, das in BREMERMANN [11], S. 80—81 angegeben ist. 




















Rungesche Gebiete 


5. Ausdehnung auf Steinsche Mannigfaltigkeiten 


Die meisten Folgerungen lassen sich auch fiir Steinsche Mannigfaltigkeiten 
ziehen, falls der Hauptsatz fiir diese giiltig ist. Der Beweis des Hauptsatzes 
beruht: 

1) Auf dem Behnke-Stein-Weilschen Satz (2.5). Dieser Satz ist kiirzlich 
von H. Gravert [18] auf holomorph vollstandige komplexe Raume und damit 
auch auf holomorph vollstandige komplexe Mannigfaltigkeiten, und das sind 
Steinsche Mannigfaltigkeiten, ausgedehnt worden. 

2) Auf dem Begriff der Pseudokonvexitét und der relativen Pseudo- 
konvexitét. Beide Begriffe lassen sich, wie in dieser Arbeit geschehen, mit 
Hilfe der plurisubharmonischen Funktionen definieren. Letztere lassen sich 
aber unmittelbar auch auf komplexen Mannigfaltigkeiten definieren, da die 
Eigenschaft, eine plurisubharmonische Funktion zu sein, eine lokale Eigen- 
schaft ist, die invariant ist unter holomorphen Transformationen. Es bleibt 
nur der Nachweis, daB die so eingefiihrte Pseudokonvexitaét mit der iiblichen 
aquivalent ist. Das ist schwieriger als bei schlichten Gebieten. Ein Beweis 
ist in BREMERMANN [12] angedeutet, ein anderer ergibt sich aus der Grauert- 
schen Einbettungsmethode (H. Gravert, unveréffentlichte miindliche Mit- 
teilung). 

3) Auf dem Okaschen Satz iiber die Aquivalenz der pseudokonvexen 
Gebiete und der Holomorphiegebiete (2.6). Fin Beweis ist von BREMERMANN 
in [12] skizziert worden, und ein anderer Deweis ist von H. Gravert (unver- 
éffentlicht) angegeben worden. 

4) Auf Hilfssatz 4. Dieser Satz beruht auf dem Okaschen Satz und auf 
einem Satz von Harroes (vgl. 3.6), dessen Beweis im wesentlichen lokalen 
Charakter hat und der sich daher ohne Schwierigkeiten tibertragen laBt. 

Wir kénnen daher ankiindigen: Der Hauptsatz gilt auch fiir Steinsche 
Mannigfaltigkeiten. Es ist zu erwarten, daB dariiber hinaus die Methoden 
und Resultate sich ebenfalls auf holomorph vollstaéndige komplexe Raume 
ausdehnen lassen. 
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1. Einleitung 


Mit einem algebraischen Funktionenkérper K einer Veranderlichen tiber 
dem Kérper C der komplexen Zahlen ist in bekannter Weise eine Riemannsche 
Fliche und fir die auf ihr existierenden meromorphen Funktionskeime ein 
Fortsetzungsbegriff. gegeben. Es lassen sich einige Eigenschaften dieses 
Fortsetzungsprinzips bereits formulieren, wenn man nur von der Menge der 
Primstellen und nicht von der Flache und ihrer topologisthen Struktur, wenn 
man nur von den Entwicklungen in den Primstellen und nicht von den 
Funktionskeimen sprechen will. Die uns am wichtigsten erscheinenden Eigen- 
schaften dieser Art sind die folgenden: 

a) Die analytische Fortsetzung induziert Isomorphismen zwischen Unter- 
kérpern der perfekten Hiillen von K, welche K identisch abbilden. (Man 
betrachte namlich zwei Stellen von K und eine sie verbindende Kurve sowie 
alle meromorphen Funktionskeime in der einen Stelle, welche sich lings dieser 
Kurve meromorph zur zweiten Stelle hin fortsetzen lassen; sie werden offenbar 
isomorph in den dortigen Potenzreihenkérper abgebildet. ) 

b) Analytische Fortsetzung und Differentiation sind vertauschbar. 

c) Ist eine Potenzreihe iiberall hin, und zwar eindeutig fortsetzbar, so 
induziert sie ein Element aus K. 

Die folgenden Ausfiihrungen handeln von einem schwacheren Fortsetzungs- 
begriff, den wir Fortsetzungsschema nennen wollen und fiir den im wesentlichen 
nur die Eigenschaften a) bis c) gefordert werden, der sich aber dafiir bei 
beliebigem Konstantenkérper definieren ]48t. Die beiden Daten — Kérper K 
und Fortsetzungsschema — werden wir der Kiirze halber als eine Riemannsche 
Flache zu K bezeichnen. Dies entspricht in etwa dem in der Funktionentheorie 
mehrerer Veranderlichen bekannten Begriff des ,,geringten Raumes* [1]. 
Mit ,,Flache“ hat natiirlich unsere Begriffsbildung insofern wenig zu tun, als 
mit einem Fortsetzungsschema — zuniachst jedenfalls — noch keine Topologie 
in der Menge der Primstellen von K verbunden ist. Doch kénnen- wir tiber 
einer Riemannschen Fliche Garben und damit Vektorraumbiindel erklaren 
und eine Cohomologietheorie betreiben. Dadurch kénnen bereits gewisse 
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Teile einer Integrationstheorie fiir Differentiale des Funktionenkérpers ent- 
wickelt werden, jedenfalls soweit sie die Definition von Integralperioden und 
gewisse Aussagen der klassischen Funktionentheorie betreffen. Dazu muB 
allerdings das Fortsetzungsschema umfassend genug sein, nimlich so um- 
fassend; daB es auf ,,lokale‘‘ Integrale von K-Differentialen angewandt werden 
kann. Auf die Existenz derartiger Fortsetzungsschemata im Falle der Charak- 
teristik Null gehen wir kurz ein. Stellt man keine zusiatzlichen Forderungen, 

~ so stellt sich heraus, daB man die Perioden fiir ein Fortsetzungsschema. weit- 
gehend willkirlich vorschreiben kann; sie stellen also von vorne herein keine 
charakteristischen Bestimmungsstiicke des Kérpers K/Q2 dar. Wie und in 
welchen Fallen man durch zusatzliche Forderungen an das Fortsetzungsschema 
diese Willkiir einschrinken kann, hoffen wir bei spaterer Gelegenheit berichten 
zu kénnen. 

Bei den unten beniitzten Bezeichnungen und Voraussetzungen werden wir 
uns durchweg an folgende Verabredung halten. K sei der zugrunde liegende 
Funktionenkérper, 2 sein (genauer) Konstantenkérper, und K/Q sei separabel. 
Q sei eine algebraisch abgeschlossene, algebraische Erweiterung von 22. Die 
Primstellen von K bezeichnen wir mit x, y, z, . . ., ihre Gesamtheit mit X und 
die zu einem x aus X gehérende perfekte Hiille mit K,. Ferner ist bei uns 
22, das 2 enthaltende, gleichungstreue Vertretersystem fiir K, und ,t eine 
in K enthaltene lokale Uniformisierende zur Stelle x. K, kann bekanntlich 
als Potenzreihenkérper 22,(,t) aufgefaBt werden [5]. Wir denken ihn uns 
stets in geeigneter Weise eingebettet in den Potenzreihenkérper K == Q(t). 
Fiir die Elemente aus K verwenden wir die Buchstaben f/f, g, h, . . .; a,, b,, . . . 
behalten wir uns fiir Elemente aus K, vor. Wird ein Element f aus K als 
Element aus K, aufgefaBt, so schreiben wir der Deutlichkeit halber auch /,. 


2. Fortsetzungsschema und Riemannsche Fliche 


Wir erklaren wie iiblich fiir ein Element a,= 2 {«,(,t)”: vy > — 0} € Q(,t) 
Ableitung, Differential und Residuum durch 





= Ef vay (et: > — co}, daz = (Z{v a (gl)-2: > — co}) det 
res, (a,d,t) = a, . 

Unter einem Fortsetzungsschema F verstehen wir die Vorgabe einer Teilmenge 

Ac XxX und einer Zuordnung, welche jedem (z, y) ¢ A eine Kollektion 


von Paaren (M¥%, ij) derart zuweist, daB die folgenden Bedingungen erfillt 
sind. 


FO) Zu jedem (x, y) « X x X und jeder endlichen Teilmenge X von X, welche x 
und y nicht enthdlt, eaistieren endlich viele nicht in X liegende Stellen x,= x, 
24, - -,L_ = y mit (x,;, Z4,) € A bzw. (2;,,, x;) € A. 

F1) MY ist ein K (genauer dessen kanonisches Bild in K,) enthaltender Unter- 
kérper von K,,i iy ein Monomorphismus von MY in K,, welcher K und 
MY Qidentisch auf sich (genauer auf dessen kanonisches Bild inK,) abbildet. 

















Analytische Fortsetzung in algebraischen Funktionenkérpern 
F2) Es ist 2M? ¢ MY, und fiir jedes a, ¢ MY gilt die Formel 


65 (Se) = “BS - (FE) sterner ist Mz— UM sy € X) ein Kérper 
F3) Ist jeder Primstelle x¢X ein Element a,¢ K, derart zugeordnet, dag 
a) if (@,) = ay, falls nur a,¢ MY, 
b) zujedem (x, y)« X x X endlich viele Stellen x,=2,2x,,..., %, = y existieren 
und zu jedem Paar x,, x;., sich entweder ein M7j+1 oder ein MZ, , finden 
lapt mit a,,€ My+' bzw. a,z,,,€ My,,, 
so ist a,=f, fiir alle x¢ X und ein geeignetes f aus K. 
F4) Ist fast allen (d.h. bis auf endlich viele Ausnahmen) Primstellen x ¢ X 
ein a, € K, derart zugewiesen, dap 
a) ein Differential fdh von K existiert, fiir welches da,=f,dh, gilt, 
insofern a, definiert ist, 
b) die Forderungen F3) a) und F3) b) erfiillt sind, insofern a, und a, 
definiert sind, 
so ist {dh ein exaktes Differential. 
Bei den Postulaten F1)— F3) handelt es sich offenbar um abstrakte For- 
mulierungen der Feststellungen a) —c) aus der Einleitung. F4) besagt im 
klassischen Fall, daB jedes Integral 3. Gattung, dessen simtliche Perioden 
verschwinden, bereits ein Element des Funktionenkérpers K ist. Wie wir 
spater sehen werden, ist F4) unabhingig von F1) — F3). F4) gestattet eine 
Topologisierung der Menge X. FO) ist eine den vorliegenden Verhaltnissen 
angepaBte Formulierung fiir die Forderung des Zusammenhanges einer 
Riemannschen Flache. 

Wir sagen von nun an, mit der Angabe eines Fortsetzungsschemas zu 
einem Kérper K/Q sei eine Riemannsche Fliche gegeben. Die Menge M, 
= U{M¥: y « X} nennen wir die Menge der in xz meromorphen Funktions- 
keime unserer Riemannschen Flache. SchlieBlich wollen wir das Fortsetzungs- 
schema noch auf die Differentiale bzw. Differentialkeime ausdehnen. Unter 


Md verstehen wir die Menge aller Differentiale der Form a,d,t,a,¢ M%, 








f 7 d,t ‘ 
wobei a,d,t’ und a,d,t identifiziert werden, falls a, = a, ae gilt; ferner 
= 


setzen wir ij (a,d,t) = t) (a,) (3 ) d,t. Aus Fl) und F2) folgt unmittelbar, 
daB die Definition von ij konsistent ist. Die Menge M,d = U{M¥d: y « X} 
heiBt die Menge der in x meromorphen Differentialkeime der Riemannschen 
Flache. 

Bevor wir zu einigen naheliegenden Folgerungen aus den Axiomen FQ) 
bis F4) kommen, sei noch der Begriff der holomorphen Abbildung einer 
Riemannschen Flache in eine andere erklart. Unter einer holomorphen 
Abbildung verstehen wir die Vorgabe einer Abbildung p: X > X’ und einer 
Zuordnung, die jedem x ¢ X eine Abbildung p,: Mj,,)-> M, derart zuweist, daB 

a) die Beschrinkung von p, auf M pF x einen Monomorphismus der Kérper- 
struktur darstellt, welcher Elemente der Form 2 {«, (,/)’: v 2 0} in ebensolche 
iiberfiihrt, 

13* 
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b) zu jedem (MY, #2) aus F ein (M’'P(), i’2() aus F’ existiert mit 


PA M'RS)C My und #0 pe— Py O HE) . 
Es gilt dann 

Lemma I: Ist f’ ein Element des zur Riemannschen Flaiche X’ gehérenden 
algebraischen Funktionenkérpers und ist p: X ~ X’ eine holomorphe Ab- 
bildung, dann existiert ein Element f des zu X gehdrenden algebraischen 
Funktionenkérpers mit /, = p, (fp(.3) fiir alle x ¢ X. 

Beweis: Setzt man a,= p,(f,(.)) fir x ¢X, so ist wegen K'C MY, auch 
a, € M* fiir alle yé X. Da ty (4,) - iy (Pe (fp(2))) = Py (i'r (fn(2) )) =Ppy (ftw ), 
kann man auf die Kollektion der a, das Postulat F2) anwenden. 

‘Wie Lemma | zeigt, wird durch eine holomorphe Abbildung p: X > X' 
eine Abbildung p* : K’— K induziert ; p* stellt ersichtlich einen Monomorphismus 
dar. 

Nun wollen wir einige leicht beweisbare, niitzliche Aussagen zusammen. 
stellen. 

Lemma 2: i, 0 d=d 0 iy. 

Lemma 3: Ist fd ein Differential des Kérpers K, so ist stets f,dh,¢ M%d, 
und es gilt i7(f,dh,) = fydhy. 

Lemma 4: Ist jedem x ¢ X ein Element ¢, aus K,d derart zugeordnet, daB 
die Bedingungen F3) a) und F3) b) in sinngemaiBer Ubertragung zutreffen, 
dann gibt es ein Differential fdh des Kérpers K mit ¢,= /,dh, fiir alle x ¢ X. 

Beweis: Es sei (,= a,d,t, x ¢ X. Dann bedeutet i} (¢,) = ¢, nach Defini- 


. ; d,t é 7 , ' . 

tion fv(ae) de =a,; ist also h ein separierendes Element von K/Q2, so gilt 
d,t ’ d . : F 

i = (a,) . = dy, = 5 (a.-4): Somit gibt es nach F3) ein Element / 
d,t 

aus K mit a, Th =f, fiir alle x ¢ X. Es ist also €,=a,d,t = },dh, fiir alle 

xe X. 


3. Garben iiber einer Riemannschen Fliche*) 


Die Struktur einer Riemannschen Flache witd bestimmt durch die Kollek- 
tion der (M4, i}). Da wir keine Topologie zur Verfiigung haben, werden wir 
bei der Definition einer Garbe diese Struktur wesentlich beniitzen miissen. 

Unter einer Garbe © von abelschen Gruppen iiber einer Riemannschen 
Flache X verstehen wir die Vorgabe einer Menge G, einer surjektiven Abbil- 
dung p:G-» X und einer Zuordnung, welche jedem Paar (M4, if) aus F 
ein Paar (GY, yj) zuweist, wobei 

a) p(x) eine abelsche Gruppe, GY Untergruppe von p(x) und p(x) 
— U{G4: y « X} ist, 

b) yj ein Monomorphismus von G¥ in p-'(y) ist, fiir welchen gilt: sind sich 
vermége der obigen Zuordnung (MY, i}) bzw. (Mj, iz) baw. (Mj, iz) bzw. 


1) Wi ir ‘wollen hier — ohne die Aligemeinheit einzuschranken — voraussetzen, daB mit 
(M*. i%) € F auch (i (M%), (é%)-*) in F liegt. 
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(My, iz) und (Gz, yy) baw. (Gj, y2) baw. (Gz, yz) baw. (Gz, y%) einander zu. 
geordnet und gilt if =i 0 if bzw. if = (iZ)-1, so gilt auch y7= y¥ o 7% 
bzw. y= (y)7- 

Eine Garbe hei8t konstant, wenn G = X x G@, mit G, als abelscher Gruppe 
ist, p die natiirliche Projektion von G auf X darstellt, G% stets gleich G, ist 
und yj immer die identische Abbildung ist. In naheliegender Weise la8t sich 
jetzt auch der Begriff einer Garbe von Moduln iiber einer Garbe von Ringen 
definieren. Jede Garbe von abelschen Gruppen l4Bt sich in kanonischer Weise 
als eine Garbe von Moduln iiber der konstanten Garbe der ganzrationalen 
Zahlen interpretieren. 

Wir geben nun einige fiir das Folgende wichtige Beispiele an. 

1. Die Garbe M der auf X meromorphen Funktionskeime. Hier ist G% 
bzw. yy gleich MZ baw. #). 

2. Die Garbe § der auf X holomorphen Funktionskeime. Hier ist G2 baw. yj 
gleich der Menge aller a, = 2{«,(,t)’: » > 0} aus MY baw. if. 

3. Die Garbe & der auf X konstanten Funktionskeime. Hier ist GY bzw. 3 
gleich M¥-\Q bew. iy. 

4. Falls die Charakteristik g von 2 nicht Null ist, diirfte der Garbe R 
der auf X inseparablen meromorphen Funktionskeime einige Bedeutung 
zukommen. Hier ist G¥ bzw. yj gleich der Menge aller a, = 2 { a, (,t)"*: »>—oo} 
aus MY bzw. ty. 

5. Die Garbe Md der auf X meromorphen Differentialkeime. Hier ist 
GY bzw. y; gleich MYd baw. ip. 

6. Die Garbe M,d der auf X meromorphen Differentialkeime zweiter 
Gattung. Hier ist GY bzw. yj die Menge der a,d,t=(2{«,(,t)’: » > — o})d,t 
aus M%d mit a,,.;= 0 bzw. if. 

7. Die Garbe $d der auf X holomorphen Differentialkeime. 

Es liegt auf der Hand, daB man abnlich wie in der iiblichen Garbentheorie 
Operationen zwischen Garben (z. B. direkte Summe oder Tensorprodukt) 
einfiihren kann und wie man die entsprechenden Definitionen zu treffen hat. 

Unter einem Homomorphismus p:©'—© einer Garbe in eine andere 
verstehen wir eine Abbildung ¢ : G’— G, fiir welche die Bedingungen 

abp=pogp db) g(G")CQR GOK =%HO4 

d) die Beschrinkung von’ » auf p’~'(z) ist ein Homomorphismus 
erfillt sind. Wir sprechen von einem Monomorphismus, wenn q injektiv 
ist und dariiber hinaus gilt: ist p(g,) ¢ Gf und sind (@’%, y’}) und (GY, 7%) 
beide dem Paar (MY, i?) zugeordnet, so ist g,¢ G’¥. Der Homomorphismus g 
wird ein Epimorphismus genannt, wenn @ surjektiv ist und — mit den eben 
getroffenen Bezeichnungen — @(G@’%) > G% gilt. Unter ciner Untergarbe G’ 
einer Garbe G verstehen wir eine Garbe mit GY C GY, fiir welche y’} stets 
gleich der Beschrankung von y} auf G’? ist; man iiberzeugt sich leicht, daf 
die kanonische Injektion einer Untergarbe in die Garbe ein Monomorphismus 
ist. Unter der Quotientengarbe ©/G' der Garbe G nach der Untergarbe G’ 


verstehen wir die Vorgabe der Paare ((/".»'"), welche wie folyt erklirt sind 
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es sei P-!(xx) die Quotientengruppe p~(x)/p’- (x), GY gleich G2 + p’!(zx)/p'+(z) 
und y}(g + p’-"(#)) = y3(g) + p’(y). Die Abbildung 7% ist ersichtlich ein 
Monomorphismus, und fiir die Kollektion der y7 gelten die fiir eine Garbe 
geforderten Bedingungen. Der Garbenraum G und die Projektion p der 
Quotientengarbe werden in naheliegender Weise erklirt. Die natiirliche 
Abbildung von © auf G/G’ ist, wie man leicht sieht, ein Epimorphismus. Fiir 
einen Homomorphismus sind Kern, Bild,Cokern und Cobild wieder wohldefinierte 
Garben. Da bei einer Quotientengarbe G% nach dem ersten Isomorphiesatz 
der Gruppentheorie isomorph zu G¥/ p’ (x) -\ GY ist, stimmt ©’ mit dem Kern 
des natiirlichen Homomorphismus von © auf G/G’ iiberein. 

Weiter wollen wir eine Sequenz 0 > G’> G > G"’— 0 exakt nennen, wenn 
©’ © ein Monomorphismus, G + G” ein Epimorphismus ist und im (G’— S) 
= ker(G + ©”) gilt. Entsprechend wird eine Sequenz 

-+G,-)> G,> Gases 
exakt genannt, wenn fiir jedes n die Sequenz 
0 + ker(G,-_,> G,,) > G,,_,> ker(G,—> G,,.,) > 0 
exakt ist. 

Es sei nun in Kiirze der tibliche Apparat der Garbentheorie auf die inter 
definierten Garben iibertragen, auch wenn wir fiir die Zwecke unserer Arbeit 
schon mit wesentlich geringeren Mitteln auskommen wiirden. Unter 
einer zusammenhingenden Teilmenge einer Garbe © verstehen wir eine Teil- 
menge Bc G, fiir welche es zu je zwei Elementen g, g’ aus B endlich viele 


Elemente go= 9, 91, - - -; Jn = g' aus B und zu jedem Paar g,, g;,, ein (ares? , 
ayP(93) i YP(9j+) ,P(95) = i j i , 
Voy s:)) Mit 9; 6 CR > Yogi.) 9s) =9s+1 gibt. Eine maximale zusammen 


hangende Teilmenge einer Garbe heiB®t eine zusammenhingende Komponente 
dieser Garbe. 

Das Fortsetzungsschema besteht aus einer gewissen Kollektion von Paaren 
(M¥, iy). U sei eine Teilmenge dieser Kollektion. Mit p(U) bezeichnen wir 
die Menge aller x ¢ X, zu denen es ein z gibt, fiir welches entweder (Mf, iz) 
oder (M*, i7) in U enthalten ist. Unter einem Schnitt in der Garbe © iiber U 
verstehen wir eine Abbildung s : p(U) + @ mit den Eigenschaften 

a) 8(x) € p-'(x) fiir jedes x ¢ p(U) 

b) sind 2, y aus p(U), so gibt es endlich viele Elemente x)= 2, x,,.. .,%,=Yy 
und Paare (M3*', 2.) aus U so, daB® fiir die zugeordneten (G3+', vz.) 
8(x;) € qe und yz} ,,(8(%) = 8(2;.,) gilt 

c) ist (M¥, if) « U und ist diesem Paar (G¥, yj) zugeordnet, so ist s(x) ¢ GY 
ind yy(s(xz)) = s(y). 

Die Menge aller Schnitte in der Garbe © tiber der Menge U werde wie 
iblich mit H°(U,@) bezeichnet. Ein globaler Schnitt ist per definitionem 
ein Schnitt iber F. Trivialerweise ist ein globaler Schnitt stets eine zusammen- 
hangende Komponente in G, welche durch p bijektiv auf X abgebildet wird. 
Die Umkehrung dieser Aussage gilt nur fiir spezielle Garben, z. B. fiir die 
als Beispicle angefihrten (vgl. F3)). Ist B eine zusammenhingende Kom- 
ponente der Garbe © und s ein globaler Schnitt in G, so 1i8t sich die Summe 
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B +8 als die Menge aller g € G erklaren, fiir welche ein g’¢ B existiert, fiir 
welches p(g’) = p(g) und g = g’ + #(p(g)) gilt. Wie man sich leicht tiberzeugt, 
ist B+ s wieder eine zusammenhingende Komponente von ©. Ist © eine 
Garbe von Ringen, so definiert man Bs entsprechend. 

Lemma 5: Ist G eine Garbe von Moduln iiber einer Garbe % von Ringen, 
so ist H°(F, ©) in natirlicher Weise mit der Struktur eines Moduls tiber dem 
Ring H°(F, 2) versehen. 

Der Beweis verliuft nach bekanntem Muster. 

Satz 1: Hs bestehen die folgenden natiirlichen Isomorphismen: 

H°(F,&)= 2, H°(F, 9) = 2, H°(F,M)=K 

H°(F, Sd) = Gruppe der Differentiale 1. Gattung von K, H°(F, M,d) = 

= Gruppe der Differentiale 2. Gattung von K. 

Beweis: Klar wegen Lemma 3, Lemma 4 und F3). 

Lemma 6: ¢:G’'+G sei ein Homomorphismus von G’ in G. Ist BCG 
eine zusammenhangende Komponente von G, so zerfallt g“(B) in G’ in 
maximale zusammenhangende Teilmengen, deren jede zusammenhaingende 
Komponente von @’ ist. 

Beweis: Es sei B’ eine maximale zusammenhangende Teilmenge von 
gy (B). Dann ist zu zeigen, daB B’ in G’ maximal ist. Ist g’¢ B’ 7 G"4, so 
gilt yyo p(g')= 9° y'5(g') € B, dh. aber y’f(g’) € B’. 

Nun wollen wir uns der Erklarung der Cohomologiemoduln zuwenden. Ist 
g : ©’ © ein Homomorphismus und s’ ein Element aus H°(U, G’), so setzen 
wir fiir x ¢ p(U) s(x) = p(s'(x)). Da @ ein Homomorphismus ist, folgt wegen 
der Bedingung a) fiir Homomorphismen s(x) ¢ p-'(x) fiir alle x € p(U). Ist 
weiter s’(x) € @’2 und (@’, yf) dem Element (M2, if) « U zugeordnet, so hat 
man wegen der Bedingung c) fir Homomorphismen y}(s(x))= yj 0 ~(8' (z)) 
=p © y'F(s'(x)) = p(s’ (y)) =s8(y); d.h. die Abbildung s erfillt auch die 
Bedingung b) eines Schnittes. Wie man sich leicht iiberzeugt, ist auch die 
Bedingung c) fiir einen Schnitt erfillt. Damit haben wir jedem Element 
8’ € H°(U, ©’) ein wohl bestimmtes Element s = p(s’) aus H°(U, G) zugeordnet. 
Wie man aus der Bedingung d) fiir Homomorphismen sofort entnimmt, stellt 
die Abbildung g : H°(U, ©’) — H°(U,G) wieder einen Homomorphismus dar. 
Es gilt nun 

Lemma 7: (H°(U,G), ~) ist ein covarianter, additiver und linksexakter 
Funktor. (Zur Bezeichnungsweise vgl. [2].) 

Beweis: Wir zeigen, daB aus der Exaktheit der Garbensequenz 0 + G’ + 
© — G+ 0 die Exaktheit der Sequenz 0+ H°(U, ©’) + H°(U, G)+ H°(U, 6") 
folgt. Dazu bendtigt man nur noch: ist s im Kern von H°(U,G) + H°(U, G”) 
gelegen, so gehért s zum Bild von H°(U,G’) + H°(U,G). Dazu bildet man 
das Urbild von s vermége des Homomorphismus G’- G. Fiir diese 
Menge hat man zu zeigen, daB sie einen Schnitt in G’ tiber U bildet. Dies ist 
klar, wenn man fiir sie die Forderung c) fiir einen Schnitt kontrolliert hat. 
DaB c) erfiillt ist, ergibt sich aber unmittelbar aus der Tatsache, dab G’+ © 
ein Monomorphismus ist. Covarianz und Additivitét des Funktors sind 
trivial. 
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Wegen eines Resultats von GRoTHENDIECK [4] ist es adiquat, die Cohomo- 
logietheorie tiber die Theorie der Satelliten zu entwickeln. An Hand von [2] 
iiberlegt man sich, daB die gesamte Theorie der Satelliten auch in unserem 
Falle funktioniert, wenn man nur weil: zu jeder Garbe G gibt es eine exakte 
Sequenz 0+G+Q—N-—-0 mit Q als injektiver Garbe. Wenn dies getan ist, 
haben wir fiir unsere Garben eine Cohomologietheorie, in der auch alle tiblichen 
Satze der (,,topologischen‘‘) Garbentheorie gelten. 

Beim Beweis der Existenz einer exakten Sequenz 0+@—~Q—N- 0 
gehen wir analog vor wie CARTAN-EILENBERG [2] 8.8. Wie dort zeigt man zuerst: 
Die Garbe Q von Moduln iiber der Garbe 21 von Ringen ist genau dann injektiv, 
wenn es zu jeder Ideal(unter)garbe 3 von 2% und jedem Homomorphismus ¢: 
3 — Q einen Schnitt s in Q mit y(A) = As fiir alle A ¢ § gibt. 

Der Beweis verliuft nahezu wortlich wie in [2]. Die eine Richtung der 
Aussage ist klar. Nun betrachten wir das Diagramm 0 + G’-> G mit 0 — G’> © 

Y 
Q 
exakt. Es ist zu zeigen, daB ein Homomorphismus y: © > Q existiert, fir 
welchen ©’ G kommutiert. Dazu sei mit P die Menge der Paare (G,, y,;) 
4 


vx 
Q y 
betrachtet, fiir welche G,; C G, im (G’> G) Cc G, gilt und G'+ G, kommutiert. 
Q Yi 


Erklart man in P eine Ordnungsstruktur durch 
(G,, y,) < (Gq, y2) genau wenn G,C G, und y, Fortsetzung von y, ist, 


dann ist P induktiv geordnet, und es gibt somit nach Zorn ein maximales 
Element (Gp, yy). Ist Gy + G, so gibt es ein « in G4, das nicht in G,¥ ent- 
halten ist. Es sei dann J% gleich der Menge aller a,¢ A” — die Garbe &% werde 
durch die Kollektion von Ringen A¥ und Homorphismen aj definiert —, fiir 
welche a, in G,! liegt. Als den zu J® gehérenden Homomorphismus wablen 
wir aj. SchlieBlich setzen wir noch Jj = aj(J%) und nehmen als den zu Jj 
gehérenden Homomorphismus (aj)~'. Alle anderen J?’ setzen wir gleich dem 
Nullideal. Ersichtlich erhalt man so eine Ideal(unter)garbe von 2%. Durch 
die Festsetzung p(a,) = yo(a,«) fiir a,¢ J% baw. p(ay)= 930 wo(at (ay) a) fiir 
a,€ Jj erhalt man, wie sofort ersichtlich, einen Homomorphismus von § in Q. 
Nun gelangt man ebenso wie in [2] zu einem Widerspruch zur Maximalitat 
von (Go, Yo). 

Der Beweis des oben angegebenen Existenzsatzes wird hier ebenfalls nur 
skizziert, da er sich sehr eng an [2] anschlieBt. Man konstruiert wie dort 
eine Garbe D(G) wie folgt: ® sei die Menge aller Paare (3, gy) mit 3 als Ideal- 
garbe in 2% und ~ als Homomorphismus dieses 5 in G; F, sei dann die durch ® 
erzeugte freie %-Garbe, d. h. Fg? sei der durch ® erzeugte freie A%-Modul, 
fiir den der zugehérige Homomorphismus in kanonischer Weise erklirt wird; 
mit D(G) wird dann die Quotientengarbe der direkten Summe © + F» nach 
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der durch die Elemente (p(a),— a(3, )), (5, y) « ®, a € 3, erzeugten Unter- 
yarbe bezeichnet. Wie man unschwer nachrechnet, hat D(G) die im zitierten 
Beweis [2] entscheidende Eigenschaft (*), weshalb der Existenzbeweis wie 
dort zu Ende gefiihrt werden kann. 


4. Abelsche Integrale 


Wir setzen von nun an voraus, daB die Charakteristik von 2 Null ist. 
Der Ubergang von den Funktionskeimen a, ¢ M, zu den Differentialkeimen da, 
stellt offenbar einen Homomorphismus d der Garbe M in die Garbe M,d 
der meromorphen Differentialkeime 2. Gattung dar. Dieser einfache Sach- 
verhalt ergibt zusammen mit den eben gewonnenen Aussagen tiber Schnitte 
und ihr Verhalten bei Homomorphismen einen Ausgangspunkt fiir unsere 
Integraldcfinition. Wir bendétigen allerdings noch eine Voraussetzung tiber 
das Fortsetzungsschema, die wir nun formulieren wollen: 

F5) Zu jedem Differential 2. Gattung w von K und jedem x © X gibt es ein 
a,€ 1 {M¥: yc X} mit da,=w,; jedes a,¢ M, mit do,=m, ist in 
M {M*: y © X} enthalten. Ist w' ein Differential 3. Gattung von K, das 
nur tiber der endlichen Menge X von Null vetachiedene Residuen besitzt, 
und ist x¢ X — X, so gibt es ein Element b,€ M, mit db, = w,, welches zu jeder 
Stelle y ¢ X — X fortsetzbar ist ; ist b',¢ M, mit db’, w', und b, < M%, so auch 
bi.< MY. 

Wir wollen uns jetzt auf Fortsetzungsschemata beschrinken, fiir welche 
F'5) erfiillt ist. Nun zur Definition eines abelschen Integrals eines Differentials 
2. Gattung w von K. 

Wir interpretieren w als Element aus H°(F,M,d). Dann ist w(X), das 
Bild von X unter der Abbildung w, eine zusammenhingende Komponente 
von Md. Nach Lemma 6 zerfallt d-'(w(X)) in zusammenhangende Te..- 
mengen, deren jede zusammenhingende Komponente von M ist. Eine der- 
artige zusammenhingende Kompohente nennen wir ein abelsches Jntegral 
von w und bezeichnen sie mit fw. Wir wollen jetzt zeigen, daB der Korper 2 
in einem noch zu prazisierenden Sinn der Korper der Integrationskonstanten 
fiir die Integrale 2. Gattung ist. Die Zuordnung X ) x > ¢ ¢ Q stellt ersicht- 
lich einen Schnitt in M dar. Weil aber d(fo +c) = m(X) gilt und fw + ¢ 
wieder eine zusammenhangende Komponente in M ist, besitzt @ auch fa -|- ¢ 
als Integral. Hat man umgekehrt zwei verschiedene Integrale von w, so 
betrachte man fiir ein gewisses a¢ X je ein Element von ,, welches zu einem 
ler Integrale gehért. Die Differenz dieser beiden Elemente hat die Ableitung 
Null und gehért somit zu M,/ 2. Wegen F5) kann man diese Differenz 
iiberall hin fortsetzen, und die Fortsetzung ist nach F 1) cindeutig, also nach F3) 
cin Element aus 2. 

Lemma 8: Ist /@ ein Integral des Differentials 2. Gattung w von A, so 
erhailt man die Menge aller Integrale von @ in der Form {w+ ce mit ¢ ¢ &. 

Bei gegebenem Integral /@ kann fiir gewisse ¢ « 2 sehr wohl dic Gleichung 
jw=jo-+e bestehen. Dic Menge aller dieser ¢ « 2 bildet eine Untergruppe 
der additiven Struktur von {2; man wird sic als die Gruppe der Integralperioden 
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von w bezeichnen. Sie ist offenbar unabhaingig vo der Auswahl des Inte- 
grals von w. 

Zu den Integralperioden von w wollen wir nun noch auf eine andere Weise 
gelangen, welche der klassischen Auffassung naher steht. Unter einem 
clementaren Zyklus 4 auf der Riemannschen Flache verstehen wir die Angabe 
endlich vieler Paare (Mz*', 7» y=0,...,n—l, mit z= 2z,. Wenn wir 
das Differential 2. Gattung w lings des elementaren Zyklus 4 integrieren 
wollen, bestimmen wir uns ein Element m,,¢M,, mit dm,,= w(x.) und definieren 
als Integralperiode { w von w lings 4 das Element i?*-'0 «-- oi%*(m,,) —mz,. 

3 


Wegen F5) ist dieser Ausdruck definiert und liegt in M, 0 Q, d. h. in Wirklich- 
keit sogar in 2. Offensichtlich ist { @ unabhangig von der Wahl von m,,. 


Es ist einleuchtend, daB die Menge der hier definierten Integralperioden von w 
mit der oben definierten iibereinstimmt. Nach F5) ist ein Differential 2. Gat- 
tung w langs aller elementaren Zyklen integrierbar. Was bedeutet es, wenn 
simtliche Integralperioden von w verschwinden? Wahlt man ein m,¢ M, 
mit dm,= w(z), so ist wegen F'5) m, iiberall hin fortsetzbar; und da simtliche 
Perioden von w verschwinden, ist m, sogar eindeutig fortsetzbar, d.h. m, 
gibt Anla8 zu einem Schnitt in M, d. h. einer Funktion / ¢ K; fiir sie gilt dann 
df=. Entsprechend iiberlegt man sich: ist ,,...,@., (mit g als dem 
Geschlecht von K/Q) eine Basis der Differentiale 2. Gattung von K modulo 
Ableitungen (vgl. (3]), d. h. eine Basis von K,d/d K, dann gibt es 2 g elementarc 
Zyklen 4), . . ., 32, derart, daB die Matrix ( f n)) iiber 2 invertierbar 
4 = //ap=l,....29 
ist. Nun bilden wir den durch die Menge der elementaren Zyklen erzeugten, 
tiber 2 freien Modul 8(X, 2). Ist 4 = 2 «, 3, € 8, so erklaren wir fiir w ¢ K,d 
das Integral fw alsdie Summe 2 «, { w. {a definiert dann eine Bilinearform 


3 Bye 3 
auf 8(X, 2) x K,d/dK. Bezeichnen wir mit B(X, 2) die Menge derjenigen 
Elemente 4 ¢3(X, 2), fiir welche {wm fiir jedes Differential 2. Gattung von 


3 
K verschwindet, dann ist durch / @ auch noch auf §(X, 2)/B(X,Q) x K,d/dK 


3 
eine Bilinearform definiert, welche wir wieder mit dem Integralzeichen be- 
zeichnen wollen. Es gilt dann 


Satz 2: Die Abbildung 3(X,2)/B(X,Q) x K,d/dK 3 (3, w)> fo ist 


3 
eine Gruppenpaarung von K,d/dK und 3(X, 2)/B(X, 2) mit Werten in Q. 
Bei dieser Paarung ist jeweils nur das Nullelement des einen Raumes auf dem 
anderen Raum orthogonal. 


Die Quotientengruppe 3 (X, {2)/B(X, 2) ist in kanonischer Weise mit der 
Struktur eines Q-Vektorraumes versehen. Dieser Vektorraum entspricht im 
klassischen Fall der 1. Homologiegruppe von X mit Werten in 2, inter- 
pretiert als (2-Vektorraum. Wir bezeichnen deshalb 8(X, 2)/B(X, 2) mit 
H,(X, 2). Entsprechend 146t sich die 1. Homologiegruppe H,(X) von X 
mit Werten in der Gruppe der ganzen Zahlen definieren. 
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Man ko6nnte jetzt daran denken, mit Hilfe der in Satz 2 angegebenen 
Gruppenpaarung Periodenrelationen zu beweisen. Dies soll aber einer anderen 
Arbeit vorbehalten bleiben, da fiir den Beweis der Periodenrelationen eine 
Reihe arithmetischer Aussagen bereitgestellt werden miissen. 

Die oben gegebene Definition eines Integral zu einem Differential 2. Gattung 
von K kann man entsprechend auch auf Differentiale 3. Gattung von K iiber- 
tragen. Ist w ein derartiges Differential, welches nur in den Stellen der end- 
lichen Punktmenge X von Null verschiedene Residuen besitzt, so beschrinkt 
man die Garben M und M,d auf das Komplement von X und fihrt die 
namlichen Uberlegungen wie oben durch. Man iiberlegt sich dann wieder, 
daB ein Integral 3. Gattung, dessen simtliche Perioden verschwinden, bereits 
ein Element des Kérpers XK ist. In diesem Zusammenhang entsteht die Frage, 
inwieweit sich Integrale 2. und 3. Gattung hinsichtlich ihrer Perioden unter- 
scheiden. Hier gilt 

Satz 3: Ist w ein Differential des Kérpers K, dessen séimtliche Perioden 
lings Zyklen aus G(X, 2) — soweit sie iiberhaupt definiert sind — verschwinden, 
so ist w ein Differential 2. Gattung. 

Beweis: D sei der Unterraum derjenigen Zyklen 4 ¢ 8(X, 22), fiir welche {w 


3 
definiert ist. Dann ist 9/B(X,Q)ND = 9+ B(X, 2)/B(X, Q), dh. es 
ist dim 9/B (X, 2) AO s dim 8 (X, 2)/B(X,2Q). Deshalb und wegen 
Satz 2 kann man ein Differential 2. Gattung w’ so bestimmen, daB w — w’ 
auf gegebenen Reprasentanten der Elemente einer Basis von 9/3(X, 2) 9D 
die Perioden Null hat. Verschwinden dariiber hinaus noch die Perioden von w 
auf den Elementen von G(X, 2) \ 9, so sind die Perioden lings aller Zyklen 
aus © gleich Null. Daraus schlieBt man aber zusammen mit F5) und F4), 
daB w — w’ in dK enthalten ist. 


5. Existenz eines Fortsetzungsschemas 


Bei unserer Konstruktion setzen wir voraus, daB 2 die Charakteristik 
Null hat. Wir wollen uns jetzt damit beschaftigen, alle MZ und ij zu be- 
schreiben, die den Postulaten F1) und F2) geniigen und — was die MY 
betrifft — in gewissem Sinne minimal sind, nimlich die kleinstméglichen 
Kérper darstellen, die lokale Integrale zu den Differentialen des Funktionen- 
kérpers K enthalten, soweit dies tiberhaupt méglich ist. SchlieBlich werden 
wir zeigen, daB es immer méglich ist —- sogar auf recht triviale Weise ~ 
Kollektionen aus den M? und iZ zusammenzustellen, die simtlichen Postulaten 
F0)—F5) geniigen. 

Zunichst einige einfache Bemerkungen und Hilfssatze. 

Lemma 9: Es sei i ein K-Isomorphismus von M c K, in k,. Wenn dann 


die Beziehung (Se ) = ee . ( oS ), fiir zwei Elemente a,¢ M gilt, so auch 
fiir ihre Summe, Differenz, Produkt und ihren Quotienten. 
Lemma 10: M sei ein beziiglich der Differentiation nach ¢ = ,t abgeschlos- 


sener Unterkérper von K,, und a’¢.M. Hat dann a’ ein Integral in K,, ah. 
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gibt es ein a ¢ K, mit st =a’, und ist dieses Integral algebraisch iiber V, 
so gibt es bereits in M ein Integral von a’. 


Beweis: Es sei P(u) das irreduzible, normierte Polynom in u, welchem das 
nach Voraussetzung existierende Integral a von a’ geniigt. Das Polynom 


Q(uy=a’ P(u) + 7 P(u) hat dann ebenfalls Koeffizienten in M und 


verschwindet fir u—a. Da sein Grad in u aber kleiner ist als der von P. 
muB8 es carr verschwinden. Ist 6 €¢ M der zweithéchste Koeffizient von P, 


so wird a’k +o > der héchste Koeffizient von Q sein, falls k der Grad von P 


ist. Da wir k als Sei annehmen kénnen, folgt a’ = — aa (3). 
Ist g wieder das Geschlecht von K/Q2, dann gibt es nach [3] 2g modulo dK 
linear unabhangige Differentiale 2. Gattung von K, die wir mit @,, .. ., @, 


bezeichnen wollen. 


Lemma 11: Geniigen die Elemente a,,,...,4,,,€K, der Bedingung 
w,;(x) = da,,,j = 1,..., 2g, so sind sie iiber K algebraisch unabhangig. 

Beweis: Wir schreiben kurz a; statt a;,. Es sei a,,...,a, ein maximales 
iiber K algebraisch unabhangiges Teilsystem unter den a;. Nach Lemma 10 
gilt dann a;+ y,;¢€ K(a,, . . ., @,) mit geeigneten y, € Q,j =1,..., 2g. Betrach- 
ten wir nun die durch o,(a,) = a,+ 4,;,i,j =1,..., 8, definierten K-Auto- 
morphismen o; von K(a,,...,a,). Ihr gemeinsamer Invariantenkérper ist, 
wie man sofort sieht, K selber. AuBerdem geniigen diese Automorphismen 


der Bedingung o( $4) = ae fiir jedes a aus K(a,,..., a,). Denn dies gilt 


nach Konstruktion fiir die Erzeugenden a,,...,a, des Erweiterungskérpers 
und fiir X selbst; und damit nach Lemma 9 fiir alle Elemente aus K (a,, . . ., a,). 
Die Differenzen o,(a;+ y,;) — (a;+ y;) sind Elemente aus QnK (@,, . . -» @), 
da ihre Ableitungen wegen der Vertauschbarkeit von o, mit der Differentiation 
verschwinden. Weil aber Q algebraisch iiber 22 ist und es andererseits keine 
echten iiber K algebraischen Elemente in K (a,, . . ., a,) gibt, liegen die obigen 
Differenzen bereits in Q7\K =. Nehmen wir nun im Widerspruch zu 
unserer Behauptung an, daB s kleiner als 2g ist. Wir kénnen _™ 2g Elemente 





A, € Q finden, die nicht siémtlich verschwinden und fiir wie F tay i{o,(a;+ y;)— 
oe = 


— (a,+ y,;)} =0 ist far i=1,...,8. Dann bleibt ¥ A;(a;+ y,;) unter simt- 


lichen o; invariant, ist also - Element / aus K. Durch Ubergang zu den 


Differentialen folgt daraus_ 34, ,;o; = df, was im Widerspruch zur linearen 


Unabhiangigkeit (modulo ak) ) ee w, steht. 

Far das Weitere setzen wir zur Abkiirzung K’, = K(a,,,. . ., @9,,)C R,. 
Jede Zuordnung a;,~4;,+ y; mit beliebigem y,¢ 27 Kj, liefert einen 
K-Isomorphismus von K;, auf Kj}, fiir den F 2) erfiillt ist. Wir betrachten 
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nun an einer Stelle xz der Gesamtheit der Differentiale 3. Gattung von K, 
welche dort residuenfrei sind. Bekanntlich [3] kann man sie modulo Differen- 
tialen 2. Gattung von K linear aufbauen aus gewissen Differentialen w(z, zy) 
z € X—{x, 2%}, welche jeweils durch den Divisor —z —z, teilbar sind und in z 
das Residuum + 1 besitzen. Es gilt dann das 

Lemma 12: Geniigen die Elemente b,(z)<¢R, der Bedingung db, (z) 
= w(z, %), so sind sie fiir verschiedene z iiber K! algebraisch unabhangig. 

Beweis: Nehmen wir an, die Behauptung trife nicht zu. Dann wahlen 
wir ein z und ein z,, zu welchen es eine méglichst kleine Anzahl r iiber K; 
algebraisch abhangiger b, (z) gibt. Es seien dies etwa die Elemente },, . . ., b,, 
unter denen 6,,...,5,, tiber K’, algebraisch unabhangig sind (falls r > 1). 
db, sei gleich w(y, 2); dann sind nach Voraussetzung db,,...,db,, in y 
residuenfrei, besitzen also in KR, lokale Integralec,, welche infolge der Minimal. 
eigenschaft von r tiber Kj algebraisch unabhingig sind. Wir kénnen daher 
einen geeigneten Isomorphismus if von K’, auf Kj R,, welcher F 2) geniigt, 
vermége der Zuordnung 6b,» c, auf den Korper Kj (b,,..., 6,-,) fortsetzen. 
Dieser Korper ist abgeschlossen gegeniiber Differentiation. Da nach Voraus- 
setzung 6, iiber ihm algebraisch ist, enthalt er nach Lemma 1056,+ y, mit 
geeignetem y, € Q. Daraus folgt 


SP sg (Ub, +.) \ ( det 
at (lb, + y,)) d, t= is ( = ) (34), dyt = wy, X)y 


im Widerspruch zur Tatsache, daB w(y, x.) an der Stelle y ein von Null 
verschiedenes Residuum besitzt. 

Adjungieren wir zu einem Kj saimtliche b,(z) mit z+ x,z+ y (es sei 
y + 2), so erhalten wir einen Kérper M%, welcher lokale Integrale zu allen 
Differentialen 3. Gattung enthalt, die an den Stellen x und y das Residuum 
Null aufweisen. Durch die Zuordnung b,(z)-—> b,(z) wird auf Grund von 
Lemma 12 ein Monomorphismus von MY in RK, erklart, fiir den F 2) erfiillt ist. 
Man erkennt ebenso wie oben, daB es K-Automorphismen o von M®* gibt, 
welche jeweils mit der Differentiation vertauschbar sind und als gemeinsamen 
Invariantenkérper K besitzen. Es gibt also auch so viele Monomorphismen #j 
von M¥ in R,, daB sie simtlich auf ein a, MY nur dann die gleiche Wirkung 
haben kénnen, falls a, in K liegt. Dies besagt, daB sich a, nur dann eindeutig 
nach y hin fortsetzen laBt, wenn a, in K enthalten ist. 


Um nun endlich ein Fortsetzungsschema zu konstruieren, wahlen wir in X 


abzahlbar uneridlich viele z, — bekanntlich ist dies médglich [3] — und in 
X* = X —U{2,:»=1,2,...,} ebenfalls abzihlbar unendlich viele y, und 
setzen A = (X* x X*)U U{(z,, y,): 4, » = 1,2, .. .} Fiir jedes Paar 
(x, y) ¢« X* x X* wihlen wir dann nach dem obigen Muster mindestens ein 
(MY, if), fiir ein Paar (z,, y,) aber so viele Paare (M%, 1%") — die MY sind 
nur von (x,, y,) abhingig — , daB nur die Elemente aus K eindeutig von x, 


nach y, fortgesetzt werden kénnen. Dann gilt F3) sogar in der scharferen 
Form: ,,Ist jeder Primstelle bis auf endlich viele ** Somit gilt auch F4). 
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DaB F 5) erfiillt ist, folgt einerseits aus der Tatsache, daB A; < MY, zum anderen 
daraus, daB 2 der genaue Konstantenkérper von M” ist, da letzteres ja rein 
transzendent iiber K ist. 

Satz 4: Ist die Charakteristik von (2 gleich Null, dann gibt es stets ein Fort- 
setzungsschema, welches F5) erfiillt. 
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Uber meromorphe Abbildungen komplexer Raume. I 


Von 
WILHELM STOLL in Princeton 


Herrn Professor Dr. Hernricn Bennke zum 60. Geburtstag gewidmet 


Ist / in einem Gebiet G des Raumes C* von » komplexen Verinderlichen, 
oder allgemeiner in einem komplexen Raum @ meromorph und ist M die 
Menge der Unbestimmtheitsstellen, so definiert die Funktion / eine holomorphe 
Abbildung von A = G — M in die Zahlenkugel P'. Endlich viele meromorphe 
Funktionen /,, definieren ebenso eine ,,meromorphe Abbildung* in den Osgood- 


m . 
schen Raum C” = J] P', die holomorph abgesehen von den Unbestimmtheits- 
esl 

stellen der /,, ist. "Ein weiteres Beispiel ciner solchen ,,meromorphen Abbil- 
lung” ist jede birationale Transformation ciner algebraischen Mannigfaltigkeit. 

Fir einen beliebigen Bildraum H verliert der Begriff ,,meromorphe Ab- 
bildung** jedoch seine Bedeutung. Will man ihn iibertragen, so wird man 
verlangen, daB die Singularitatenmenge M in ( nicht zu dick ist. Man nennt 
cine Menge M diinn (von der Dimension p, bzw. Codimension q), wenn jeder 
Punkt von M eine Umgebung U hat mit einer in U analytischen und U \M 
enthaltenden Menge, die in U nirgends dicht (bzw. von der Dimension p, 
bzw. Codimension q) ist. Eine abzihlbare Vereinigung von (der Dimension p, 
bzw. der Codimension q) diinnen Mengen heiBe fastdiinn (von der Dimension p 
bzw. Codimension q). Eine holomorphe Abbildung 1: A -- H einer offenen 
Teilmenge A cines komplexen Raumes G in einen komplexen Raum H heibe 
eine Abbildung mit diinnen NSingularitéten, wenn M = G — A diinn ist. Die 
Abbildung heiBe liickenlos, wenn jede Folge (P") mit P’ = A und lim 2) = 2° MV 
cine konvergente Teilfolge hat. a ee 

In der Literatur*) finden sich nun zwei verschiedene Definitionen von 
meromorph. Die eine stammt von Remmext [13]: Eine Abbildung heibe R- 
meromor ph, wenn die abgeschlossene Hille T des Graphen T ={(P,1(P))| P« A} 
in G x H analytisch ist. Ist t sogar noch liickenlos, so heibe t S R-mero- 
morph). Die andere Definition stammt von Srotz [17]: Eine Abbildung r 
neiBe schwach meromorph (liickenfrei), wenn es zu jedem Punkt P,¢ MW und 
jeder eindimensionalen komplexen Teilmannigfaltigkeit L von G mit L~ 
= L-\M ={P,} héchstens (mindestens) einen Punkt (,¢ H gibt, der Hau- 

*) Das Literaturverzeichnis zu dieser Arbeit findet sich am SchluB des IT. Teiles 
(Math: Ann. 136) 

‘) Die urspriingliche Definition von ReMMERT lautet ein wenig anders und stimmt mit 
dem hiesigen Begriff ,,S R-meromorph“ iiberein. 
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fungspunkt einer Folge r(P") mit P*« L7\ A und lim P’= P, ist?). Wenn 
sogar 2 

t(P)—> Q@ fir P+ Py mit Pe LAA 
strebt, so heiBe t meromorph. Eine Abbildung ist genau dann meromorph, 
wenn sie liickenfrei und schwach meromorph ist. 

In dieser Arbeit, die in zwei Teilen erscheint, sollen (schwach) meromorphe 
und R-meromorphe Abbildungen und ihre gegenseitigen Beziehungen unter- 
sucht werden. Jede R-meromorphe Abbildung ist schwach meromorph. Ob 
auch die Umkehrung gilt, ist unbekannt; ebenso ist unbekannt, ob jede mero- 
morphe Abbildung auch R-meromorph ist. Eine Hauptaufgabe dieser Arbeit 
besteht darin, dies fiir gewisse Fille sicherzustellen. 

In § 1 werden die Begriffe diinn, fastdiinn und Abbildung mit diinnen 
Singularitaten eingefiihrt. Ein Kriterium fiir die Hebbarkeit einer Singu- 
laritat P,¢ M wird gegeben (Satz 1.6) und die Struktur der Streumenge von t 
ein wenig untersucht (Satz 1.4). 

Ist in einem Gebiet A eine analytische Menge N gegeben, die in jedem 
Randpunkt regular ist, so braucht sich N in kein A — A enthaltendes Gebiet 
fortsetzen zu lassen, selbst wenn A — A = M diinn ist. Diese Schwierigkeiten 
im Begriff der Fortsetzung analytischer Mengen werden in § 2 geklart. 

In § 3 werden die verschiedenen Meromorphiedefinitionen gegeben. Von 
Wichtigkeit ist insbesondere Satz 3.6, der besagt, daB die Menge S der nicht 
hebbaren singulairen Stellen einer meromorphen Abbildung rt fastdiinn von 
der Codimension 2 ist. Der Satz wird falsch fiir schwach meromorphe und 
R-meromorphe Abbildungen. Wie schon von RemMeErt [13] bewiesen wurde, 
ist S analytisch und héchstens von der Codimension 2, wenn t S R-meromorph 
ist. 

Ein komplexer Raum H heibe M-vollstaéndig, wenn es zu jedem Q, ¢ H 
endlich viele in H meromorphe Funktionen /,, . . ., f,, gibt, die in einer Um- 
gebung U von Q, holomorph sind und fir die das Gleichungssystem f,, (Q) =f, (Qo) 
in U nur die Lésung Q = Q, hat. In § 4 wird gezeigt, daB eine liickenfreie 
Abbildung Tt in einen M-vollstaéndigen Raum H dann und nur dann meromorph 
(R-meromorph) ist, wenn die Abbildung t jede meromorphe Funktion von H 
meromorph auf G@ iibertrigt, deren Pol- und Unbestimmtheitsstellen nicht 
das Bild 1(A,) einer Zusammenhangskomptnente A, von A enthalt. Fiir 
liickenfreie Abbildungen in M-vollstaindige Raume stimmen die Begriffe 
,meromorph“ und ,,R-meromorph“ itiberein (Satz 4.5). Eine Abbildung in 
einen kompakten Raum ist immer liickenlos, also auch liickenfrei. Die Be- 
griffe meromorph, schwach meromorph, R-meromorph und S R-meromorph 
stimmen also iiberein, wenn der Bildraum ein komplexprojektiver Raum P™ 
oder ein Produkt von solchen Raumen ist. Eine Abbildung in P™ ist dann 
und nur dann meromorph, wenn sie durch meroniorphe Funktionen gegeben 
wird. Die Ergebnisse der Paragraphen 3 und 4 rechtfertigen also die Begriffe 
,meromorph* und ,,R-meromorph“ als sachgema8. 


2) Die urspriingliche Definition von S1oLx stimmt mit dem hiesigen Begriff ,,schwach 
meromorph“ iiberein. 
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In § 5 werden meromorphe Abbildungen analytischer Mengen eingefiihrt 
und auf meromorphe Abbildungen komplexer Raume zuriickgefihrt. 

In § 6 werden einige spater bendtigte Hilfssitze bewiesen, wovon die Hilfs- 
sitze 6.1, 6.7 und 6.8 die Fortsetzung analytischer Mengen iiber héherdimen- 
sionale analytische Mengen betreffen, also einen Problemkreis, iber den noch 
fast gar nichts bekannt ist, und der recht .schwierig zu sein scheint. 

In § 7 wird in den Satzen 7.5 und 7.6 eine hinreichende Bedingung fiir die 
R-Meromorphie gewonnen. Der Beweis ist kompliziert und beruht auf Hilfs- 
satz 6.1. Dieses Kriterium erméglicht es, in einigen weiteren Fallen die 
Ubereinstimmung der Meromorphiebegriffe zu zeigen; z. B. stimmen fiir eine 
lickenfreie Abbildung die Begriffe ,,meromorph“ und ,,R-meromorph“ iiberein, 
wenn der Bildraum zweidimensional ist und es eine nirgendskonstante mero- 
morphe Funktion gibt (Satz 7.13) oder wenn die Abbildung sogar liickenlos 
ist und der Bildraum keine kompakte Zusammenhangskomponente hat. 
AuBerdem werden Abbildungen mit héchstens abzihlbar Vielen wesentlichen 
Singularitaten untersucht. Solche gibt es: Sei G = C* der Raum von n kom- 
plexen Veranderlichen, M der Ursprung von C* und A=G—M. Sei S,={2"4|m 
= +0, +1, +2,...} fir 3¢ A. Die Mengen S, sind die Punkte einer kom- 
plexen Mannigfaltigkeit H der Dimension n*). Die Abbildung tr: A + H mit 
t(4) = S, ist holomorph und wesentlich singuléar im Ursprung M beziiglich 
beider Meromorphiebegriffe. , 

In §8 wird die Gleichheit der Meromorphiebegriffe fiir Modifikationen 
zwischen n-dimensionalen komplexen Raumen in den Fillen n = 1, 2,3 be- 
wiesen. Im Falle n = 2 erhalt man damit leicht eine Verbe¥serung des ,, Haupt- 
satzes iiber meromorphe Modifikationen’ (Stott [18]). Ein Beispiel einer 
liickenfreien, ja sogar meromorphen und R-meromorphen aber nicht liicken- 
losen Abbildung t, die sogar eine holomorphe Modifikation definiert, wird 
gegeben. 

Diese Arbeit ist wihrend eines Aufenthaltes am Institute for Advanced Study 
in Princeton entstanden. Ich méchte dem Institut fiir diesen Studien- 
aufenthalt und anregende Arbeitsméglichkeit aufs wirmste danken. 


§ 1. Abbildungen mit diinnen Singularititen 

Der Begriff des komplexen Raumes und der damit unmittelbar verbundenen 
Begriffe wie ,,analytisch verzeigte U berlagerung‘‘, holomorphe Abbildung“, ,,kom- 
plexer Atlas’ usw. werden wie bei Gravert und Remmert [6] eingefiihrt. 
Neuerdings wurde von Gravert und Remmert [7] bewiesen, daB die so 
definierten Riume mit den nach H. Cartan definierten iibereinstimmen. 
Man kann daher auch die Begriffsbildung von Remmert [13] tibernehmen. 
Ein komplexer Raum habe immer eine abzihlbare Basis der offenen Mengen. 

Ein komplexer Raum L heiBe komplexer Unterraum des komplexen 
Raumes G, wenn LZ ¢ G und wenn die identische Abbildung «: L + @ holo- 
morph und topologisch ist. Wenn dabei L sogar eine komplexe Mannig- 
faltigkeit ist, so heiBe L eine komplexe Teilmannigfaltigkeit. 


Math. Ann. 136 
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Ist U eine offene Teilmenge des komplexen Raumes G und M in G enthalten, 
so heiBe der Durchschnitt M,(U) aller in U analytischen Mengen, die M > U 
umfassen, die analytische Hiille von M in U. Es ist M,(U) eine in U analytische 
Menge. Sei M,=M,(G). Sei dimj M=dimM,(U) die analytische Di- 
mension‘) von M. 

Definition 1.1. Eine Teilmenge M eines komplexen Raumes G heife 
diinn von der Dimension p (bzw. der Codimension*) n — p), wenn jeder Punkt 
P€M eine offene, zusammenhingende Umgebung U C G mit dim7, M < p und 
dim U = n hat. Eine von der Codimension diinne Menge heiBe diinn schlechthin. 
Ist M Vereinigung héchstens abzihlbar vieler diinner Mengen der Dimension p 
(bzw. der Codimension n — p), 80 heiBe M fastdiinn von der Dimension p (bzw. 
der Codimension n — p). ‘Ist M fastdiinn von der Codimension 1, so heiBe M 
fastdiinn schlechthin. 

Eine abgeschlossenene diinne Menge der Dimension Null ist analytisch, 
héchstens abzahlbar und hat keinen Haufungspunkt. Eine fastdiinne Menge 
der Dimension Null ist héchstens abzihlbar. Die Vereinigung abzahlbar vieler 
fastdiinner Mengen der Dimension p ist wieder fastdiinn von der Dimension 
p. Eine diinne oder fastdiinne Menge der Dimension p hat héchstens die to- 
pologische Dimension 2 p. 

In der ganzen Arbeit wird unter t eine holomorphe Abbildung einer offenen 
Teilmenge A eines komplexen Raumes G in einen komplexen Raum H ver- 
standen, wobei die Ausnahmemenge M = G—A diinn ist. Eine solche Ab- 
bildung heiBe eine Abbildung mit diinnen Singularititen. 

Definition 1.2. Die Streumenge 2,(R, L) in R entlang L der Abbildung t 
ist die Menge aller Q=lim t(P"), wobei der Grenzpunkt lim P*¢ R existiert 
und P*e€L\ Aist. Seien "~*~ es 

2(P,L) = 2,({ P}, L) fir PcG, 
=,(R) = 5,(R,@) fiir ROG, 
2 (P)= 2, ({P}) fir PcG. 

Definition 1.3. Die Menge T= {(P,1(P)) | P € A} heife der Graph von t 
iiber A. Die abgeschlossenen Hiille T von T in G x H heife der Graph von t. 
Ist N° G, so heiBe T -\(N x H) der Graph von t iiber N. Ist L © G, 80 sei 
T,={(P,t(P))| P€ AN L} der Graph der auf L beschriinkten Abbildung 
ti=T | L iiber A. 

Satz 1.1. Ist o:T7 +H die durch o(P, Q) = Q gegebene Projektion und 
y :T + G die durch p(P, Q) = P gegebene Projektion, so ist 
a P 2,(R, L) = g(T, A(R x H)) = (Ti y(R)). 
ae E(B) = y y"(R), 

{Po} x Z, (Po, L) =T,0 {Po} x H) = TA yp ' (Po), 
{Po} x 2,(Po) = yp" (Po) - 

‘) Unter der Dimension einer analytischen Menge, einer lokalanalytischen Menge, 
einer fastdiinnen oder diinnen Menge, eines komplexen Raumes oder einer komplexen 
Mannigfaltigkeit wird immer die komplexe Dimension verstanden. Die Codimension 
einer solchen Teilmenge M eines komplexen Raumes G in einem Punkt P ist 
Codimp M = dimp G — dim, M . 
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Insbesondere sind X,(P,) und 2,(Po, L) abgeschlossen. Dariiber hinaus ist 
2.(R, L) abgeschlossen, wenn R kompakt ist. 

Beweis. Zu jedem Q,¢ 2,(R, L) gibt es eine konvergente Folge P’« L7\ A 
mit hoy hal t(P*)) = (Po, Qo), wobei P,¢ R ist. Wegen (P’,r(P*)) €7';, ist 


(Po, Qe) € 71.0 (RH) also Q¢ (Pi (RH), 
Ist umgekehrt Q,¢ 9(7',(R x H)), so gibt es einen Punkt (Py, Q,) in 
T,,\(R x H) und eine Folge (P*, Q*) € 7, mit lim (P*, Q”) = (Py, Q). Also 


ist Q"=1(P") und P*< L\ A. Daraus folgt Q,< 2,(R, L). Zusammen ergibt 


sich 


ZR, L) = o(T, A(R « A) = oT, yw (R)). 
Wegen T >) y-'(R) = yo} (R) folgt daraus £,(R) = ¢ y-!(R). Es ist 


{Po} x 2, (Po, L) ={Pot < o(T,. A Po} « A) = 7,0 {Po} x A) 
= T, ‘\ y~!(P,) ’ 
woraus y~'(P,) = {P,} « 2,(P,) folgt. 
Ist nun R kompakt, so werde eine offene, relativ kompakte Umgebung U 
von R gewahlt. Sei Q’< 2,(R, L) eine konvergente Folge mit lim hd = (),. 


Seien po cine Metrik auf G und o eine Metrik auf H. Folgen om Lr \A mit 
lim ( P*,, t(P",)) = (P*, Q") und mit P’< R existieren. Da R kompakt ist, kant 


ao? & 

man zu einer wieder mit P” bezeichneten konvergenten Teilfolge von " iiber- 

gehen mit Py»=limP’< R. Sei Pt, so gewihlt, daB o(P’, Pt) < und 
a ¥ 


a. 


a(Q", t(P%,,)) < ist. Wegen 
o(Po, P',,) < 4 o(P,, P") und o(Q>, t(P%,,)) < : a(Q", Qo) 


strebt (P7,, t(P%,)) > (Po, Qo) fiir yoo mit Py R und Pic LAA. Daher 
ist Q,¢ 2,(R, L). Die Menge 2, (R, L) ist abgeschlossen, w.z.b.w. 

Ein besonderer Fall der Singularitat ist die Liicke : 

Definition 1.4. Ist 2,(P,, L) =9, so ist P, eine Liicke von t entlang L. 
Die Abbildung t heiBe in R © M liickenlos entlang L, wenn es zu jedem Pye R 
und jeder Folge P*< A r\ L mit lim P’= P, eine Teilfolge P™ gibt, fiir die t(P"") 


vs 


konvergiert. Ist L = G, so heiBe tr liickenlos in R. Ist L=G und R= M, so 
heiBe tv liickenlos. Die Abbildung t heiBe in R © M liickenfrei, wenn fiir jede 
eindimensionale tomplexe Teilmannigfaltigkeit LQG mit LAM=LAM 
={P,} mit P,< R die Streumenge 2,(Po, L) nicht leer ist. Die Abbildung t 
heiBe liickenfrei, wenn sie in M liickenfret ist. 

Die Begriffe ,,r hat keine Liicke und ,,r ist liickenlos* stimmen nicht 
iiberein. Die Liickenlosigkeit kann auch noch anders charakterisiert werden: 

Satz 1.2. Voraussetzung. Sei L eine lokalzusammenhingende Teil- 
menge von G mit LA M=LAAAM. Die Menge L werde durch ML 
nirgends zerlegt. Die Teilmenge R von M sei kompakt. 





14* 
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Behauptung. Dann und nur dann ist t liickenlos in R entlang L, wenn 
2.(R, L) kompakt und Z,( Po, L) + 9 fiir jedes Pye ROL ist. 

Beweis. a) Sei X,(R, L) kompakt und 2,( Po, L) + © fiir jedes Pye ROL. 
Eine offene Umgebung U von 2,(R, L) werde gewihlt, deren abgeschlossene 
Hiille 0 kompakt ist. In A ist V=1~-1(U) enthalten und offen. Sei P,<¢ R. 
Angenommen, P, ware Haufungspunkt von (V—V)~ AL. Dann gibe es 
eine Folge P*¢ (V—V)7\ ACL mit lim P” = P,. Die Bildfolge r(P”) liegt in 


dem kompakten Rand U —U von U. Also _gibt es eine konvergente Teil- 
folge t(P”). Es ist lim 1(P%) ¢ 2,(R, L) \(U — U) = 8. Widerspruch! 


i> @ 

Ist P, RO L, so gibt es eine offene Umgebung W von P,¢ Lmit An V A W 
A\L=WraLn V, fir die Wo L zusammenhingend ist. Nach Voraussetzung 
ist auch WL—MAL=WrAc\L zusammenhingend. Die beiden dis- 
junkten Mengen (W—V)QLAA=(W—V)QALAA und WAVALAA 
sind offen auf Z und ihre Vereinigung ist 


WAAAL=(WAVAANDU[(W—V)ALO A). 


Da WrAc\L zusammenhangend ist, ist eine dieser beiden Mengen leer. 
Eine Folge P’<¢ L7\ A existiert mit lim(P’, r(P")) = (Po, Qo), da 2, (Po, L) 


nicht leer ist. Es ist Q,¢ 2,(R, L)<¢ U und folglich r(P*)«U COU fiir 
ve%,d.h., PCVAACL fir y= »%. Weil P,= lim P’< W und W offen ist, 


v—> CO 


gibt es eine Nummer »,2 ») mit P*€ WAV A ACL fir alle y > »,. Also ist 
WAVAAAL+9, also (W—V)AANL=9, was WAANL=WAVO 
(\Ar\L nach sich zieht. Sei nun irgendeine Folge P’« LA, die gegen 
P,¢ RL konvergiert, gegeben. Fiir eine Nummer y, ist P>C§ WA ANL CV 
fiir alle y > »,. Somit ist r(P”) « UC U0. DaTU kompakt ist, konvergiert eine 
Teilfolge r(P’). Folglich ist t in P, entlang L liickenlos. Ist P,¢ R—L 
= R—L+\A, so ist t in P, entlang Z liickenlos nach Definition. 

b) Die Abbildung t sei in R liickenlos entlang L. Sei o eine Metrik auf G 
und o eine Metrik auf H. Sei Q,<« 2,(R, L). Dann gibt es Folgen P! ¢ LA 
mit lim P’= P,¢ R und limt(P?) = Q,. Da R kompakt ist, kann man eine 


ld 





oo p> co 
konvergente Teilfolge von P, finden, die wieder mit P, bezeichnet sei. Es ist 
P =limP,¢ R. Die Folge yu, werde so gewahlt, daB 


’ 20 


ist. Wegen 1 
o(Py", P) << + o(Py P) 


strebt S,= Pf P fiir y+ co. Da rt liickenlos ist, gibt es eine Teilfolge S,, 


mit lim t(S,,) = Q¢ 2,(R, LZ). Wegen o(Q,,, Q) < a(t(S,,), Q) A +. strebt 
t--2. t 

Q,,-> Q fiir t + co. Also ist 2,(R, L) kompakt. Weil t liickenlos in R entlang L 
ist und weil LA R=LAAAR gilt, ist E,(Py, L) +9 fir Pye LAR. Der 


Satz ist bewiesen. 
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Wahit man speziell L = G, so ergibt sich: Die Abbildung r ist in der kom- 
pakten Teilmenge R von G genau dann liickenlos, wenn 2,(R) kompakt und 
2,(P>) + 9 fiir jedes P,¢ R ist. Da die Abbildung t in R genau dann liickenlos 
ist, wenn sie es in jedem Punkt von R ist, ergibt sich: Die Abbildung r ist 
genau dann liickenlos, wenn 2,(P,) + 8 und kompakt ist fiir jeden Punkt P, 
von M. Man kann die Liickenlosigkeit auch in Zusammenhang mit dem 
Graphen bringen: 

Satz 1.3. Voraussetzung. Sei 7 der Graph von t und w:T+G die 
durch w(P, Q) = P gegebene Projektion. 

Behauptung. Dann und nur dann ist t liickenlos, wenn yw eigentlich®) ist. 
Ist t liickenlos, so ist p(T) = G. 

Beweis. a) Sei t liickenlos. Dann ist p-!(P)={P} x 2,(P)+9 und 
kompakt fiir P¢ M. Also ist y(7)=G. Sei nun K eine kompakte Teil- 
menge von G und K’= w~!(K). Sei (P,, Q,) € K’. Dann hat die Folge P,«¢ K 
eine konvergente Teilfolge, die wieder mit P, bezeichnet werde. Sei lim P,= P. 


v-—> 


Gibt es eine Teilfolge P,,¢ A, so kann man wegen der Liickenlosigkeit diese so 
wihlen, daB t(P,,)= Q,, konvergiert. Es ist Jim (Pp Q,,) « K’. Gibt es 


keine solche Teilfolge, so ist P,¢ MK fiir v= =. “Da Mr\ K kompakt ist, 
ist 2,(M 7 K) nach Satz 1.2 kompakt. Es ist 


(P,, Q) € y(P,) = {P,} «x 2(P,), 


d.h. Q,¢€ 2,(P,) ¢ 2,(Mr\ K). Also gibt es eine konvergente Teilfolge Q, 
mit lim (P,,, Q,,) 3 Q) < K'; denn K’ ist abgeschlossen. Die Menge K’ 
-—> co 


erweist sich kompakt. Die Abbildung y ist eigentlich. 
b) Sei p eigentlich. Sei P,¢ M und P< A mit lim P*= Py. Die Menge K, 


die aus allen P” und dem Grenzpunkt P, besteht, ist kompakt. Also ist 
wy-1(K) kompakt. Also hat (P’, r(P”’)) ¢ y~!(K) eine konvergente Teilfolge. 
Die Abbildung ft ist liickenlos, w.z.b.w. 


vp) 


Die Streumenge 2,(P,) kann nicht eine beliebige Gestalt haben, wie der 
folgende Satz zeigt. Eine Menge L heibe linear zusammenhdngend, wenn je 
zwei Punkte von JL sich innerhalb L durch eine stetige Kurve verbinden 
lassen. Die Menge L heiBe lokal linear zusammenhangend, wenn es in jeder 
Umgebung eines jeden Punktes eine Umgebung U gibt, so daB U/L linear 
zusammenhiangend ist. Eine Teilmenge L’ von L zerlege L nirgends (linear), 
wenn fiir jede offene Menge U, fiir die Ur L linear zusammenhdangend ist, 
auch U -\(L — L’) linear zusammenhingend ist. 

Satz 1.4. Voraussetzung. Sei L eine lokal linear zusammenhingende 
Teilmenge von G mit Ph§ LAM SC LAAAM. Die Menge M\L zerlege L 
nirgends linear. 


5) Eine stetige Abbildung t: A + H heiBt eigentlich, wenn t—1(K) kompakt fiir jede 
kompakte Teilmenge K ¢ H ist. 
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Behauptung. Entweder ist 

a) 2,(Po, L) = 9; oder 

b) 2, (Po, L) besteht aus genau einem Punkt; oder 

c) 2,(Po, L) hat in jedem seiner Punkte eine topologische Dimension groper 
als Null, insbesondere ist X,(Py, L) perfekt, also nicht abzihlbar. 

Beweis. Angenommen, in (,°< 2,(Po, L) habe 2,(Po, L) die topologische 
Dimension Null und enthalte cinen Punkt Q,+ Q). Dann gibt es offene, 
relativ kompakte Umgebungen V, von Q, mit V,. V,=@ und (V,— Vy) 
\ &, (Po, L) = 98. Sei o eine Metrik in G und U, eine offene Umgebung 
von Py mit o(Po, P) < ; fir P< U,, 
ist. Nun gibt es zwei Folyen P? < 4 L mit lim(P%, t(P*)) == (P,, Q,). Es 


so daB U,,\ L linear zusammenhangend 


gibt je eine Teilfolye P?"¢U,0.AQL. Fir w= py ist t(P*)¢V,. Da 
U,AAQL=U,AL--MAL linear zusammenhingend ist, gibt es eine 
stetige Kurve C,, die P} mit Pi innerhalb U,,7\ AL verbindet. Es ist 
t(€,,) \ V,+ 9. Daher gibt es ein Pfc Cc U, mit (Pf) « V.— Vy. Da V, 
kompakt ist, gibt es eine Teilfolye m,, fiir die t(P{*) konvergiert. Es ist 
(J, = lim t(P5") € Va—Vo. Wegen o( Py, Po) : he strebt Plo P, fiir a — oo. 
Es ist Peec Ary L. Also ist Q, © 2, (Po, L)A(Vy— Vy) =9. Widerspruch! 
Enthalt Y,(/, L) mehr als cinen Punkt, so hat diese abgeschlossenen Menge 
in jedem ihrer Punkte eine topologische Dimension gréBer Null, insbesondere 
enthalt sie keinen isolierten Punkt, ist also perfekt und damit nicht abzablbar. 

Die Voraussetzung des Satzes ist speziell fiir L = G@ und auch jede ein- 
dimensionale komplexe Teilmannigfaltigkeit mit L~| M = [I7\ M = {P,} er- 
fiillt. Mittels dieser Streumengen kann man nun das regulare oder singulire 
Verhalten von t in einem Punkt von M beurteilen. 

Definition 1.5. Die Abbildung t heiBe im Punkt P< M reguléir und P 
eine hebbare Singularitét, wenn es eine offene Umgebung U von P und eine 
holomorphe Abbildung T:AUU +H mit T| A=rt gibt. Ist t in P nicht 
reguléx, so heiBe t in P singulir. 

Satz 1.5. Ist t in jedem Punkt P€ RCM reguliir, so gibt es eine offene 
Umgebung U von R und eine holomorpheAblyldung T : U\) A +> H mittT| A=r. 
Die Streumenge X,( Po) besteht aus genau einem Punkt Qp, fiir jedes Pye Ur\ M. 
Es ist = (P.) = Qp, fiir P9CU AM. 

Beweis. Eine abzaihlbare Uberdeckung von R durehi offene Mengen U, 
und holomorphe Abbildungen 1t,: U,\0 A + H mit t,| A = 7 existieren. Es 


v 


ist U,\U,= U V,, wobei V, und V,7A Gebiete sind. Aus t,|V,; 0A 
aot 


=t|V,0A=1,|V,0A folgt t,|V,=1,|V, und daraus 1,| U, OU, 
t, | U,AU,. Also wird durch T(P) = 1,(P) fir P « U, eine holomorphe 


Abbildung t: U0 A - H definiert, wobei 1’ =U U, und 7] A = ist. Aus 





r=] 
der Definition der Streumenge folgen sofort die ibrigen Behauptungen. 





Meromorphe Abbildungen komplexer Raume. I 209 


Die Abbildung t ist in einem Punkt P, bereits dann regular, wenn 2,(P,) 
keine ,,zu groBe’ Menge ist: 

Satz 1.6. Hat die nichtleere Streumenge Z,(P,) in einem ihrer Punkte die 
topologische Dimension Null, so ist t in P,¢ M reguliir. 

Beweis. Nach Satz 1.4 besteht 2,(P,) aus genau einem Punkt Q). Da 
2, (Po) kompakt ist, ist t liickenlos in Py. Daher ist die Abbildung 


t(P) fir PéA 
Q fir P=P, 


auf Ay= A\/{P,} stetig. Zu Q,¢ H existiert eine offene Umgebung U, die 
durch eine topologische und holomorphe Abbildung y auf einen komplexen 
Teilraum U’ des C™ abgebildet wird. Da t, stetig ist, gibt es eine offene Um- 
gebung V von Py, mit t)(V Ag) C U,, wobei U, offen, 0, kompakt und 
Q,¢€ U," U,CU ist. Die Vektorfunktion p(P) = yr (P) ist holomorph und 
beschrankt in V 7 A, laBt sich also analytisch zu D(P) in V fortsetzen. Ist nun 
Q,¢€ 2,(P,) fir ein P,¢ Mo V, so gibt es eine Folge P>€ANV mit 
lim (P*, t(P*)) = (P,, Q,). Also ist D(P,)= lim v(P*)=lim pt(P)—= y(Q,), wo- 


bei Q, als Grenzpunkt vont (P*) ¢ U,zuU, c Ugehort. Also ist £,(P,) Cy d(P,) 
Daher besteht 2,(P,) héchstens aus einem Punkt. Ist nun P’¢ A 7 V irgend 
eine Folge mit lim P*= P,¢ M1‘ V, so ist 0(P,) = lim pt(P”) ein Punkt von 


v—> CO r—> oO 


y(U,) = y(U,). Daher ist py-!d(P,)=limt(P”’). Also besteht 2,(P,) aus 


genau einem Punkt Q,,= yd(P,). Die Abbildung 
. re 
=(p) —[T) fir PEA 
|Qp fir PEeMnV 


ist in jedem Punkt von V UA stetig, in A holomorph und auf V auch holo- 
morph wegen t (P) = yw! 5 (P) fir P€V. Daher ist rt in P, regular, w.z.b.w 


T)(P) = 


o> rex 


’ 


§ 2. Fortsetzung analytischer Mengen 


Die Fortsetzung analytischer Mengen st66t begrifflich auf etwas mehr 
Schwierigkeiten als die: holomorpher Funktionen. Daher sollen hier einige 
Satze zum Begriff der Fortsetzung analytischer Mengen ohne Anspruch auf 
Neuheit zusammengestellt und bewiesen werden. 

Definition 2.1. Die offene Teilmenge A des kompleren Raumes G enthalte 
die irreduzible analytische Menge N. Dann heiBe N in G fortsetzbar, wenn es 
eine in G analytische Menge N'> N mit dim N’= dim N gibt. 

Satz 2.1. Ist im Falle der Definition 2.1 die analytische Menge N fortsetz- 
bar, so gibt es eine und nur eine irreduzibele analytische Menge N*2'N in @ 
mit dimN =dimN*. Diese analytische Menge N* heiBe die Fortsetzung 
von N in G. [ 

Beweis. Eine analytische Menge N’2 N mit dimN’=dimJN existiert. 
Die irreduziblen Teile von N’ seien Nj. In A ist N} A analytisch. Seien 
N* die irreduzibeln Teile von Nj7\A. Dann ist NC N’AXA= VU U NI 


¥ A 
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mit dimN = dim N+ Die irreduzibele analytische Menge N stimmt also mit 
einem N} iiberein. Es ist N ¢ N, fiir genau ein v. Sind Nf 2 N und NF 2 N 
in @ irreduzibel und haben beide dieselbe Dimension wie N, so ist Nf NF 
analytisch und hat im Falle Nf + NZ eine Dimension kleiner als die von N. 
Wegen N ¢ Nf N@ ist das aber nicht der Fall. Also ist Nf = Nf, w.z.b.w. 

Nun 1aB6t sich der Begriff der analytischen Fortsetzung einer beliebigen 
analytischen Menge einfiihren: 

Definition 2.2. Die offene Menge A des komplexen Raumes G enthalte die 
analytische Menge N. Dann heife N in G fortsetzbar, wenn jeder irreduzibele Teil N, 
von N in G eine Fortsetzung Nt hat und wenn U N} = N* in G analytisch ist, 


AEA 
wobei A die Indexmenge der irreduzibeln Teile N, von N ist. Die analytische 
Menge N* heife die Fortsetzung von N. 

Es sei vermerkt, daB N*7\ A gréBer als N sein kann. AuBerdem braucht 
ein N# nicht irreduzibeler Teil von N* zu sein, und auch wenn dies der Fall ist, 
kann Nf= N* fiir 2 + 0@ sein. 

Definition 2.3. Ist N in der offenen Menge A des komplexen Raumes G 
analytisch, ist N in G fortsetzbar, und ist die Fortsetzung eines jeden irreduzibeln 
Teiles von N ein irreduzibeler Teil der Fortsetzeung N* von N, so heiBe N zer- 
legungstreu fortsetzbar. Werden bei einer zerlegungstreuen Fortsetzung N* ver- 
schiedene irreduzibele Teile von N in verschiedene irreduzibele Teile von N* 
fortgesetzt, so heiBe die Fortsetzung zerlegungserhaltend. Gilt fiir die Fortsetzung N* 
die Beziehung N* -\ A = N, 80 heiBe die Fortsetzung eindeutig. 

Eine zerlegungstreue Fortsetzung braucht nicht zerlegungserhaltend zu 
sein. Nun gilt 

Satz 2.2. Ist N analytisch in der offenen Menge A des komplexen Raumes G 
und gibt es eine analytische Menge N’' in G mit N'2 N und N'7\A=4, 80 ist 
N eindeutig wnd zerlegungstreu fortsetzbar. Insbesondere ist jede eindeutige Fort- 
setzung zerlegungstreu (N'= N*). 

Beweis. Seien N,(A ¢ A) die irreduziblen Teile von N in A und Nj (0 € P) 
die irreduzibeln Teile von N’ in G. Die irreduzibeln Teile von Nj A in A 
seien Nf (u ¢ M,). Dann ist N,C U U Nf. Also ist N,¢ Nf fiir ein Index- 

€P ucM 
paar u, 9, woraus N,° N, = No, folgt. Es gibt eine offene Teilmenge U von A 
mit NU =N,AU +9, und es ist 


NzNU=NOUH=NNDUQNAOU. 


Daher ist dim N,2 dim Nj,, also dim N,= dim N,. Der irreduzibele Teil N,, ist 
die Fortsetzung von N, nach Satz 2.1. Die Vereinigung von irreduzibeln 


Teilen einer analytischen Menge ist wieder analytisch. Daher ist N*= U Nj, 

AEA 
analytisch und die Fortsetzung von NV. Jedes N;, ist irreduzibeler Teil von N*. 
Daher ist die Fortsetzung zerlegungstreu. Es ist 


NNACN*NACNAA=NNOA. 


Also gilt N* A = N\A. Die Fortsetzung ist eindeutig, w.z.b.w. 
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Satz 2.3. Ist N eine rein p-dimensionale analytische Menge in der offenen 
Menge A des komplexen Raumes G und ist N in einer in G analytischen, p- 
dimensionalen Menge N’ enthalten, so ist N zerlegungstreu fortsetzbar. Die Fort- 
setzung eines irreduzibeln Teiles von N, also auch jeder irreduzibele Teil von N*, 
ist irreduzibeler Teil von N’. 

Beweis. Seien N,(A ¢ A) die irreduzibeln Teile von N und N;j(o € P) 
die irreduziblen Teile von N’. Dann ist N as A NiOA. Also ist N, in einem 


No, enthalten, was sich wie im Beweis zu Satz 2.2 ergibt. Da dim Ni, s p 

a= ten N, und N,,2 N, gilt, folgt zunachst dim N,,= p= dim N, und es 

ist Nj, die Fortsetzung von N,. Es ist U Nj, ’ = N* analytisch und die analyti- 
a 


€A 

sche Fortsetzung von N. Die N,, bilden die, vielleicht mehrmals aufgefiihrten, 
irreduzibeln Teile von N*; daher ist die Fortsetzung zerlegungstreu, w.z.b.w. 

Von besonderem Interesse ist hier der Fall, in dem M = G—A din ist. 
Auch dann braucht eine etwaige Fortsetzung weder eindeutig noch zer- 
legungstreu zu sein. Man kann jedoch leicht eine Bedingung dafiir angeben: 

Definition 2.4. Ist N analytisch in der offenen ‘Teilmenge A des kom- 
plexen Raumes G und ist M = G—A diinn, 80 heiBe N frei (von M), wenn 
es zu jedem Punkt P € M eine offene Umgebung U von P und eine in U analyti- 
sche Menge M,2 Mr\U gibt, die keinen irreduziblen Teil von NU (als 
analytische Menge in U r\ A) enthdilt. 

Wie der folgende Satz zeigt, ist dies eine lokale Eigenschaft: 


Satz 2.4. Ist N analytisch und frei in der offenen Teilmenge A von G, ist 
M =G—A diinn und B eine offene Teilmenge von G, so ist Br\ N frei von 
BaM in B. 


Beweis. Sei P€ BoM. Eine offene Umgebung U von P und eine in U 
analytische Menge M,2 Mr\U existieren so, daB kein irreduzibler Teil von 
Ne\U in M, enthalten ist. Sei U,= U7 B und M,= Mj, B= M,N Uj. 
Es ist M,2 Mr\U,. Angenommen, M, enthalt einen irreduziblen Teil N, 
yon NA BnU,=NU,. Dann gibt es einen irreduziblen Teil N, yon 
NU mit N,2 N,. Eine offene Menge V von U, mit N\ BA V=N,AV+98 
existiert. Fir diese gilt NJ\AVON,AVGNAV=NOABOAV=N,n Vs, 
woraus NV, -\ ¥ = N,V folgt. Also ist dim N,= dim N, und N, die analyti- 
sche Fortsetzung von N, in UA A. Es ist N}S M,ANgRAGCM,AN,AA 
und Mj,” N,A analytisch in U7\A und N, analytisch und irreduzibel 
in UA. AuBerdem ist dim VN,= dim N,s dim a AN,NAS ~ N;, 
ye oe dér Irreduzibilitét von NV, dean M,g\N,VA=N,=N,NA4, 
also M,2 N, 9 A= N, folgt. In M, liegt also doch ein irreduzibler Teil von 
NnU. Widerspruch! Also ist die Annahme: falsch und NB frei in B, 
w.z.b.w. a% ‘ 

Fiir freie_ analytische Mengen gilt nun: 


Satz 2.5. Ist N analytisch in der offenen Teilmenge A des komplexen 
Raumes G und frei von der diinnen Menge M = G — A, 80 ist N dann und nur 
dann fortsetzbar, wenn die abgeschlossene Hiille N von N in G analytisch ist. 
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Ist dabei N fortsetzbar, so wird die Fortsetzung eines jeden irreduziblen Teiles N, 
von N durch N, gegeben. Die Fortsetzung von N ist N. 
Beweis. a) Ist N analytisch, so ist NnAA=N,daN in A diginibannn 
ist. Daher ist N eindeutig fortsetzbar.” 
b) Sei nun N fortsetzbar und N* die Fortsetzung. Seien N,(A € A) die irre- 
duzibein Teile von N und N# die Fortsetzung von N,. Es ist N*= U N¥ und 
ACA 


N=UN,. Sei P,¢ M und U eine offene Umgebung von P, in der es eine 
ACA 


analytische Menge M,2 Mr\U gibt, die keinen irreduzibeln Teil von N ~\ U 
enthalt. Die irreduzibeln Teile von N,/- U sind irreduzibele Teile von N 4 U. 
Also liegt kein irreduzibeler Teil von NN, U in Myo A. Daher ist N, > M, 
in A analytisch und nirgendsdicht auf N, mit dim N,-\ M,< dim N,. In 
Uyg= U— My=UnNA—M, ist NyQUg=N,— Moy analytisch und rein- 
dimensional. In U ist U7\ Nf analytisch, reindimensional mit U ™ N¥2 
2 U,\N, und hat dieselbe Dimension wie U, N,. Daher ist die Fortsetzung 
N a, von U,\N, in U yorhanden und zerlegungstreu. Es ist N, Vereinigung 
von Fortsetzungen irreduzibler Teile von U, N,, wobei jede solche Fort- 

setzung selbst irreduzibeler Teil von N, ist. Jeder irreduzibele Teil von N, 

ist daher Fortsetzung eines (oder mehrerer) irreduzibeln Teiles von Uy, N Va» 

kann also nicht in M, enthalten sein. Es ist N, \ My, nirgendsdicht auf N, 
und dim N,0M,< dim N,= dim N,-\U,. Es ist N,;\U oN, und N, ab- 
geschlossen in Ur\ A. Also ist (N,—N,AUCN,AMAUCN,AM,. In 

U my \ My= U, ist also N,7 U, lokalanalytisch und abgeschlossen, also 
analytisch. Weil N,~ U, reindimensional und dim NV, U, > dim VN, M, 

ist, wird N antl U, durch Nan U, AU analytisch in U fortgesetzt. Wegen 

dim N, > dim Nn M, ist N, 7\ M, nirgendsdicht auf N,, also gilt 











N,AU =N,—N,AM,AU = UNN,—N,AM,AU =N,NU, OU. 


Also ist V,- U in U analytisch. Folglich ist 7, analytisch in G mit N,2N, 
d. h. N¥ ¢ N,. Weil N,¢ Nt und N# abgeschlossen ist, folgt V,= Nf. 

Da N* in G abgeschlossen ist mit N ¢ N*, folgt N ¢ N*. Andererszits ist 

N*=U N¥=UN,¢c UN=N¢N*. Also ist N = N* analytisch, w.z.b.w 
AEA aca ACA 

Satz 2.6. Ist N analytisch in der offenen Menge A des komplexen Raumes G, 
in G@ fortsetzbar und wird jeder irreduzible Teil N, durch seine abgeschlossene 
Hiille fortgesetzt, so ist N die Fortsetzung von N. Diese ist eindeutig und zer- 
legungserhaltend. 

Beweis. Wie oben folgt, daB die Fortsetzung durch N* = N gegeben wird 
und folglich eindeutig ist. Ist N,= N., so ist Nx= AN N,= AN N, = N,, 
also 2 = o, d. h. die Fortsetzung ist zerlegungserhaltend, w.z.b.w. 

Wie bei Funktionen unterscheidet man regulare und singulare Randpunkte. 

Definition 2.5. Set N analytische Teilmenge der offenen Menge A des 
komplexen Raumes G. Dann heiBe ein Punkt P ¢ A—A regulérer Punkt, 
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wenn es eine offene Umgebung U von’ P gibt so, daB sich Ur\ N\A in U fort- 
setien lift. Andernfalls heiBe P ¢ A — A singulirer Punkt. 

Eine analytische Menge kann in allen Randpunkten A — A von A regular 
sein, ohne damit fortsetzbar (in @) zu sein, selbst dann, wenn M diinn von der 
Dimension p und N rein p-dimensional ist, z. B.: 

G@ = C= {(2, %) | |z| <0}  dim@=2 


M=|(2, ¢3)|1< Ia <2} diinn 


ny =|(2, ex) 125 lal| analytisch in A=G—M. 
Ist aber N frei, so gilt: 

Satz 2.7. Wenn N in der offenen Menge A des komplexen Raumes G ana- 
lytisch ist, wenn N frei von der diinnen Menge M = G — A und in jedemPunkt 
von M regulér ist, dann ist N in G fortsetzbar. Die Fortsetzwng ist die abge- 
schlossene Hiille N. 

Beweis. Zu jedem Punkt P,¢ M gibt es eine Umgebung U, so daB sich 
N\UCA in U fortsetzen laBt. Nach Satz 2.4 ist NU frei von MU. 
Nach Satz 2.5 ist NAUAU=NoU die Fortsetzung. Also ist V in G 
analytisch und nach Satz 2.5 auch die Fortsetzung von N, w.z.b.w. 

Nach Remmert und STE rn [11] ist jede in A rein p-dimensionale Menge N 
durch N fortsetzbar, wenn M=GW—A analytisch ist und héchstens die 
Dimension p—1 hat. Daraus folgt, daB sich N bereits dann durch W fort- 
setzen l4Bt, wenn M diinn von der Dimension p — | ist. Dann ist nimlich NV 
frei von M und regular in jedem Punkt von M. Etwas allgemeiner gilt sogar: 

Satz 2.8. Ist N eine analytische Teilmenge der offenen Menge A des kom- 
plexen Raumes G, hat N die reine Dimension p und ist M = G—A diinn von 
der Dimension p und fastdiinn von der Dimension p—1, so ist N eindeutig 
durch N fortsetzbar. (N braucht nicht frei von M zu sein) *). 

Beweis. Zu jedem P,¢ M gibt es eine offene Umgebung U von P, mit 
einer in U analytischen Menge M’ der reinen Dimension p, die M-\ U umfaBt 
und in U nur endlich viele irreduzibele Teile M,, . . .,. M, hat. Man kann U so 
klein waihlen, daB U als rein n-dimensionale analytische Menge eines Gebietes 
U, des Ct mitt > n aufgefaBt werden kann. In U, ist M, analytisch, irreduzibel 
und von der Dimension p. Sei U’'’= U—M’ und Uj; =U,—M’' und N’ 
= No\U'. Es ist U’ in U; analytisch und N’ in U; ebenfalis analytisch. Es 
ist N’=@ oder rein p-dimensional. Die Menge M, der gewohnlichen Punkte 
von M, (als analytische Menge in U,) ist eine zusammenhangende komplexe 
Mannigfaltigkeit der Dimension p und Mr\M, ist fastdiinn vor der Di- 
mension p — 1 auf M,, hat daher héchstens die topologische Dimension 2 p—2. 
Daher ist M,—_M=M,-\A zusammenhangend und dicht auf M,, d.h. 
M,.\. ACU =M, und M,c\A irreduzibel in U7 A. In jedem Punkt von 
AM, ist N’ regular fir »=1,...,r. Daher ist N’ regular auf M’ und 
WN’ ny U,= N' AU die Fortsetzung von N’. Es sind (U.N) M’ und NU 
rein p-dimensionale analytische Mengen mit (N’~\U)UM’2 NU. Also 

 *) Im Falle einer freien Menge N wird dieser Satz durch Hilfssatz 6.8 verbessert. 
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1aBt sich N7\ U in U zerlegungstreu fortsetzen. Die Fortsetzung N* ist die 
Vereinigung von irreduzibeln Teilen von (N’\ U)UM", wobei jeder solche 
irreduzibele Teil wenigstens einen irreduzibeln Teil von N -\ U fortsetzt. Es ist 
N*> N’, also N*2 N’ > U und N*¢ (N’ \ U) UM’. Daher ist N* =(N’ AU) VU 


8 
U UM,,, wobei jedes M,, einen irreduzibeln Teil N,, von NU enthalt. 
a=] 


Nun sind N,, und M, 7A irreduzibel und p-dimensional mit N,,¢ M,,0 A. 
Daher ist N,,= M,,- A. Es folgt 


s s 
N*2 NU 2 (NOU). ( U Nn v) (Nn U)uU ( U MAAN v) 
o=1 . o=] 
=(N'nU)uU U M,.= N*. 
o=1 
Also ist N* = N/\ U. Es ist N analytisch und folglich die Fortsetzung von N. 
Die Fortsetzung ist eindeutig wegen N\A = N. Der Satz ist bewiesen. 

Ist M diinn von der Dimension p und nicht fastdiinn von der Dimension 
p — 1, so gilt immer noch der Satz von RemMert und Stern {11}: 

Satz 2.9. Ist N analytisch in der offenen Teilmenge A des komplexen 
Raumes G, hat N die reine Dimension p und ist M = G—A diinn von der 
Dimension p, so ist N entweder reguliir in jedem Punkt von N oder die singuliiren 
Punkte formen eine rein p-dimensionale analytische Menge S in G. 

Beweis. Zu jedem Punkt P,¢.S gibt es eine offene Umgebung U mit einer 
in U analytischen Menge M’ der reinen Dimension p, die MU umfabt. 
In U'= U — M’ ist N’= Ne\U' analytisch. Sei S’ die Menge der Singu- 
laritaten von N’ in U. Es ist S’C M’. Ist P ¢ U — 8’, so gibt es eine Um- 
gebung V von P in U so, daB N’ 7 V in V analytisch ist. Es ist (NUM )AV 
analytisch und héchstens p-dimensional und umfaBt NV ~ V, also ist NOV 
analytisch in V fortsetzbar; d.h. N ist in P regulir. Ist P ¢ U — 8S, so gibt 
es eine Umgebung V von P so, daB NV durch eine rein p-dimensionale 
analytische Menge N* in V fortsetzbar ist. Also ist N’C NV ¢ N* ebenfalls 
in V fortsetzbar, d.h. N’ ist in P regular. Folglich ergibt sich US = 8’. 
Wegen P,¢ US ist S8’+ 98. Daher ist S’ analytisch und rein p-dimensional. 
Also ist S analytisch und rein p-dimensional, w.z.b.w. 

Da N nicht frei zu sein braucht, kann es vorkommen, daB sich N nicht 
fortsetzen 14Bt, obwohl S leer ist, oder daB sich _N zwar fortsetzen laBt, aber 
die Fortsetzung nicht durch N gegeben wird. 

Der Graph einer holomorphen Abbildung mit diinnen Singularitaten ist frei : 

Satz 2.10. Sei t: A — H eine holomorphe Abbildung der offenen Teilmenge A 
des komplexen Raumes G in den komplexen Raum H. Die Ausnahmemenge 
M =G—A sei diinn. Dann ist der Graph. T= {(P,1(P))| P ¢ A}, der ja in 
A x H analytisch ist, frei von der diinnen Menge M ~ H. 

Beweis. Zu jedem Punkt (Py, Q,) «MH gibt es eine offene Umgebung 
U von P, (in G@) mit einer in U analytischen, nirgendsdichten Menge M, 
2MQU. Esist(M OU) x H © M, x Hund M, = H analytisch und nirgends- 
dicht in U x H. Daher ist M « H diinn. Dariiber hinaus ist 7’ 7 (M, = H) 
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= {(P, t(P))| P ¢ Myo A} nirgendsdicht auf 7, enthalt also keinen irredu- 
zibeln Teil von 7'7\(U xH). Daher ist T frei von M x H, w.z.b.w. 

Man kann also die vorhergehenden Siatze tiber die Fortsetzung freier ana- 
lytischer Mengen auf den Graphen 7' anwenden. Es gilt: 

Satz 2.11. Set t:A—+4H eine holomorphe Abbildung der offenen Teil- 
menge A des komplexen Raumes G in den komplexen Raum H. Die Ausnahme- 
menge M = G—A sei diinn. Der Graph T= {(P, t(P))| P ¢ A} ist dann und nur 
danninG x H analytisch fortsetzbar, wenn T analytisch ist. In diesem Falle gilt: 

1. Sind G,(v¢ N) die Zusammenhangskomponenten von G, so sind A, 
= A/G, die Zusammenhangskomponenten von A. Die irreduzibeln Teile von T 
sind T,= {(P,1t(P))| P¢ A,}. Die irreduzibeln Teile von T sind T,=T 
r\ (G, x A). 

2. Die Fortsetzung T ist eindeutig wnd zerlegungserhaltend. 

3. Auf T ist T \(M x H) diinn, d. h. zu jedem Punkt (Py, Qo) € T gibt es 
eine offene Umgebung W von (Po, Qo) und eine in W analytische Menge F mit 
WATA(MxH)CFCTxW und dimpeg Tr W > dimp F fiir 
(P,Q «eTAW. 

Beweis. a) Seit T fortsetzbar. Da T frei ist, wird 7’ durch 7 fortgesetzt 
und 7 ist also analytisch. 

b) Sei T analytisch. Nach Satz 2.5 ist 7’ fortsetzbar und die Fortsetzung 
eines jeden irreduzibeln Teiles T’ von 7 wird durch 7’ gegeben. Die Fort- 
setzung ist eindeutig und zerlegungserhaltend nach Satz 2.6. Da M nirgends 
zerlegt, sind die A, die Zusammenhangskomponenten von A. Also ist 7’, 
irreduzible analytische Menge in A, x H. Wegen T,=7,7\(A x) ist T, 
irreduzibele analytische Mengein A x H mit T, 7 7,,=9 fir y+ wund U T,=7. 


vEN 
Also sind die Mengen 7',(v ¢ N) die irreduzibeln Teile von 7. Da die Fort- 


setzung von T' eindeutig und zerlegungserhaltend ist, sind 7’, die irreduzibeln Teile 
von 7’, wobei 7’, die Fortsetzung von 7’, ist. Die Aussage | und 2 sind bewiesen 

c) Sei (Py, Qo) © T(M = HA). Eine zusammenhingende offene Um- 
gebung U von P, mit einer in U diinnen analytischen Menge M,2 MU 
existiert. Es ist 7’ -\(M, » H) analytisch. Angenommen, dim 7 > (M, x H) =n 
=dim U. Dann enthalt 7 ~ (M, x H) einen irreduzibeln Teil von (U « H) 4 T. 
Da aber (U x H) 7 T die Fortsetzung des Graphen 7’ (U x H) vont | UA A 
und U -\ A zusammenhangend ist, ergibt sich aus Aussage 1, daB 7 -\(U x H) 
irreduzibel ist. Daher ist 7 ~\(U x H) =77\(M, = H),d. h. My2 UA, was 
falsch ist. Daher ist dim 7-4 (M, x H)<n= dim, p, g) T-A\(U = H) fiir jedes 
(P,Q) «TAU x H), w.z.b.w. 

Der Graph 7 ist nicht notwendig ein komplexer Teilraum. Selbst nicht 
im Falle einer meromorphen Funktion. Das folgende Beispiel wurde dafir 
von H. GravErRtT angegeben: 


G = C?= {(%, 2) | || < 00, |z9| < 00} 
M = {(0,0)}}, A=G—M 

H = P* (Riemannsche Zahlenkugel) 
T(2,, Zq) = (2% : 28) . 
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Sind ¢,, ¢, homogene Koordinaten auf P!, so wird der Graph 7 gegeben durch 
P = {(z, 29, 3: Ce) | 2 Oo. “= 0} 2 M x Pi. 

In jedem Punkt (0, 0, ¢,: ¢,) mit (¢,: €,) + 0, co ist 7 (lokal) reduzibel wegen 
ze Ce 2 a= (4 Von — 2 ye) (% Vee + 2,01), 


in (0,0, 0) und (0, 0, 00) ist 7 lokalirreduzibel. Ware aber 7 ein komplexer 
Teilraum, so ware er als lokalanalytische Menge lokalirreduzibel’). 


§ 3. Meromorphe Abbildungen 


In der Literatur finden sich zwei Definitionen einer meromorphen Ab- 
bildung. Die eine Definition nach Remmert [13] geht davon aus, daB der 
Graph einer holomorphen Abbildung eine analytische Menge im Produktraum 
ist. Dies legt es nahe, eine Abbildung mit diinnen Singularitéten meromorph 
zu nennen, wenn sich der Graph 7’ zu einer analytischen Menge fortsetzen 
l4Bt. Die Fortsetzung ist notwendigerweise 7. Dieser so definierte Begriff 
der Meromorphie werde R-Meromorphie genannt. Wie in § 1 und den folgenden 
Paragraphen werden die Standardbezeichnungen gewahlt : 

A ist eine offene Teilmenge des komplexen Raumes G mit diinner Ausnahme- 
menge M=G— A. Eine holomorphe Abbildung t von A in einen komplexen 
Raum H ist gegeben. Dann werde definiert: 

Definition 3.1. Die Abbildwng t habe den Graphen T = {(P, t(P))| P¢€ A} 
iiber A. Die abgeschlossene Hiille T von T in G x H heife der Graph von t. 
Die Abbildung t heiBe im Punkte P,« M meromorph im Sinne von REMMERT 
(R-meromorph), wenn es eine offene Umgebung U von P, gibt, fiir die(U x H) \T 
eine in U x H analytische Menge ist. Ist t in P, nicht R-meromorph, so heiBe t 
dort R-singulir (wesentlich singulir im Sinne von ReMMERT). Die Abbildung t 
heiBe in P,< M stark R-meromorph (SR-meromorph), wenn ({P,} x H) AT 
kompakt, nicht leer und t in P, R-meromorph ist. Wenn t in P, nicht SR-mero- 
morph ist, so heiBe t dort SR-singuliir. In N © M heife t R-meromorph (bzw. 
SR-meromorph), wenn t in jedem Punkt von N R-meromorph (bzw. SR-mero- 
morph) ist. Die Abbildung t heiBe R-meromorph (bzw. SR-meromorph), wenn 
sie es in G ist. In NC M heife t R-singulér (bzw. SR-singulir), wenn sie es 
in einem Punkt von N ist. 

Die Abbildung rt ist also in P, genau dann R-meromorph, wenn fiir eine 
offene Umgebung U von P, sich 7 tiber (UM) x H fortsetzen laBt, d. h. 
wenn 7’ in jedem Punkt von (M7 U) x H regular ist. Remmert fihrt in [13] 
als ,,meromorph“ nur den Begriff ,,SR-meromorph“ ein®). Offensichtlich ist t 
dann und nur dann SR-meromorph, wenn ft liickenlos und meromorph ist, 
weil dann {P,} x 2,(P,) = ({Po} x H) 7 T-+ 9 und kompakt fiir jedes P,¢ M 
ist. Dies gilt aber auch lokal: 


") Dies ist ein Gegenbeispiel zu Remmert [13] Satz 33. Der Beweis der lokalen 
Irreduzibilitat des Graphen ist dort nicht stichhaltig. 

*) Bei Remmert wird noch die lokale Irreduzibilitat gefordert, was zu eng ist, wie das 
Beispiel am Ende von § 2 zeigt. 
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Satz 3.1. Die Abbildung t ist in P,¢ M dann und nur dann SR-meromorph, 
wenn es eine Umgebung U von P, gibt, so daB die auf Ur\ A beschriinkte Ab- 
bildung t | U r\ A in U liickenlos und R-meromorph ist. 

Beweis. Istt | U4 A in U liickenlos und R-meromorph, so ist 7 -\(U x H) 
analytisch und ({P,} x H) 7 T = {P,} x Z,(P,) +@ kompakt, also ist t in 
P, SR-meromorph. 

Ist t in P, SR-meromorph, so gibt es eine Umgebung U von P, so, daB 
T\(U x H) in U x H analytisch ist und 2,(P,) nicht leer und kompakt ist. 
Sei V eine relativ kompakte, offene Umgebung von 2,(P,). Dann ist U x V 
eine Umgebung von {P,} x 2,(P,). Angenommen, es gibt eine Folge P’« U 
mit lim P’= P, und (P”, Q*) «7—(U x V). Dann gibt es Folgen Py, ¢ U7 A 


mit lim(P%,, t(P%)) = (P’, Q”). Sei @ eine Metrik auf @G und o eine auf H. 
pm 


Dann sei u, so gewahlt, daB gilt 
1 1 
o( Pr.» P’) < - a(t(P%,), Q") < Y . 


Es strebt P,= P’,,> P, fir vo. Also gibt es eine Teilfolge », so, daB 


P,,> P fiir yoo und 1(P,.) > Q,¢« 2,(P>) fiir A+ 0o strebt, da 2,(P,) 
kompakt ist (Satz 1.2). Also strebt Qra— Q, fiir A + co. Das heiBt (P%, Qra) 
¢U x V fir A= A. Also war die Annahme falsch. Es gibt eine Umgebung 
U,S U von P, mit (U, x A)ATSTA(O xD). Weil V kompakt ist, ist 
auch {P} x 2,(P) = ({P} x H)\ 7 ¢{P} = V kompakt, d.h. tr] U4 V ist 
liickenlos, w. z. b.w. 

Eine zweite Definition der Meromorphie geht von der folgenden Uberlegung 
aus. Eine meromorphe Funktion / induziert auf jeder eindimensionalen kom- 
plexen Mannigfaltigkeit L, die die Unbestimmtheitsstellen von / nur in end- 
lich vielen Punkten schneidet, eine meromorphe Funktion {| ZL. Eine mero- 
morphe Funktion auf einer eindimensionalen komplexen Mannigfaltigkeit L 
definiert aber eine holomorphe Abbildung von L in die Zahlenkugel. Diese 
Eigenschaft ist auch hinreichend fiir die Meromorphie einer holomorphen 
Funktion mit diinnen Singularitaéten. Daher definiert man: 

Definition 3.2. Die Abbildung t heiBe in Py, schwach meromorph, wenn 
es eine offene Umgebung U von P, gibt, so dap &,(P, L) héchstens aus einem 
Punkt besteht, fiir jedes P¢ M -\ U und fiir jede eindimensionale komplexe Teil- 
mannigfaltigkeitt LOG mit LAM=LAM ={P}. Ist dabei £,(P,L) +0 
fiir jedes solche P<é M -\ U und L, so heiBe t in P, meromorph. In N © M heifer 
meromorph (schwach meromorph), wenn es in jedem Punkt von N ist.. Es heife t 
meromorph (bzw. schwach meromorph), wenn es t in M ist. Ist t in P,€ M nicht 
meromorph (bzw. schwach meromorph), so heiBe t in P, wesentlich singulér 
(W-singulir) (bzw. schwach W-singuldr). Ist rt in einem Punkt von N © M 
W-singulir (schwach W-singulir), so heiBe t in N W-singuléir (schwach W- 
singuliir ). ‘ 

Die Abbildung t ist also meromorph, wenn die Beschrankung auf ,,jede* 
eindimensionale komplexe Teilmannigfaltigkeit holomorph ist. 
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Satz 3.2. Die Abbildung t ist dann und nur dann meromorph, wenn t 
liickenfrei und schwach meromorph ist. Dies ist dann und nur dann der Fail, 
wenn t schwach meromorph und entlang jeder eindimensionalen komplexen 
Teilmannigfaltigkeit L von G mit L-\M = Lr\ M = {P,} liickenlos ist. Dies 
ist dann und nur dann der Fall, wenn fiir jedes solche L auch t(P) + Q, fiir 
P+ Py, mit P¢ LOA strebt, d.h. wenn t| L7\ A in P, reguliir ist. 

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus der Definition sowie den Siatzen 1.2, 
1.4 und 1.6. 

Nun wird man nach dem Verhaltnis zwischen Meromorphie und R-Mero- 
morphie fragen: Die Hauwptvermutung ist: 

I. Die Abbildung t ist (in Pye M) dann und nur dann R-meromorph, 
wenn t (in Py) schwach meromorph ist. 

Eine R-meromorphe Abbildung braucht nicht liickenfrei zu sein. Jedoch 
wird man fiir liickenfreie Abbildungen vermuten: 

II. Eine liickenfreie Abbildung t ist (in P,¢ M) dann und nur dann R- 
meromorph, wenn sie meromorph ist. ' 

Eine liickenfreie Abbildung braucht nicht liickenlos zu sein, selbst wenn 
sie R-meromorph ist. Fiir liickenlose Abbildungen wird man vermuten: 

III. Eine liickenlose Abbildung ist dann und nur dann (in P,) SR-mero- 
morph, wenn sie meromorph (in P,) ist. 

Ist der Bildraum H kompakt, so fallen die Begriffe schwach meromorph 
und meromorph, sowie SR-meromorph und R- meromorph zusammen. Man 
wird daher vermuten: 

IV. Hine Abbildung in einen kompakten Bildraum H ist dann und nur dann 
(in P,€ M) R-meromorph, wenn sie meromorph ist. 

Keine der Vermutungen I bis IV wird bewiesen werden. Nur in einigen 
Spezialfallen wird es gelingen, einen Teil dieser Vermutungen zu .beweisen. 
Die Hauptschwierigkeit ist, daB man im allgemeinen den Graphen iiber eine 
héherdimensionale analytische Menge fortsetzen muB. Dafiir gibt es aber 
keine brauchbaren Kriterien. In dieser Arbeit werden einige ,,Tricks ange- 
wandt, um das Problem in gewissen Fallen auf die Fortsetzung analytischer Men- 
gen tiber gleich- oder niederdimensionaler analytischer Mengen zuriickzufiihren. 
Das gibt nur Teilergebnisse. Die eine Seite der Vermutungen I bis IV ist trivial : 

Satz 3.3. Ist rin P,¢ M R-meromorph, so ist t in P, schwach meromorph. 

Beweis. Sei 7 der Graph von rt iiber A und 7 die abgeschlossene Hiille 
von 7. Eine offene Umgebung U von P, werde gewahit, fiir die (U x H) \T 
analytisch in U x H ist. Sei L eine eindimensionale komplexe Teilmannig- 
faltigkeit von G mit LAM =L°M ={P,} und P,¢ U. In der offenen 
Menge U,= U —(LZ—L) ist P, enthalten. Es ist U,. 0. M=UM " 
JP, L) = 2,(P;,0,0L). Sei T,=TA(U, x BH). Es ist T,A(U, x 
=T -\(U, x H) analytisch in U, x H. Sei y: 7, U, die Projektion »(P, if 
= P. Dann ist L = y1(L) analytisch in U, x H und in 7, (U, x H) ent- 
halten. Die Menge , 


L’= [((U, 4) x H]AL = ((P, c(P)) | PE LA AND} 
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ist rein eindimensional und analytisch in (U, A) x H, 148t sich also durch 
eine rein eindimensionale analytische Menge L* iiber die diinne Menge (U, -\ M) 
x H in U, x H fortsetzen. Die irreduzibeln Teile von L* entstehen durch 
Fortsetzung irreduzibeler Teile von L’, also ist kein irreduzibeler Teil von L* 
in p~'(P,) enthalten. Daher ist L* ~\ y~!(P,) eine héchstens nulldimensionale 
analytische Menge. Ist Q,¢ 2,(P,, L), so gibt es eine Folge P*¢ L-\A mit 
lim (P*, t(P*)) = (P,; Q,). Es ist (P’, r(P*)) € L’, also (P,, Q,) € wo(P) al* 


= yw! (P,)L*. Daher besteht 2,(P,, Z) héchstens aus abzihlbar vielen 
Punkten, also nach Satz 1.4 aus héchstens einem Punkt, w.z.b.w. 

Zwei hintereinander ausgefiihrte meromorphe Abbildungen definieren eine 
meromorphe Abbildung: 

Satz 3.4. Sei A, eine offene Teilmenge des komplexen Raumes G, uid M, 
= G,— A, diinn fiir v= 1,2. Die Abbildung t,: A,» G,,, sei holomorph und 
meromprph auf G, fiir y= 1,2. In G, set M = 17 '(M,)U M, diinn. Dann ist 
T;= T_T, : A = G,— M - G, holomorph und meromorph in G,. 

Zusatz. Ist t, meromorph, aber t, nur schwach meromorph, so ist t, schwach 
meromor ph. 

Beweis. Da M, abgeschlossen ist, ist r7'(M,) in A, abgeschlossen, also M 
in G, abgeschlossen, d. h. A ist offen. Es ist t,(A) ¢ G,—M,= A,. Also ist 
T,;= 7,7, auf A definiert und holomorph. Sei L eine eindimensionale komplexe 
Teilmannigfaltigkeit von G mit L-. M = L-\ M = {P,}. Bei geeigneter Wahl 
der offenen Umgebung U von P, kann man eine eineindeutige holomorphe 
Abbildung 4 des Einheitskreises Z = {z| | z| <1} auf UA L=UnL mit 
A(0) = P, finden. Ist Q, das einzige Element von 2, (Po, L), so wird eine 
holomorphe Abbildung yw : E > G, definiert durch 

T,A(z) fiir 0 < |z| <1 
B(2) = Q fir z=0 
B =. 

1. Fall. Fiir |z| < 1 ist w(z) = Q). Wegen Q,= u (5) = 1,4(5) € tT, (A) 
¢ A, ist t,(Qo) = T,7,A(z) = T,A(z) fiir 0 < |z| < 1. Das heift 1,(P) = r,(Qp) 
fir P¢ Ur\L. Also ist t,(Q) der einzige Punkt von 2, (Po, LZ). 

2. Fall. Es ist ~(z) nicht konstant. Eine offene Umgebung E’ des Null- 
punktes mit E’¢ E existiert, fiir die La (EB) eine komplexe Mannigfaltig- 
keit ist. Fir 0 < |z| < 1 ist u(z) ¢ t,(A) ¢ Ay, dh. LDA M,= LA My. Sei nun 
Ry€ 2,,(Po, LZ). Dann gibt es eine Folge P*< LAA mit lim (P”, t,(P")) 


> © 


= (Po, Ry). Fiir v = »% ist P*¢ LA und 1,(P*) € LA Ay. Ist Qo€ Ag, 80 ist 


R,= lim 1,1, (P”) = T, (Qo), also besteht 2, (Po, L) héchstens aus einem Punkt, 


nimlich 1,(Q,). Ist Qy¢ Mz, so ist R,= lim 1,7,(P*) mit 1,(P*) LAA fiir 


v2 v%. Also ist Ry Zy,(Qy, L), dh. E,,(P,, L) besteht héchstens aus einem 
Punkt, némlich dem Punkt von. 2,,(Qp, L). Es folgt, daB t, schwach mero- 
morph ist. Bisher wurde von t, nur die schwache Meromorphie benutzt, also 
gilt der Zusatz. 

Math. Ann. 136 
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Ist t, meromorph, so werde eine Folge P*¢ L-\ A mit lim P= P, gewahit. 


Es strebt 1,(P”) > Q, fiir »-+co. Ist Q,¢ Ag, so strebt 1,(P") = t,1,(P’) > 
+> T,(Qp) fiir vo. Also ist 2,,(Po, Ll) +9. Ist Q,¢ Mz, s0 strebt 1,(P”) 
= T,T,(P") > R, fiir vy + 00, wobei Ry der Punkt von 2,, (Qo, L) ist. Daher ist 
2, (Po, L) + 9. Die Abbildung t, ist meromorph, w.z.b.w. 

Die Aussage wird falsch, wenn t, schwach- meromorph ist, ja sogar, wenn 
dabei t, holomorph auf G, ist. Zum Beispiel seien 


G,= G,= C*, Ay= Ay= As= G,= {(2, 29) | 2 + 0} 


T; (2, 23) = (2,4 ex ’ “) T, : Ay > A,= G, (auf) 
T2(W,, Wy) = (W,, We) T,: G,> G,= G, (in) 
Ts (2, 22) = Ty (%, 22) 13: Ay > Gy= G,. 
Die Abbildung t, ist wesentlich singular und R-singular in jedem Punkt von 
M = G,— Aj, wahrend t, schwach meromorph, ja sogar R-meromorph und rt, 
holomorph ist. 

Ein entsprechender Satz gilt fiir SR-meromorphe Abbildungen: 

Satz 3.5. Sei A, eine offene Teilmenge des komplexen Raumes G, und M, 
= G,— A, diinn fiir v= 1,2. Die Abbildung t,: A, G,.., set holomorph und 
R-meromorph auf G, fiir » = 1,2. Die Abbildung 1, sei sogar SR-meromorph 
(d. h. liickenlos und R-meromorph). In G, sei M = t7*(M,)U M, diinn. Dann 
ist T;= T,T, : A = G,— M + G, holomorph und R-meromorph. Ist auch noch t, 
SR-meromorph, so auch Ts. 

Beweis. Sei 7, der Graph von 1,. In G, x G, x G, ist T= (7, x Gs) 
A (G, x T,) analytisch. Sei 7:7’ + G, x G, die natiirliche Projektion, defi- 
niert durch 7(P, Q, R) = (P, R), und seien 

y,: 7, +G, durch y,(P, Q) =P 

y,:G,xG,>G, durch y,(P, R) = P 

3:4, x Gy> G, durch g,(P, R)=R 
definiert. Sei K ¢ G, x G, kompakt; dann sind y,(K) = K’ und @,(K) = K”’ 
kompakt mit K ¢ K’ x K’’. Da 1, liickenlos ist, ist y, eigentlich, also y>'(K’) 
= (K’ x G,)-\ 7, kompakt. Daher ist die abgeschlossene Teilmenge y~!(K) 
= K, von T enthalten in 


Ky¢ (K' x @, «x K") A(T, x Gs) 0 (G, x T,) 
C [(K’ x @,) 0 7.) x K"= pp (K’) x K"= K"". 


Da K’” kompakt und K, abgeschlossen ist, folgt die Kompaktheit von Ky. 
Daher ist die Abbildung 7:7 > G, x G, eigentlich und holomorph. Somit 
ist ¥(7') =7” in G, x G, analytisch. Nun wird 7” -\(A x G3) = 7', behauptet. 
Ist (P, R) €T’ (A x Gs), so gibt es ein Q¢G, mit (P,Q, R)«TO(A » 
< G, x Gy). Nach Definition von T' ist (P, Q) «7, (A « @,) =7, (A «G,), 
d.h. P¢€ A und Q=1,(P) € Ay. Ebenso ist (Q, R) € 7, (Az x Gy) = Tp, also 
R = t,(Q) = T27,(P) = T,(P), d. h. (P, R) € 73. Ist nun umgekehrt (P, R) ¢ 7, 
so ist P€A und R=1,(P)=1,1,(P). Es ist (P,1,(P), R) = (P.7,(P), 
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Tt (P)) € (7, x Gs) \(G, x T,) CT, also (P,R)«€ x(T)=T7". Man erhiilt 
T’ \(A xG@,)=T;. Da T”’ in G, x G, analytisch ist, l4Bt sich 7, eindeutig 
fortsetzen. Da T’, frei von der diinnen Menge M x G, ist, wird die Fortsetzung 
durch 7, gegeben. Also ist 7’, analytisch und folglich t, R-meromorph. 

Ist auch noch f, liickenlos und ist P’ ¢ A eine Folge mit lim P* = P,¢ M, so 


> 


gibt es eine — wieder mit P” bezeichnete — Teilfolge, fiir die t,(P”) konver- 
giert. Da 1,(P*) € A, und limt,(P*) = Q, ist, gibt es im Falle Q,¢ M, eine 


v— 2 


Teilfolge t,(P’*) mit lim t,1,(P"") = Ro. Ist aber Q.¢ Ay, so strebt t,t, (P”) > 


> co 
> T(Q,) fiir »-> co. Also ist t,= 1,7, liickenlos und somit SR-meromorph, 
w.z.b.w. 

Der Satz wird falsch, wenn 1, nicht liickenlos ist. Man kann nun nach der 
Gestalt der singuliren Stellen fragen. Es seien: S die Menge der (nicht- 
hebbaren) singularen Stellen von 1, in denen r also nicht regular ist, S gz die 
Menge der SR-singularen Stelien von t und Sp die Menge der R-Singularitaten. 
Die Menge der wesentlichen Singularitaten sei Sj und die der schwach wesent- 
lich singularen Stellen sei Sgy. Hs ist 

S 2 Ssp 2 Sp 2Ssw, 
2 Sw 2 Ssw - 
Man kann nun nach der Gestalt dieser Mengen fragen. Treten Liicken auf, 
so kann S ,,jede“‘ Gestalt annehmen. Ist nimlich N ¢ M ahgeschlossen, so 
sei H = G—WN und t(P)=P die identische Abbildung t: A> H. Jeder 
Punkt von N ist eine Liicke. Also ist S=N. Fir meromorphe Abbil- 
dungen gilt aber: 

Satz 3.6. Die Menge S der singuliren Stellen einer meromorphen Ab- 
bildung t ist fastdiinn von der Codimension 2. 

Beweis. Fall 1. Es seien 


G = {3 | § = (z, . . 5 2) mit |z,|<1,..., |zal < 1} 
A={glaceG, z+ 0} 
M=G-A. 
Zur Abkiirzung werde r = (2, . . ., Z,-,) und y = z, gesetzt. Zu jedem Punkt 


Q ¢ H gibt es eine Umgebung U mit einer umkehrbar holomorphen Abbildung 
y:U-—+U’ auf einen komplexen Teilraum U’ des C‘. Sei V eine offene, 
relative kompakte Umgebung von Q¢H mit V ¢ U. Dann ist y(V) = V’ 
offen auf U’ und V’= y(V) ¢ U’ kompakt. Man kann eine abzihlbare Uber- 


deckung U, solcher. Umgebungen so wahlen, daB U V,= H ist. Die zuge- 
i=1 

hérigen U’,t, V, V’, y werden mit Uj, t,, V;, Vi, y,; bezeichnet. Seien X, 

=t1-1(U,) und Y,;=1~-1(V,). Es ist U Y;=1-1(H) = A. Nun seien 


i=1 

L, (rx) = {(t, y) | |y| < 7} far O< r< 1, 
{Q,} = (x, 0), Ly(x)) = Z,((r, 0), L(x) fir O< r< i, 
S,= {(r, 0) | Q,€ V, und (z, 0) € S}. 
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Angenommen, S,= u ne ist nicht fastdiinn von der Codimension 2. Dann ist 


wenigstens ein S; ‘nicht fastdiinn von der Codimension 2. Ein solches S; 
werde mit S’ bezeichnet. Sei 


S, = {(r, 0) | (x, 0) € 8’ und Li (tr) NAC Y;}. 


Da Q,= lim r(x, v) € Vi fir x ¢ S,— 8’ ist, gilt S’=US'. Fir ein » ist 8; 


v=] 
nicht fastdiinn von der Codimension 2. 
Sei (rt), 0) ¢ 5;-\M. Dann gibt es eine Folge (r“, 0) € S; mit lim r“= x. 


us 
Fir 0 <|y| < 4 ist t(r", y) € V;,. Also ist t(r 9, y) = lim r(x“, y) € V, CU; 
fiir 0 < |y| < =. Strebt y + 0, so ergibt sich Q,,¢ V,. Speziell ist t(t9, y) € U; 
fir <lyls -. Also gibt es eine hinreichend kleine Kugel XK (r,) 
= {(x, 0) | |r — x9] < 6,.} in M, so daB® r(r, y) ¢ U; fiir (x, 0) ¢ K(ro) und 
S><lvl<y> gilt. Abzihlbar viele K(r{) iiberdecken 5: M. Wegen 


Si = U K(x§) 7S; ist einer der Mengen K(r§) 8S; nicht diinn von der Co- 
e=1 


dimension 2 in G, also nicht diinn von der Codimension 1 im Raume M. Ein 
solches xf werde mit x, bezeichnet. Es ist 4,¢ 5; M. Auf X, ist v(r, y) 


= y, T(r, ” als holomorphe Vektorfunktion erklirt. Da K(r,) x jy! y= 


S ly! Sy,/| in X;, enthalten ist, kann man v(r, y) in eine Laurentreihe ent- 
nr a 


+00 1 
vir,y)= LY oalt)y re Kn) ZS lyl sz: 
A=—oo 
wobei v,(r) in K(r,) SiS ee’ ist. Ist (x, 0) € Si K(x,), so ist (x, y) € X,; 
fiir alle y mit 0 < |y| <+ , dh. v(x, y) ist fair 0 < |y| <-Lerklart und dic 
Laurententwicklung gilt fiir alle diese y. Es strebt 
v(r,.¥) = ywit(t, y) > yi(Q,) fir y>O. 


Also ist p,(r) = 0 fiir alle 4 < 0, wenn (r, 0) € K(x,) \ S} ist. Da aber K (r,) 0 S; 
nicht diinn in M, also auch nicht diinn in K(r,) ist, verschwinden die holo- 
morphen Volhertenitenen v,(x) fair A < 0 identisch. 


Sei D(x, y) = = v,(r) y* fiir x ¢ K(x) und |yj S=—. Ein r,¢ 8, K(r,) 


werde gewahlt. Es ist (r,, y) ¢Y, fiir 0 < |y| < +, und wegen S;C¢ S, ist 


: ~ . 1 ‘ ~ 
Q,,€ Vy. Es ist v(r,, y)=v(r,,y) fir 0<|y|< 1 Daher ist 0 (r,, 0) 
= lim v(r,, y) = lim y,t(r,, y) = y:(Q,,) € Vi. Es gibt ein e > 0 und 6 > 0 so, 
y—0 y—0 
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daB 5 (r, y) € V; fir |r —x4] < 6 und |y| <e. Dabei sei e < ~-gewahlt. Die 
kompakte Menge {(r,, y) |e <|y| < as liegt in der offenen Menge Y,. Also 


gibt es ein positives 6,< 6 mit (r, y) ¢ Y, fiir alle |r — r,| < 46, und e S |y| <= 


Sei W = {(r, y) | |r —r4| < 6, und |y| <e}. Es ist 5(W) ¢ Vj. Sei nun ¢ in 
der Kugel |r — x,| < 6, beliebig gewahlt. Angenommen, es gibt ein 7 > 0 so, 


1 
daB (r, y) <Y, fiir » < |y| < gp und (r, yo) ¢¥, fiir ein yo mit |y| = 7 ist. 


61 ¢-adaldiOn. pean hater lvl <gy- Far0<d<y-1 ist 
T(r, yo(l + A) € VS Vy. Also ist r(x, yo) = lim r(r, yo(1 + A)) € VC U;,, dh. 
a—0 


es ist (x, Yo) € X,;. Also ist v(x, yo) = y, T(r, Yo) = lim 9(f, Yo(1 + A)) = D (x, yo) 


erklart. Weil |r — r,| < 6, und |yo| =  < « ist, ergibt sich v(t, yo) = D(x, yo) € 
€ Vj. Die Abbildung y,: U,;> Uj; ist umkehrbar holomorph. Also ist t(r, 4) 
= y, P(t, wo) vw (V= Vy, Ah. (x,y) €r-*(V,) = Vy, was falsch ist. 
Daher ist AX WC Y, und D(z, y) = v(r, y) fir (tr, y)€ WOAA. Weil Q;, 
= Tim t (Fy y) ist; gehort Q,, zu Z,((t,, 0)). Weil r,¢ 8S, ¢ S, ist, gehdrt Q,, 


ny zu V,. Sei nun Q € 2, ((r,, 0)) 0 V;, beliebig gewahlt. Es gibt eine Folge 
(r*, y*) € A mit lim r(x, y*) = Q und lim (r, y*) = (r,, 0). Daher ist (r*, y“) € 


> CO u-—> co 
€WOACY, fir pepo. Also strebt v(r*, y*) =D (r“, y*) > D (r,, 0) fiir 
fu co. Wie oben gezeigt wurde, gilt D (r,, 0) = y,(Q,,) € Vj. Also ist 

Q = lim T(r, y") = lim y, (xr, y") ais y; wi(Qy,) = Q,,- 
uw oo us co 

Daher hat 2,((r., 0)) einen isolierten Punkt, nimlich Q,,. Also ist t in (r,, 0) € 
¢ 8S, ¢ S,;¢ S regular, was falsch ist. Die Annahme, daB S nicht fastdiinn von 
der Codimension 2 ist, wurde damit im Falle 1 widerlegt. 

Fall 2. Sei G eine n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit und M eine 
rein (n — 1)-dimensionale analytische Menge in G. Dann bilden die nicht- 
gewohnlichen Punkte von M eine analytische Menge M’ mit dim M’s n— 2 
in G. Dis gewdhnlichen Punkte bilden eine komplexe Mannigfaltigkeit 
der Dimension n — 1 mit nur gewdhnlichen Punkten. Zu jedem Punkt P ¢ M7 
gibt es eine offene Umgebung U, so daB MA U = MU und SU fastdiinn 
von der Codimension 2 in U ist, wie ja gerade im Falle 1 bewiesen wurde. 
Daher ist S7\ U auch fastdiinn von der Codimension 2 in G. Weil sich S~ M 
durch abzahlbar viele solcher U iiberdecken 148t und weil M’ diinn von der 
Codimension 2 ist,. erweist sich S ¢ (S7\M)W M’ als fastdiinn von.der Co- 
dimension 2. 

Fall 3. Sei G eine n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit und M diinn 
in G. Zu jedem Punkt P ¢ M gibt es eine offene Umgebung U mit einer rein 
(x — 1)-dimensionalen, in U analytischen Menge M,2 M/\U. Die Singulari- 
taten der meromorphen Abbildung t | U — M, erfiillen gerade die Menge S -\ U. 
Also ist S7\U fastdiinn von der Codimension 2. Da abzahlbar viele offene 
Mengen U die Menge S iiberdecken, ist S fastdiinn von der Codimension 2. 
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Fall 4. Sei @ ein rein n-dimensionaler komplexer Raum. Die Menge F 
der nichtuniformisierbaren Punkte ist diinn von der Codimension 2 und G — F 
eine komplexe Mannigfaltigkeit der Dimension n. Also ist S = (SF)U 
U [Sc (@ — F)] fastdiinn von der Codimension 2. 

Fall 5. Sei G ein komplexer Raum und G,(A ¢A) seine Zusammenhangs- 
komponenten. Da-G, ein reindimensionaler komplexer Raum ist, ist G,~ 8S, 
also auch S = UG, S fastdiinn von der Codimension 2, w.z.b.w. 


acA 

Fiir SR-meromorphe Abbildungen wurde von RemMMERT [13] bewiesen: 

Satz 3.7. Ist t SR-meromorph, d.h. R-meromorph und liickenlos, so ist 
die Menge S der Singularitéten von t analytisch und diinn von der Codimension 2. 

_ Da in [13] der Beweis nur unter der Annahme gefiihrt wurde, daB 7 ein 
komplexer Raum, d. h. lokalirreduzibel ist, werde Satz 3.7 hier — mit dem- 
selben Beweisgedanken — noch einmal bewiesen. 

O. B. d. A. kann man G zusammenhangend und n-dimensional annehmen. 
Sei r,(P, Q, 7) =n —dimy,g) y~(P) der Rang der Projektion py: 7 - @. 
Auf T ist r,(P, Q, T) =n. Fir P € M ist y-!(P) = {P} x Z,(P), d.h. PES 
genau dann, wenn r,(P, Q, 7) < n fiir jedes Q mit (P, Q) ¢ T ist. Die Menge 
2 = {(P, Q)| (P, Q) € T mit r,(P, Q, 7) < n} ist analytisch und in 7—T ent- 
halten, also dim 2 < n—1. Es ist y(2) = S analytisch, weil py auf 7 eigent- 
lich ist. Nach Satz 3.6 ist S fastdiinn von der Codimension 2. Da aber S 
analytisch ist, folgt, daB S sogar diinn von der Codimension 2 ist. 

Der Satz 3.6 wird sich nutzbringend anwenden lassen. Vermutlich ist S 
analytisch, wenn t meromorph und liickenlos ist. Die Meromorphie der Ab- 
bildung t folgt manchmal aus der Meromorphie einiger anderer Abbildungen. 
Dariber sollen einige Saitze bewiesen werden. 

Satz 3.8. Ist der Bildraum H =-H, x H, ein Produkt zweier komplexer 
Réume und ist y,: H + H, die durch y,(P,, P.) = P, gegebene natiirliche Pro- 
jektion, so ist t dann und nur dann meromorph, wenn es t,= y,t sind. Wenn 
die Abbildungen t, nur schwach meromorph sind, so ist auch t schwach mero- 
morph. 

Beweis. a) Nach Satz 3.4 sind die Abbildungen t, meromorph, wenn 
es T ist. 

b) Die Abbildungen t, seien schwach meromorph. Sei L eine eindimensionale 
komplexe Teilmannigfaltigkeit von G mit LA~M=LZAM={P,}. Ist 
Q =(Q,, Q.) « 2, (Po, L), so gibt es eine Folge Pe<¢ LA mit lim Pe= P, 


@—> 2% 
und lim t(P?) = Q. Wegen 


e- co 
lim t,(Pe) = lim y,t(P*) = y,(Q) = Q 
e-> ao e- oo 
ist @ =(Q,, Q2) € 21,(Po, ZL) x 2,,(Po, L). Daher enthalt 2,(P,, L) héchstens 
einen Punkt, d. h. t ist schwach meromorph. 
ce) Sind die Abbildungen t, meromorph, so gilt 


t(P) = (x, (P), t,(P)) > (Q, Q,) fir P> P, mit Pe AnL, 
wobei {Q,} = 2,,(Po, L) ist. Daher ist tr meromorph. 
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Ein entsprechender Satz gilt fiir R-meromorphe Abbildungen: 

Satz 3.9. Ist der Bildrawm H = H, x H, ein Produkt zweier komplexer 
Réume und ist y,: H, x H,> H, die durch y,(P,, P,) = P, gegebene natiir- 
liche Projektion, so ist t dann und nur dann SR-meromorph, wenn es die Ab- 
bildungen t, sind. Wenn die Abbildungen t, nur R-meromorph sind, so ist es 
auch t. 

Beweis. a) Nach Satz 3.5 sind die Abbildungen t, SR-meromorph, wenn 
es T ist. 

b) Die Abbildungen t, seien R-meromorph. Sei T, der Graph von t, iiber A 
und 7’, der Graph iiber G. In G x H, ist 7’, analytisch. Ebenso sind C = 7, x T, 
und D= {(P, Q,, P, Q,)| P€G@, Q,¢ 4, Q,¢ H,} in G x H,x Gx H, ana- 
lytisch. Die Abbildung x: D + G x H, die durch x(P, Q,, P, Q3) = (P, Q Qs) 
definiert wird, ist umkehrbar holomorph mit y(D)=G@xH. Daher ist 
F = y(C 7D) analytisch in G x H. Nun ist aber 


F(A x H) = {(P, Q)| P€ A, Q= (QQ), (P; Q) €7,} 
—_ {(P, Q) | P € A, Q = (Q,, Q:), d= t,(P)} 
= {(P, t(P)) | P € A} 
=f. 


Also ist 7 eindeutig in G x H fortsetzbar. Da T frei ist, wird 7 durch 7 fort- 
gesetzt. Die Abbildung t ist R-meromorph. 

c) Sind die Abbildungen t, sogar SR-meromorph, so sind sie R-meromorph 
und liickenlos. Dann ist t= t, x t, auch R-meromorph und liickenlos, also 
SR-meromorph, w.z.b‘w. 

Der Satz lat sich sofort auf Produktraume mit endlich vielen Faktoren 
ausdehnen. Die Abbildungen t, brauchen nicht schwach meromorph (bzw. 
R-meromorph) zu sein, wenn die Abbildung t schwach meromorph (bzw. R- 
meromorph) ist. Zum Beispiel seien 


G = P!= {(z, : 24) | |z,]*+ |z_|?> 0} (Zahlenkugel) 
A=(M= {(1 : z) | |z| < co} (Zahlenebene) 
H=C=lxlxlxd 
T(z) = (e*, e**, e~**, e-*) t:A+C, 


Es ist t schwach meromorph und sogar R-meromorph, da 2,(0: 1) = @ ist. 
Aber 1, (z) = e* ist wesentlich singular in (0: 1) = oo. 

Satz 3.10. Voraussetzung. Zu jedem Punkt Q,¢ H gebe es eine stetige 
Abbildung tg, von H in einen komplexen Raum Ko, so, daf gilt : 

1. Die Faser t@,' TQ, (Qo) hat in Qo die topologische Dimension Null. 

2. Die stetige Abbildung tg,t: A > Ko, ist holomorph und schwach mero- 
morph in G. 

Behauptung. Die Abbildung t ist schwach meromorph. 

Beweis. Sei L eine eindimensionale komplexe Teilmannigfaltigkeit von G 
mit LA. M=LAM ={P,}. Sei Q¢ Z,(Po, L). Fir eine Folge Pee LAA 
ist lim Pe= P, und lim r(Pe)= Q. Also ist lim tg,1(P*) = tg,(Q) fiir jedes 


@—> co ec e@—> 0 
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Qo¢ H, woraus 2,(Po, L) ¢ tg; 2,,,.(Po, LZ) folgt. Da tg,r schwach mero- 
morph ist, besteht 2,,,(P,,Z) héchstens aus einem Punkt Ry. Ist nun 
(Po, L) + 9, so kann man ein Q, aus 2,(P,, L) wahlen. Es ist 2,( Po, L) ¢ 
¢ T@," xr q,1(Po L) = TQ," (Ry). Weil Qo€ TQ, (Ro) ist, folgt Ry= Te, (Qo) also, 
T@,! (Ro) = TG,’ Te, (Qo). Diese Menge hat in Q, die topologische Dimension Null, 
was dann auch von der Teilmenge 2,(P,, L) gilt. Also besteht 2,(P), L) aus 
dem Punkt Q, allein, w.z.b.w. 

Fir R-meromorphe Abbildungen in Uberlagerungsraume gilt : 

Satz 3.11. Voraussetzung. Sei y:H—F eine offene und holomorphe 
Abbildung. Die Faser y~! 7(Q) durch Q bestehe hichstens aus abzihlbar vielen 
Punkten. Sei yt R-meromorph. 

Behauptung. Die Abbildung t ist R-meromorph. 

Zusatz. Ist x sogar eigentlich, so ist t dann und nur dann R-meromorph, 
wenn es x T ist. 

Beweis. Sei 7 der Graph von tr. Sei S der Graph von x t. Sei : @ x H > 
+> @xF durch &(P, Q) = (P, x7(Q)) definiert. Das Urbild §-1(P, R) 
= (P, &-"(R)) des Punktes (P, R) ist héchstens abzihlbar. O. B. d. A. kann 
man G zusammenhangend annehmen. Dann hangt auch A zusammen und 
t(A) liegt in einer Zusammenhangskomponente von H. Daher kann man H 
zusammenhangend annehmen. Da y(H) in einer Zusammenhangskompo- 
nente von F liegt, kann man auch F zusammenhangend annehmen. Sei n 
die Dimension von G. Dann ist dim 7'’= dim S = dim § = n. Ist (P, Q) «7, 
so gibt es eine Folge P*¢ A mit lim(P’,1t(P’))=(P, Q). Es ist &(P, Q) 


= lim(P’, x t(P’)) ¢ 8, woraus 7'¢ &-1(8) = S* folgt. Da S§ analytisch in 


G x F ist, ist S* analytisch in G x H. Da &: S§ — S* nur nulldimensionale 
Fasern hat, ist S* rein n-dimensional und enthalt die rein n-dimensionale 
analytische Teilmenge 7 von A x H. Daher ist 7 fortsetzbar. Da T' frei ist, 
wird die Fortsetzung durch 7’ gegeben. Die Abbildung 1 ist R-meromorph. 
Wenn 7:H-F eigentlich ist, so ist §:G x H+ GF eigentlich. Ist t 
R-meromorph, so ist T also auch §(7) ¢ § analytisch. Zu jedem (P, R) € 8 
gibt es eine Folge P’<¢ A mit lim(P’, ¥ t(P")) = (P, R), wobei (P", x t(P")) 


= &(P", t(P*)) ist. Sei U eine relativ kompakte, offene Umgebung von 2. 
Dann ist y~'(U) kompakt und y~'(U) eine offene Umgebung von z~*(R). 
Fiir » > v ist yt(P") < U also t(P") € x-*(U). Eine Teilfolge 1(P’) kon- 
vergiert gegen einen Punkt Q ¢ H. Es ist 


or) 


Also ist S = &(7) analytisch, d. h. ¥ 1 ist R-meromorph, w.z.b.w. 

Ist der Bildraum in einen komplexen Raum eingebettet, so gilt: 

Satz 3.12. a) Ist H komplexer Teilrawm des komplexen Rauwmes H, und 
ist t: A> H in G 2 A meromorph (SR-meromorph), so ist awh 7 =1: A> H 
in G 2 A meromorph (SR-meromorph). 











Meromorphe Abbildungen komplexer Raume. I 227 


b) Ist H abgeschlossener komplexer Teilraum des komplexen Raumes H und 
ist t: 4-H in @2 A: schwach meromorph (R-meromorph), so ist auch 7 
=t:A-—>H in G 2 A schwach meromorph (R-meromorph). 

Beweis. 1. t: A->H sei meromorph. Sei L eine eindimensionale kom- 
plexe Teilmannigfaltigkeit von G mit L-\.M = LI-.M ={P,}. Dann strebt 
t(P) > Q) fir P+ Q, mit P¢ L7-\A. Dasselbe gilt fir 7=1:A—> H. Also 
ist L,(Py, L) = Lz (Po, L), d. h. T ist meromorph. 

2. t: AH sei SR-meromorph. Sei T der Graph von t und T der Graph 
von t iiber A. Es ist 7=7'. Die abgeschlossene Hiille werde beziiglich @ x H 
gebildet. Dann ist 7 = T der Graph von t und 7'-\ (G x H) der Graph von rt. 
Es ist 7’ ~\ (@ x H) analytisch in G x H und G x H lokalanalytisch in G x H, 
also ist 7\(@ x H) lokalanalytisch in G@xH. Sei (Py, Q)¢T=T. Ist 
P,¢€A, 80 ist Qy= t(Po) = t(P,) €H, also (Po, Qo) € TA (G x A). Ist P,€ M, 
so gibt es eine Folge P’¢ A mit lim(P’, T(P”)) = (Po, Q,). Eine Teilfolge P” 


existiert, fiir die t(P’*) (in H !) konvergiert. Natiirlich ist lim (P, t(P")) 
> 
= (Py, Qo), doh. (Po, Q) «Gx H. Man sieht, T7=7-(G x HA) ist lokal- 
analytisch und abgeschlossen in G x H, also analytisch. Folglich ist 7 R- 
meromorph. Offensichtlich ist T liickenlos, also ist T SR-meromorph. 
3. t: A> AH sei schwach meromorph und H abgeschlossen in H. Sei L eine 


eindimensionale komplexe Teilmannigfaltigkeit von G@ mit L\M=LIAM 
= {P,}. Sei Q.¢ Zz(Po, L). Dann gibt es eine Folge P’¢ AL mit lim(P”, 
Tt (P*)) = (Po, Qo). Daher ist Q,= lim t(P*) in H = H. Also ist Q,¢ Z,(Po, L). 


Folglich enthalt 2 +(P,, L) héchstens einen Punkt, w.z.b.w. 


4. t: A —H sei R-meromorph und H abgeschlossen in H. Sei T der Graph 
von t und 7 der Graph von 7 iiber A. Es ist T =T. Die abgeschlossene 
Hiille werde beziiglich G x H gebildet. Dann ist 7 =T der Graph von 7 
und 7\(@xH) der Graph von t. Da GH analytisch in G x H und 
T -\(G x H) analytisch in G x H ist, ist 77 (@ x H) analytisch in @ x H und 
umfaBt 7. Wegen T- (Gx H) (A x A) =T ist T fortsetzbar in G x H, 
also 7 analytisch. Die Abbildung rt ist R-meromorph. 

Ist das Bild r(A) in einem komplexen Teilraum H’ des Bildraumes H 
enthalten, so gilt: 

Satz 3.13. a) Ist H' komplexer Teilraum des komplexen Raumes H und 
ist t: A+ H in G2A schwach meromorph (R-meromorph) mit t(A) © H’, so 
ist t'= 1: A-> H' schwach meromorph (R-meromorph) in G. 

b) Ist H’ abgeschlossener Teilraum des komplexen Raumes H und ist t: A > 
— H in G 2 A meromorph (SR-meromorph) mit t(A) © H’, so ist t'= 1: A > H’ 
meromorph (SR-meromorph) in G. 
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Beweis. 1. Fiir jede Gane git L,(R, L) = Z,(R, L) AH’. Denn 
2, (R, L) C H’ und 2, (R, L) ¢ Z,(R, L) ist trivial. Ist Q,¢ 2,(R, L), so gibt 
es eine Folge P*¢ A/\L mit lim(P*, t(P*)) = (Po, Qo) < R x H’. Ist Q,¢ H’, 
so ist Q,¢ Z,(R, L), weil tr’ (P”) = r(P*) gilt. AuBerdem ergibt sich 2,(R, L) ¢ 
¢ H’. Daraus folgt sofort: Ist t schwach meromorph, so auch t’. Ist H’ ab- 
geschlossener Teilraum, so ist 


2, (R, L) = £,(R, L) \ A’ = £,(R, L) \H'= 2,(R, L). 


Daraus folgt sofort : Ist t meromorph und H’ abgeschlossen, so ist tr’ meromorph. 
2. Ist + R-meromorph, so ist der Graph 7 analytisch in G x H und G x H’ 
ist lokalanalytisch. Also ist der Graph 7 ~\ (@ x H’) vont’ analytisch in@ x H’. 
3. Ist t SR-meromorph und H’ abgeschlossen, so ist t liickenlos, also 2, (P,) 
kompakt. Weil 2,(P,) = 2,(P,) kompakt ist, ist auch tr’ liickenlos. Da 
nach 2. tr’ auBerdem R-meromorph ist, ist tr’ SR-meromorph, w.z.b.w. 


§ 4. Meromorphe Abbildungen und meromorphe Funktionen 


Man kann nun fragen, ob sich meromorphe Funktionen bei meromorphen 
Abbildungen iibertragen und wieweit sich die Meromorphie einer Abbildung 
dadurch charakterisieren la8t. Eine Abbildung in den C™ oder in den Osgood- 
schen Raum C"= P!x--- x P! oder in den komplexprojektiven Raum P™ 
wurde von Txuimm™ [22] bis [28] als meromorph bezeichnet, wenn sie durch 
meromorphe Funktionen gegeben wird. Es wird sich zeigen, daB eine Ab- 
bildung in C™ oder P™ dann und nur dann meromorph ist, wenn sie durch 
meromorphe Funktionen gegeben wird. Dasselbe gilt fiir R-meromorphe Ab- 
bildungen (Remmert [13]). Fir den Fall H = C™ gilt das nicht mehr, wie 
bereits das Beispiel in § 3 im AnschluB an Satz 3.9 zeigte. Zugleich ergibt sich, 
daB die beiden Meromorphiebegriffe (R-meromorph = meromorph) iiberein- 
stimmen, wenn der Bildraum der projektive Raum oder der Osgoodsche Raum 
oder sogar ein M-vollstandiger Raum ist. Zunachst soll das Verhalten mero- 
morpher Funktionen bei meromorphen Abbildungen untersucht werden. 

Satz 4.1. Im Bildraum H der meromorphen Abbildung t sei eine mero- 
morphe Funktion f gegeben. Sei N die Menge der Pol- und Unbestimmtheits- 
stellen von f. Das Urbild- N'’=1-*(N) umfasse keine Zu hangskom po- 
nente von A. Dann ist die auf A —N’ holomorphe Funktion ft in G mero- 
morph. Ist f sogar holomorph, so ist auch f t in M regulér, also in H analytisch 
und eindeutig fortsetzbar. 

Beweis. Sei S die Menge der singularen Stellen von t und t, die analyti- 
sche Fortsetzung von t in Ag= G— S 2 A. Jede Zusammenhangskomponente 
von A, enthalt genau eine von A und A,—A ist diinn. Wiirde die in A, 
analytische Menge N’’= 1>-1(N) eine Zusammenhangskomponente von A, ent- 
halten, so auch eine von A. Wegen N" -\ A = 15 1(N) QV A=1t1(N) ON A=N' 
wirde N’ eine Zusammenhangskomponente von A enthalten, was falsch ist. 
Auf A,— N” ist f t, holomorph und auf A, meromorph. Da S = G — A, diinn, 
abgeschlossen und fastdiinn von der Codimension 2 ist, bleibt ft, auf S mero- 














Meromorphe Abbildungen komplexer Raume. I 229 


morph; daher wird die auf A — N= A — N’ holomorphe Funktion /r = ft, 
in G meromorph fortgesetzt. 

Ist f holomorph, so ist ft) in A, holomorph. Da S diinn, abgeschlossen 
und von der Codimension 2 fastdiinn ist, bleibt ft, in S regular. Also ist {rt 
in M regular, w.z.b.w. 

Dieser Satz gilt natiirlich auch fiir SR-meromorphe Abbildungen®), da 
diese meromorph sind. Ist G ein komplexer Raum, dann sei J(@) der Ring 
der holomorphen Funktionen auf G@ und K(@) der Ring der meromorphen 
Funktionen auf G. Im Bildraum H sei K,(H) die Menge der meromorphen 
Funktionen f mit der Eigenschaft: Ist N, die Menge der Pol- und Unbe- 
stimmtheitsstellen von /, so enthalt t~!(N,) keine Zusammenhangskomponente 
von A. Sei K}(H) die Teilmenge der Funktionen / ¢ K,(H), fiir die die in 
A —t~1(N;) holomorphe Funktion ft sich in G meromorph fortsetzen laBt. 
Sei I;(H) die Teilmenge der holomorphen Funktionen { von 1(H), fiir die 
ft in M regular ist. Die Mengen K,(H), K{(H) und J)(H) sind Ringe. Ist 
{¢ K,(H), so fr=tf¢K(A). Ist f¢ Ki(H), so hat fr eine meromorphe 
Fortsetzung t*/ ¢ K(G@). Ist f ¢ I(H), so ist t,f = f r¢ 1(A) und ist f ¢ 1; (A), 
so hat ft eine holomorphe Fortsetzung rf ¢ J(@). Die Abbildungen f, r*, 7, 
und t¥ sind Ringhomomorphismen mit 

t* | IH) =} t |1(H) =%, 
t | K,(H) = t, | 1:(A) = 1. 
Die Aussage des Satzes 4.1 kann man also auch so ausdriicken: 


1. 1(4)=J,(H) und K,(A) = Ki(A) 
2. t*: K,(H) ~ K(@) (Ringhomomorphismus) 
3. t7 : 1(4) ~ 1(@) (Ringhomomorphismus) , 


wobei aus 1. die Aussagen 2. und 3. folgen. Kann man nun Satz 4.1 umkehren ? 
Das ist sicher nur der Fall, wenn es im Bildraum ,,hinreichend“ ‘viele mero- 
morphe Funktionen gibt. Raume mit ,,hinreichend vielen meromorphen 
Funktionen sind: 

Definition 4.1. Zin komplexer Raum H heife M-vollstiindig (K-voll- 
sttindig™)), wenn es zu jedem Punkt Q,¢ H endlich viele auf H meromorphe 
(holo-morphe) Funktionen f,, ..., f, gibt, die in einer geeigneten offenen Um- 
gebung U von Q, holomorph sind und fiir die 


(f:(Q), - - -» fel Q)) + (fi (Qo), - - +» fe(Qo)) 
fiir Q€ U und Q + Q, gilt. 

Beispielsweise sind alle algebraischen™) komplexen Raéume M-vollstandig, 
- alle Steinschen Mannigfaltigkeiten K-vollstandig. 

Satz 4.2. Sei G zusammenhiingend. Der Bildraum H sei M- vollstiindig 
und K,(H) = K‘(H), d.h. fiir jede in H meromorphe Funktion { mit N, als 
Menge der Pol- und Unbestimmtheitsstellen, fiir die t~1(N,) nicht die zusammen- 
 %) Dies wurde schon von RemMMERT [13], S. 369 bewiesen. 

10) Siehe Gravert [4], 8S. 234. ~ 

11) Ein komplexer Raum heiBe algebraisch, wenn er abgeschlossener komplexer Teil- 
raum eines komplex-projektiven Raumes ist. 
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hiingende offene Menge A enthilt, sei fr aus A —t—(N,) in G@ meromorph 
fortsetzbar. Dann ist t schwach meromorph. 

Beweis. Sei L eine eindimensionale komplexe Teilmannigfaltigkeit von G 
mit L\M=[ZAM={P,}. O.B.d.A. sei L zusammenhangend ange- 
nommen. Sei Q,¢ 2,(P,, L). Dann gibt es endlich viele in H meromorphe 
Funktionen /,, . . ., {,, die in einer offenen Umgebung U von Q, holomorph 


sind, so daB k 
nie | f,(Q) _ f,(Qo) ’ Q € U} 


nur den Punkt Q, enthalt. Ist Q,¢ 2,(P»,L) 0 U, so gibt es eine Folge P*¢ L\ A 
mit lim 1(P*) = Q, und lim P*= Py. Fir v2 ist r(P*)¢ UC H — Ny... 


Wegen Pr A—1-1(N,,) ist f. = f,t in @ meromorph. Wegen r(P”) ¢ U ist fi 
in Pe LAA holomorph. Daher ist f{, auf L meromorph und nicht identisch 
unendlich. Es strebt fi(P)—>a, fir P+ P, mit P¢ L/\A, wobei a,=o- 
zugelassen sei. Man hat a,— mal, (x(P")) ak (Q,). Die GrdBen a, sind un- 


abhangig von der Wahl von @ in UA 2,(Po, L). Daher ist /,(Q,) = 4, 
= f,(Qo) fir w= 1,...,k und Q,¢ U. Es folgt Q,= Qy. Also ist Q, isolierter 
Punkt von Z,(P,, L), weswegen 2,(P,, L) héchstens aus einem Punkt besteht, 
w.z.b.w. 

Eine lickenfreie Abbildung mit diinnen Singularitéten in einen M-voll- 
standigen Raum ist also dann und nur dann meromorph, wenn sie jede in 
H meromorphe Funktion zu einer in G meromorphen Funktion tibertragt, 
d.h. wenn K,(H)= K;(H) gilt, d.h. wenn t einen Homomorphismus 
t* : K,(H) > K(@) erzeugt. Ein entsprechender Satz wird spater fiir R-mero- 
morphe Abbildungen bewiesen werden. 

Ist f eine holomorphe Funktion auf der offenen Teilmenge A des kom- 
plexen Raumes @ und ist M = G@—A din, so ist f =: A> P" eine holo- 
morphe Abbildung in die Zahlenkugel. Wie der nachste Satz zeigt, ist die 
Funktion f dann und nur dann meromorph auf G, wenn es die Abbildung 
f(= f) ist. 

Satz 4.3"). Voraussetzung. Sei tr: A > P™ eine holomorphe Abbildung 
der offenen Teilmenge A des zusammenhiingenden komplexen Raumes G in den 


m 
komplexprojektiven Raum P™ = {(wy:-+- :w»,)| 3) |w,|* >0}. Sei M=G—A diinn. 
u=0 
Behauptung. 1. Die Abbildung t ist dann und nur dann meromorph, 
wenn sie R-meromorph ist. 
2. Die Abbildung t ist dann und nur dann meromorph, wenn die folgende 
Bedingung B erfiillt ist : 
B: Seien Ey= {(Wo: +++: Wm) | (Wo: sie eee : Wm) € P™ und w,=0} und E’, 
=t1(E,). Dann gibt es eine Nummer pu mit Ei, A. Fiir P ¢ ‘4 Ei, gilt 
t(P)= (fo(P) : BP RRS + A ~(P):1: furalP): p SEF S > fm(P)) 
wobei alle /, auf G meromorph sind. 


12) Fiir meromorphe Abbildungen vgl. Stout [17]. Fiir R-meromorphe Abbildungen 
vgl. Remmert [13], Satz 33 und S. 370. 
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Beweis. a) Ist t meromorph, 80 folgt B: Wegen NE,=0 ist r(A) ¢ EZ, 
v= 


fir ein y, also E},+ A. Die Funktion /, = ——*- ist holomorph auf P"— £,, 
“ 

Daher ist f,t auf A — Z', holomorph und zu f, in G meromorph fortsetzbar. 

Fir P ¢ A — E, ist 


1(P) = (SE: +++ :-Z2) 


b) Gilt B, so ist t R-meromorph"): Sei T der Graph von tr. Sei P,¢ M 
und U eine offene zusammenhangende Umgebung von P,, so daB /,= 2 fir 


0s »=<™m und vy + uz mit in U holomorphen Funktionen g,, A gilt. In U ist 
B = {P| h(P) = 0} eine rein (n — 1)-dimensionale analytische Menge, wobei n 
die Dimension von G ist. In U x P® ist 


analytisch. Sei U,\= U7\A— B und V,=U, x P™. Die Menge V—V, ist. 
diinn. Wegen RA Vj=TAV,=7 2 JV, ist T in (MU) x P™ regular; da T 
frei ist, wird durch 7 die analytische Fortsetzung gegeben. Also ist t R- 
meromorph. 

c) Ist t R-meromorph, so auch schwach meromorph. Weil P™ kompakt ist, 
ist t liickenlos. Also ist t meromorph, w.z.b.w. 

Anmerkung lI. Ist der Bildraum H kompakt, so stimmen die Begriffe 
schwach meromorph und meromorph iiberein, ebenso die Begriffe R-mero- 
morph und SR-meromorph. 

Anmerkung 2. Der Satz kann ganz entsprechend bewiesen werden, 
wenn der Bildraum H das Produkt von komplexprojektiven Raumen, z. B. der 
Osgoodsche Raum ist. 

Nun ist es méglich, den Satz 4.2 auf R-meromorphe Abbildungen zu 
tibertragen. 

Satz 4.4. Sei G@ zusammenhdngend. Der Bildrawm H sei M-vollstindig 
und K,(H) = K;(H), d.h. fiir jede in H meromorphe Funktion { mit N, als 
Menge der Pol- und Unbestimmtheitssiellen, fiir die t~1(N,) von der zusammen- 
hiingenden Menge A verschieden ist, sei f tr aus A —t-1(N;) in G meromorph 
fortsetzbar.. Dann ist t R-meromorph. 

Beweis. Weil M = G—A in G@ diinn und @ zusammenhangend ist, ist 
auch A zusammenhangend und 1(4A) liegt in einer Zusammenhangskomponente 
von H. Daher kann man o. B.d. A. den Raum H zusammenhangend an- 
nehmen. Sei n = dim@ und m = dimH. Sei (P,, Q,) ein beliebiger Punkt des 
Graphen 7 von t. In H gibt es meromorphe Funktionen j,,.. ., f,, die in 





18) Der Beweis von b) stammt von Remmenrt [13], Satz 33 und wird hier nur der 
Vollstandigkeit halber wiedergegeben. 
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k 
einer offenen Umgebung V, von Q, holomorph sind und fiir die N {Q | /,(Q) 
vol 
= f,(Q), Q € Vo} aus dem Punkt Q, allein besteht. Sei N, die Menge der Pol- 
k 
und Unbestimmtheitsstellen von /, und N =UWN,. Es ist N analytisch und 


v=1 . 

dinn in H und B= H—N2V,. Durch ¢(Q) = (1: f,(Q): ---: f,(Q)) wird 
eine holomorphe Abbildung g: B-> P* in den komplexprojektiven Raum P* 
der Dimension k definiert, die R-meromorph auf H ist. Sei r,(Q) = m— 
— dimg y-! y(Q) der Rang der Abbildung g in Q. Es ist r,(Q) <m und 
T,(Qo) = m. Daher gibt es eine offene, in V, enthaltene Umgebung V von Qs, 
fir die-r,(Q) =m ist. Man kann V kompakt und in V, enthalten annehmen 
mit r,(Q) = m fir Q ¢V. Dann besteht p-! y(Q) 4 V fiir jedes Q ¢ V héchstens 
aus endlich vielen Punkten. 

Es ist VC V.c B= H —N, also t1(V) C A — 1“ (N). Eine Folge P’¢ A 
mit lim (P*, t(P*)) = (Po, Qo) € @ x V existiert, da (Py, Qo) € 7 ist. Fiir vy > v 


ist t(P”) €V also P*€ t1(V). Es ist A nicht in t~*(N) enthalten. Daher laBt 
sich die in A*= A —t—1(N) holomorphe Funktion /,t zu einer in G mero- 
morphen Funktion /* fortsetzen. Durch g*(P)=(1:/f(P):--> :ff(P)) 
= p(t(P)) fir P ¢ A* wird eine holomorphe Abbildung ¢* : A* — P* gegeben, 
die auf G R-meromorph ist. 

Der Graph F von @ und der Graph F* von g* sind analytisch. Also ist 
auch ' 


Do= {(P, Q, R) | (Q, RB) <F, (P, R) ¢ F*} 


analytisch in G x H x P*. Sei y:@ x H x P*+ Gx H die durch z(P, Q, R) 
= (P, Q) gegebene Projektion. Ist K ¢ G x H kompakt, so ist y-1(K)=K x P* 
kompakt. Also ist y eine eigentliche Abbildung. Daher ist D = y(D,) in 
G@ x H analytisch. 

Sei (P, Q) €7. Dann ist Q=1(P). Es gibt eine Folge P’¢ A* mit lim P” 


= P. Es folgt limt(P”)=1(P)=Q. Sei R’= g*(P"). Dann ist (P’, R’) € 


€ F*¢ Fe. Wegen o*(P*) = o(t(P*)) ist (x(P*), p(x(P)) <F ¢F. Da P* 
kompakt ist, gibt es eine Teilfolge P’» mit R = lim g*(P’). Dann ist (P, R) 
= lim (P", R%) ¢ F* und (Q, R) = lim (x(P"), g(t(P%)) ¢ F, was (P, Q, R) ¢ 


€ D, und (P, Q) € D ergibt. Da D abgeschiossen ist, folgt T ¢ D. 

Sei Dj = Dp (G4 « V x P*) uad 9: Di >G@x P* die durch o(P, Q, R) 
== (P, R) gegebene Projektion. Nach Definition von D, ist 9(Do) ¢ F*. Fir 
(P, R) ¢ F* gilt 

o-1(P, R) = {(P, Q, R) | (Q, R) ec F, QV} 
= {P} x (pg ( RV) x{R}. 


Da nun g~!(R) -\ V héchstens aus endlich vielen Punkten besteht, ist o~1(P,R) 
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endlich. Sei Dj’ ein irreduzibeler Teil von Dj und s = dim D;’. Dann ist 
s=r,(P,Q,R) der Rang der Projektion g in (P,Q, R)¢ Do’. Das heibt 
o: Do’ > G x P* ist nirgends entartet und holomorph. Jeder Punkt (P,Q, 2) € 
€ Dg’ hat daher eine Umgebung U, so daB o(U -\ Dj’) in G x P* lokalanalytisch 
und rein s-dimensional ist"). Es ist 9(U 7\ Dg’) ¢ F*. 

Da A zusammenhangend ist, ist F* irreduzibel und n-dimensional in A x P*. 

Folglich ist F* irreduzibel und n-dimensional. Also ist 
dim Dg’ = s = dim 9(U 7 Dj’) < dim F* =n. 
Folglich ist dim Dj < n. Daher hat 
D'= x4(Do) = x(Dyo (4 x V x P*)) = DA(G x V) 
héchstens die Dimension n. 

, Da r(V) + @ ist, ist T (A x V) +8 also rein n-dimensional mit 7/4 
(\(A x V) ¢ D’, wobei D’ in G x V analytisch mit dim D’< n ist. Also laBt 
sich 7'7\(A x V) in G x V fortsetzen. Das heiBt, 7 ist in (Py, Q,) € 7 regular. 
In jedem Punkt (P,, Q,) ¢ G x H —T ist 7 trivialerweise regular. Daher ist 7 
auf derdiinnen Restmenge M x H regular und frei von M x H, also ist T fort- 
setzbar. Die Fortsetzung wird durch 7' gegeben, d.h. t ist R-meromorph, 
w.z.b.w. 

Die Satze 4.2 und 4.4 liefern zugleich ein wichtiges Nebenergebnis. Ist + 
lickenfrei und H M-vollstandig, so ist eine Abbildung genau dann R-mero- 
morph, wenn sie meromorph ist: 

Satz 4.5. Ist die Abbildung t liickenfrei, G zusammenhdngend und der Bild- 
raum H M-vollstindig; so sind die folgenden Aussagen dquivalent: 

1. t ist meromorph 

2. t ist R-meromorph 

3. Ki(H) = K,(A), d.h.: Ist f eine auf H meromorphe Funktion und ist 
t(A) nicht in der Menge N, der Pol- und Unbestimmtheitsstellen von { enthalten, 
so ist die in A —t~!(Ny) holomorphe Funktion auf G meromorph fortsetzbar. 

Zusatz. Hine liickenfreie Abbildwng in einen M-vollstindigen komplexen 
Raum H ist dann und nur dann meromorph, wenn sie R-meromorph ist, auch 
wenn G nicht zusammenhiingend ist. 

Beweis. Aus 1 folgt 3 nach Satz 4.1. Aus 3 folgt 2 nach Satz 4.4. Aus 2 
folgt 1 nach Satz 3.3, weil r liickenfrei ist. Also sind die Aussagen gleich- 
wertig, w.z.b.w. 

Da eine Abbildung auf G genau dann meromorph (R-meromorph) ist, 
wenn sie es auf jeder Zusammenhangskomponente ist, ergibt sich der Zusatz 
unmittelbar aus Satz 4.5. 

Beim Beweis der Satze 4.2, 4.4 und 4.5 wurden nicht alle meromorphe 
Funktionen auf H benutzt, sondern nur solche, die bei der Definition der M- 
Volistandigkeit auftreten. Ist daher H K-vollstindig, so gelten dieselben 
Satze 4.2, 4.4; 4.5, wenn dabei-nur alle holomorphe Funktionen / ¢ J(H), die 
bei der Definition der K-Vollstandigkeit auftreten, meromorph auf @ iiber- 


14) Siehe Remmenrt [12], Satz 14 und Remmert [13], Satz 19. 
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tragen werden, wenn also speziell J(H) ¢ K{(H) ist. Im Falle einer liicken- 
losen Abbildung in einen K-vollstandigen Raum werden die Satze 4.2, 4.3 
und 4.5 trivial. Um dies zu zéigen, wird zunachst ein Hilfssatz hergeleitet. 

Hilfssatz 4.1. Ist G ein komplexer Raum und M eine diinne Teilmenge, 
80 gibt es durch jeden Punkt P,¢ M eine eindimensionale komplexe Teilmannig- 
faltigkeit L mit L-\ M = L-~\M = {P,}. 

Beweis. 0. B.d. A. kann man G als analytische, rein n-dimensionale 
Teilmenge eines Gebietes G, des C™ mit m >n annehmen. AuBerdem darf 
man die Existenz einer héchstens (n — 1)-dimensionalen analytischen Menge 
M, in G, mit G 2 M, 2 M annehmen. Man kann P, als Ursprung eines Ko- 
ordinatensystemes in G, wahlen. Die letzten (m— n)-Koordinatenachsen 
kann man so wahlen, daB die durch sie aufgespannte Ebene G in P, nur iso- 
liert schneidet. Dieses Teilkoordinatensystem kann man zu einem vollen 
erganzen. Sei x die Projektion 2(z,, .. ., Z,) = (2, -.-;2n,). Nach dem Ein- 
bettungssatz von Remmert und Srern [11] gibt es einen Polyzylinder U 
in G, so, daB gilt 

1. a(@N U) = {| |z,| < ¢ fir y= 1,..., n} =U’. 

2. 2~1(3) (1G U ist endlich und nicht leer fiir jedes 4 € U’. 

3. 2(M,) = MW, ist analytisch in U’ mit dim M,< n—1. 

4. a(P,) = (0, .. ., 0) mit a1 2(P,) \U = {Py} = {(0, . . .; 0)}. 

Eine eindimensionale komplexe Ebene £ durch den Nullpunkt existiert, die M, 
nur isoliert schneidet. Es ist L = 2~1(E) \@‘ U analytisch in U und x(L) 
= Er\U’. Da die Fasern der Projektion 2: L— Er\ U’ nicht leer und null- 
dimensional sind, ist L rein eindimensional. Wegen 0 ¢ L ist 2~1(0) ¢ L, d. h. 
P,¢ L. Eine beliebig kleine Umgebung V des Nullpunktes P, existiert mit 
LAV=UL,, wobei L, eindimensionale komplexe Mannigfaltigkeiten sind, 
e=1 

die sich paarweise in P, und nur in P, schneiden, und wobei L, in V abge- 
schlossen ist: L,-\ V= L,. Man kann V so klein wahlen, daB E7~\2(V)~\ M, 
= {n(P,)} ist. Also ist {P)} = D,~\M,=L, My. Es ist L.\M=L,\M 
= {P5}, w.z.b.w. 

Satz 4.6. Ist H K-vollstindig und rt liickenlos, so ist t in jedem Punkt 
von M regulér, lapt sich also zu einer holomorphen Abbildung t: G— H fort- 
setzen. Ist t nicht liickenlos vorausgesetzt, dafiir aber meromorph, so gilt dasselbe. 
(Es ist t also dann doch liickenlos! ) 

Beweis. Sei fin H holomorph. In A ist ft holomorph. Sei P,¢ M und U 
eine offene Umgebung von P,, deren abgeschlossene Hiille kompakt ist. 
Angenommen, /t ist auf A7\U unbeschrankt. Dann gibt es eine Folge 
P*c UNA mit f(t(P*)) + © fiir y+ co. Da U kompakt ist, kann man P” 
konvergent annehmen. Der Grenzpunkt P,= lim P’ gehért zu U. Ist P,¢ A,. 


so konvergiert t(P’) > t(P,) = Q, fiir » > co. Ist P,¢ M, so kann man eine — 
wieder mit t(P”) bezeichnete — konvergente Teilfolge finden: Q,= limrt(P’). 


Also ist f(Q,) = lim f(t(P")) = co. Widerspruch! Da ft auf A > U beschrankt 


v-> 
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und M diinn ist, l4Bt sich ft in U analytisch fortsetzen. Also ist / rt in jedem 
Punkt von M regular, also zu einer in G analytischen Funktion /* fortagtzbar. 

Ist t nicht liickenlos, aber meromorph und ist { holomdrph auf H, so laBt 
sich { t nach Satz 4.1 analytisch in G zu f* fortsetzen. 

Ist t liickenlos, so ist 2,(P,) +9. Ist + liickenfrei, se gibt es eine ein- 
dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit L mit L-\M = IAM =({P,}. Es 
ist 2,(Po) 2 Z, (Po L) +98, also Z,(Po) = 8. 

Ist nun Q,¢ 2,(P,), so gibt es eine Folge P’¢ A mit lim P*= P, und 


lim t(P*) = Qo. Also ist (Q,) = lim f(r(P*)) = f*(P,), a. h., f ist auf Z,(P,) 


‘> co v-> CO 


konstant. Auf H gibt es nun holomorphe Funktionen /,,..., /, so, daB Q, 
k 
isolierter Punkt der analytischen Menge N = N {Q| /,(Q) = f,(Qo) = f2(P)} 


v=1 
ist. Da 2,(P,) CN ist, ist Q.¢ 2,(P,) isolierter Punkt von 2,(P,). Nach 
Satz 1.4. besteht 2,(P,) aus héchstens einem Punkt. Da aber 2,(P,) + @ ist, 
besteht Z,(P,) aus genau einem Punkt. Nach Satz 1.6 ist rt in P, regular, 
w.z.b.w. 

Natiirlich wird der Satz falsch, wenn rt nicht liickenlos ist. Schwieriger 
ist es, das Verhalten analytischer Mengen bei meromorphen Abbildungen zu 
untersuchen. 

Satz 4.7. Voraussetzung. Die Abbildung t sei meromorph. Der Bild- 
raum H sei eine m-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit. In H sei eine 
analytische Menge L der reinen Dimension m — 1 gegeben. 

Behauptung. Die in A analytische Menge t-*(L) lapt sich eindeutig in G 
fortsetzen. 

Beweis. O. B.d. A. kann man G und H zusammenhangend annehmen. 
Sei n = dim G und S die Menge der Singularitaéten von t. Sei t, die analyti- 
sche Fortsetzung von t in Ay= @ — S. Dann ist L,= 1>'(L) analytisch in Ao. 
Hat L, die Dimension n, so ist Aj= L, und A = t~*(L). Dann ist @ die Fort- 
setzung von t~1(L). Weiterhin kann man also dim L,< n annehmen. Ist Lp, 
also auch t~'(L) leer, so ist die Behauptung trivial. Daher kann man auch 
L,+ 9 voraussetzen. Ist P,¢ 1; 1(L), so gibt es eine offene Umgebung V von 
Q y= %>(P>) und eine in V holomorphe Funktion f mit VAL = {Q|/(Q) 
= 0, Q@<V}. Dann ist 


Lyte (V) ={P| f(to(P)) =0, Pete *(V)}, 


wobei / t) in t) '(V) ¢ Ay holomorph ist. Daher ist dimp L,-\t>*(V) >n—1 
fir P ¢L,-\t5*(V). Die in Ay analytische Menge L, ist also rein (n — 1)- 
dimensional. Da S = G— A, diinn von der Dimension n — 1 und fastdiinn 
von der Dimension n — 2 ist, laBt sich L, eindeutig zu L§ = L, in G fortsetzen 
(Satz 2.8). Wegen [,-\A = L,7\A =1~(L) ist die in A analytische Menge 
t~1(L) eindeutig in G fortsetzbar (Satz 2.2), w.z.b.w. 

Fiir SR-meromorphe Abbildungen gilt allgemeiner: 

Satz 4.8. Ist t SR-meromorph und ist L analitisch in H, so ist die in A 
analytische Menge t(L) eindeutig in G fortsetzbar. 
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Beweis. Sei w die Projektion des Graphen 7' von t in @ und ¢ die Pro- 
jektion von 7 in H. Die Projektion y : 7 + G ist eigentlich, da r liickenlos ist. 
In 7 ist g-1(L) analytisch. Folglich ist Ly— y y-}(L) analytisch in G. Es gilt 
L,A\A={P|P¢A, (P,t(P)) € go (D} ={P| Pe A, t(P)€D} 
=T 1(L). 


Nach Satz 2.2 ist t~1(Z) eindeutig in G fortsetzbar, w.z.b.w. 
Der Satz 4.6 legt die Vermutung nahe, daB jede meromorphe Abbildung 
liickenlos ist. Das ist jedoch nicht der Fall, wie ein Beispiel in § 8 zeigen wird. 


§ 5. Meromorphe Abbildungen auf analytische Mengen 


Ist N eine lokalanalytische Teilmenge des komplexen Raumes G, so braucht 
N kein komplexer Raum zu sein. Jedoch kann man trotzdem den Begriff 
einer holomorphen Abbildung auf N einfiihren. Daher ist es sinnvoll zu fragen, 
inwieweit man die vorhergehende Theorie der meromorphen Abbildungen auf 
lokalanalytische Menge iibertragen kann. Wie sich zeigen wird, kann man die 
Theorie der meromorphen Abbildungen analytischer Menge auf die Theorie 
der meromorphen Abbildungen komplexer Raume zuriickfihren. 

Eine Teilmenge M der lokalanalytischen Menge N des komplexen Raumes G 
heiBe diinn auf N, wenn es zu jedem Punkt P, ¢ M eine in einer Umgebung U 
von P, analytische Menge M, mit N7\.U 2 M,2 MoU gibt, die auf NU 
nirgendsdicht ist. Es heiBe M ¢ N diinn von der Dimension p (Codimension q) 
in N, wenn es zu jedem Punkt P,¢ M eine in einer Umgebung U von P, 
analytische Menge M, mit N\.U 2M,2Mc\U gibt, fiir die dim M,< p 
(bzw. dimp N — dimpM,2 q fiir P ¢ Myr UV) gilt. 

Sei S’ die Menge der reduzibeln Punkte von N. Dann heiBt S = 8S’ N 
die kritische Menge) von N. Es ist S diinn auf N. Der Rest N = N — S ist 
ein komplexer Teilraum von G. 

Sei A eine offene Menge von G. Eine stetige Abbildung tr: NA A> H 
in den komplexen Raum H heiBe holomorph, wenn t: NAH holo- 
morph ist). 

Eine holomorphe Abbildung t:N -\. AH heiBe schwach meromorph, wenn 
M = N—A dinn auf N ist und wenn fiir jede eindimensionale komplexe 
Teilmannigfaltigkeit L von G mit LC N und LAM =LAM ={P,} die 
Streumenge 2,(P,, ZL) aus héchstens einem Punkt besteht. Enthalt aber 
2,(Po, L) genau einen Punkt, so heiBe die Abbildung meromorph. 

Eine holomorphe Abbildung t:N7\A—>H heiBe R-meromorph, wenn 
M = G-—A dinn ist und wenn der Graph T= {(P, t(P)) | P ¢ N7\ A} eine 
in G x H lokalanalytische Menge 7'-\(N x H) definiert, die der Graph von t 
heiBe. Ist dabei die R-meromorphe Abbildung liickenlos, d. h. enthalt jede 
Folge P*¢ N\A mit lim P*= P,¢ M eine Teilfolge P’, fiir die t(P’) kon- 


v-+> CO 


vergiert, so heiBe die Abbildung SR-meromorph. 


18) Siehe z. B. Remmert [13] und Carran [3]. 
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Zu jeder lokalanalytischen Menge N gibt es einen bis auf analytische 
Aquivalenz eindeutig bestimmten komplexen Uberlagerungsraum*) (N*, x), 
der festgelegt ist durch 

1. Durch x wird N* holomorph und lokaleigentlich in G mit y(N*) = N 

ildet. Die Faser 7-* y(Q) fiir Q € N ist endlich. 

2. Ist S die kritische Menge von N, so ist y-'(S) = S* diinn in N* und 
x: N*— S* + N—S =N ist umkehrbar holomorph. 

Dieser Uberlagerungsraum hat ferner die Eigenschaften: 

1. Die Anzahl der Punkte von y~'(P) ist.die Anzahl der irreduzibeln ana- 
lytischen Mengenkeime, die durch N in P erzeugt werden. 

2. Sind N¥ die Zu enhangskomponenten von N*, so sind y(N*) die 
irreduzibeln Teile von N. 

Satz 5.1. Hine stetige Abbildung t: N(\A—>H ist dann und nur dann 
holomorph, wenn t x: 4~*(N (\ A) > H holomorph ist"). 

Beweis. a) Die Abbildung t x set holomorph. Dann ist t y auch auf 

y(N nA) holomorph. | Da x: NnA-> y7(N nA) holomorph ist, ist 
auch t=t y x auf NnA holomorph. Da t auf AN stetig ist, ist t 
holomorph. 

b) Die Abbildung t seit holomorph. Dann ist t ¥: y-*(N“™\A)>H Stetig 
und ty: y(N nA) +H holomorph, Da y-'(N\A) — y-(N 0A) 
= S* -\ 7-1(A) diinn ist, ist die Abbildung t 7 nach dem Riemannschen Fort- 
setzungssatz holomorph auf y~!(N /\ A), w.z.b.w. 

Fiir meromorphe Abbildungen gilt nun: 

Satz 5.2. Die holomorphe Abbildung t: N -\ A > H ist dann und nur dann 
(schwach) meromorph auf N, wenn die holomorphe Abbildung t xy : y-1(N ~\ A) > 
—+ H auf N* (schwach) meromorph ist. 

Beweis. a) Sei t schwach meromorph. In N* ist M*= N*— y-1(N 17 A) 
diinn. Sei L eine eindimensionale komplexe Teilmannigfaltigkeit von N* mit 
M*\L= M*-\L ={P,}. Da x lokaleigentlich ist, gibt es eine Umgebung U 
von P,, so daB L’= y(L 1 U) lokalanalytisch in G ist. Da y~' y(P) héchstens 
aus endlich vielen Punkten besteht, ist L’ rein eindimensional. Es ist 


MAL'= y(LAU) AM = y(LAUAM*) ={4(P)}. 
{st P,¢ L’ 7\ M, so gibt es eine Folge P’¢ L’ mit lim P*= P,. Also gibt es 


v-—> oO 


eine Folge P¢ L mit 7(P*) = Pe. Da x lokaleigentlich ist, enthalt P* eine 
konvergente Teilfolge P mit bash Pu — P,. Man erhilt 7(P,) = P,< M und 


Pic LAM*, a.h., P= P, und. P,= 4(P,). Da die Abbildung 7| LAU 
nicht konstant ist und L eine eindimensionale komplexe Mannigfaltigkeit mit 
P,¢ L ist, kann man sich die Umgebung U so gewahlt denken, daB L’ eine 
komplexe Mannigfaltigkeit ist. Sei Q,.¢ 2,,(Po, Z). Dann gibt es eine Folge 
Pre Lo 47 (N VA) mit lim(P", t x(P*)) = (Po, Qo). Es ist x(P") «L'nA 


also Q,¢€ Z,(x(Po), L’). Daher enthalt 2,,(Po, LZ) héchstens einen Punkt. 
Es ist t x schwach meromorph. 





16* 
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Ist t sogar meromorph, so wahlt man eine Folge P*< L — M* mit lim P” 


= Py. Es ist y(P”) ¢ LA und lim y(P") = x(P,). Daher gibt es eine Teil- 
folge (P*) mit lim (4(P"),t x(P"%)) = (x(Po), Qq)- Es ist Qo€ 2, (Py L)- 


p> Oo 
Also ist t y meromorph. 

b) Sei t x (schwach) meromorph. Sei L eine eindimensionale komplexe 
Teilmannigfaltigkeit mit L\~M=LAM={P,} und LCN. Dann ist 
x71 (L) eine eindimensionale lokalanalytische Menge in N*. Seien P},.., Pj 
die Punkte von y~!(P,). Dann gibt es eine Umgebung U von Py, so dab 
x7 (U 7 L) aus endlich vielen komplexen Mannigfaltigkeiten L(y = 1, . . ., n,; 
o=1,...,7) besteht mit L¢-\ M*= [27\ M* = { P%}, wobei L? entweder nur 
aus dem Punkt P% besteht oder eindimensional ist. Sei Q,¢ 2,(P,, Z). Dann 
gibt es eine Folge P*¢ L-\A mit lim(P”’, t(P”)) = (Py, Q,). Da x lokal- 


eigentlich ist und die LZ? nur endlich viele Mannigfaltigkeiten sind, gibt es eine 
Folge Pee L£\ 7%(ANN) mit x(P*) = P* und lim(P™, ¢ x(P")) 


= (P,, Q). Es ist x(P,) = Po, also P,= Py. Folglich ist Qoé 2,,(P%, Le). 
Man erhilt ‘Tae 
Z(Po, L) ¢ U U 2, (Pe, Ie) ? 


e=loe=l1 

weshalb 2,(P,, Z) héchstens aus endlich vielen, also héchstens aus einem 
Punkt besteht. Es ist t schwach meromorph. 

Ist t y sogar meromorph und ist P*¢ LZ A irgend eine gegen P, konver- 
gierende Folge. So gibt es ein L¢ und eine Folge P< L¢ — M* mit lim P” 

p> co 

= Pe und x(P) = P*. Dat x meromorph ist, gibt es eine — wieder mit P’ 
bezeichnete — Teilfolge, fiir die t 7(P’) konvergiert. Es ist Q)= lim t 7(P”) 


te) 
= lim t(P’) € 2, (P,, LZ). Daher ist t meromorph. 


us 

Fir R-meromorphe Abbildungen gilt: 

Satz 5.3. Die holomorphe Abbildung t: N -\ A > H ist dann und nur dann 
R-meromorph (SR-meromorph) auf N, wenn die Abbildung t x: y-1(N 7. A) +H 
auf N* R-meromorph (SR-meromorph) ist. 

Beweis. Sei §: N* x H+ Gx H durch §(R, Q) = (7(R), Q) « N x A de- 
finiert. Es ist & lokaleigentlich und holomorph. Jede Faser von & besteht 
nur aus endlich vielen Punkten. Sei 


T,=TA(N x8), 

S = {(R,r x(R))| RE x*(ANN) = A*}. 
Die abgeschlossene Hiille S von S ist der Graph von rt x. Ist (P, Q) ¢ S, 
so gibt es eine Folge R’¢€ y-!(A \ N) mit lim(R’, t 7(R”)) = (R, Q). Also ist 


£(R, Q) = lim(z(R*),t x(R) PAN x H) =T,,4. h., 7, 2 &(5). Ist (P,Q) 


v-—> 


€T,, so gibt es eine Folge Pe AWN mit lim(P’, r(P*)) =(P, Q). Da x 











Meromorphe Abbildungen komplexer Raume. I 239 


lokaleigentlich ist, gibt es eine Folge P» mit y(P’) = P, die gegen einen 
Punkt P ¢€ y-1(P) konvergiert. Es ist P¢ y-1(N 7 A) und lim(P”, r y(P")) 


) 
ergibt sich T,— &(8). 

Ist also t y R-meromorph, so ist 5 analytisch, also 7’, lokalanalytisch in 
Gx H, d.h. t ist R-meromorph auf N. 

Ist t y SR-meromorph, so ist t zunichst R-meromorph. Sei P’¢€ A mit 
lim P= P,¢ M beliebig gewahlt. Eine konvergente Folge P’ existiert mit 


y(P) = P und lim P»= B, mit y(P,) = Py. Alsoist P,¢ M* und Ps ¢ A*. 
u—> co 

Da t x SR-meromorph ist, gibt es eine — wieder mit P bezeichnete — Teil- 

folge mit lim t ¥(P) = Q,. Es konvergiert 1(P”) =r 7(P™). Daher ist r 


p> oo 
liickenlos und folglich SR-meromorph. 

Ist t R-meromorph, so ist 7’, lokalanalytisch, also ist §-'(7',) lokalanaly- 
tisch in N* x H. Da 7, abgeschlossen in N x H ist, ist §-1(7',) abgeschlossen 
in N* x H. Folglich ist §-1(7',) in N* x H analytisch. O. B. d. A. kann man N 
irreduzibel, also N* zusammenhangend annehmen mit dim NV = dim N* = n. 
Da &: N* x HG xH nur Fasern der Dimension Null hat, ist 

dim §-!(7,) = dim 7,= dim N = dim N* = dim S=n, 
wobei 7’, und S irreduzibel sind. Wegen S ¢ &-!(7’',) ist S analytisch in N* x H 
fortsetzbar. Da S frei ist, wird die Fortsetzung durch § gegeben. Die Ab- 
bildung t x ist R-meromorph. 

Ist t SR-meromorph, also 1 liickenlos und ist P” ¢ A* eine konvergente 
Folge lim P*= P,¢ M*, so strebt 7(P") > x(P,) fir »-+0co mit 7(P")€A 


und P,¢ M. Daher gibt es eine Teilfolge 7(P"*), fiir die t 7(P’*) konvergiert. 
Daher ist t x liickenlos. Da auBerdem t y R-meromorph ist, ist es SR-mero- 
morph, w.z.b.w. 

Wie man speziell sieht, ist der Graph einer holomorphen Abbildung t : N > 
~+ H lokalanalytisch. Die Satze 5.1 bis 5.3 zeigen, daB man sich beim Studium 
der meromorphen Abbildungen auf komplexe Raume beschrinken kann. Aus 
der Definition folgt sofort 

Satz 5.4. Ist t: AH holomorph und meromorph (bzw. schwach, mero- 
morph oder R-meromorph oder SR-meromorph) auf G und ist M'= G — A diinn 
in G, ist ferner N lokalanalytisch in G und N r\ M diinn auf N, so ist r| NOVA 
meromorph (bzw. schwach meromorph bzw. R-meromorph bzw. SR-meromorph) 
auf N. ' 


(Eingegangen am 5. Mai 1958) 
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Eine Charakterisierung der Distributionen 
endlicher Ordnung 
Von 
Hetz Konie in Aachen 


Herrn Professor Dr. HemvricH BEHNKE zum 60. Geburtstag gewidmet 


Im folgenden benutzen wir die von L. Scuwartz') eingefiihrten Begriffe 
und Bezeichnungen. Es sei D der lineare Raum der auf R" definierten unbe- 
schrankt stetig differenzierbaren komplexwertigen Funktionen g mit kom- 
paktem Trager. Fiir jedes 9 > 0 sei D, der Teilraum der Funktionen ¢ ¢ D, 
deren Trager in der abgeschlossenen Kugel B, :|z|< 9 enthalten sind. Fiir 
jedes » ¢ D und jedes m(m = 0, 1, 2, . . .) setzen wir 


| Pl|m= Sup {|D? p(zx)|: x € R, |p| = py+ +++ + pas m}. 


Eine auf R" definierte Schwartzsche Distribution S ist genau dann eine 
Distribution der endlichen Ordnung m, wenn fiir jedes 9 > 0 die obere Grenze 


||S||m(e) = Sup {|S(y)|: yp € D, mit || ~|\m< 1} 
endlich ist. In diesem Falle erhalten wir fiir jedes o € D,, indem wir bei 


festem x¢ R" die durch y,(t)= g(x—t) definierte Funktion y,¢ Dizi +e 
bilden und die Relation S(y,) = (S * gp) (x) beriicksichtigen, die Ungleichung 

(S * gp) (z)| S || Pllm||Sllm(lz| + ©) fir alle x ¢ R*. 
Hieraus folgt: Ist S eine Distribution der endlichen Ordnung m, dann gibt 


es zu jedem o > 0 auf [0,00) eine nichtnegative und monoton wachsende 
Funktion H mit der Eigenschaft, daB fiir alle Funktionen ¢ € D, gilt 

(S * y) (x) = O(A(\21)) fiir || > co; 
man braucht nur H (r) = ||S||,,(r7 + @) zu setzen. 

Diese letzte Aussage ist, wie wir in der vorliegenden Note zeigen, in ver- 
scharfter Form umkehrbar. Damit gewinnen wir eine Charakterisierung der 
Distributionen endlicher Ordnung S durch das Wachstumsverhalten ihrer 
Regularisierten S* gm mit o¢D bei der Bewegung |z|+o. Es gilt der 
folgende 

Satz: Es sei S eine auf R" definierte Schwartzsche Distribution, und es gebe 
ein 0 > 0 und auf [0, cc) eine nichtnegative und monoton wachsende Funktion H 
mit der Eigenschaft, daB fiir alle Funktionen  € D, gilt 

(S * ~) (x) = O(A((|z})) fiir |x| +o. 
Dann ist S eine Distribution. einer gewissen endlichen Ordnung m, und im Falle 
1) Scuwarz, L.: Théorie des Distributions I, II. Paris 1957/51. 
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H + 0 gilt fiir alle hinreichend groBen m 
(1) ||S||m (7) = O((r + e)"H(r + @)) fiir r+ co. 

Die Abschatzung (1) kann, wie schon das Beispiel S = 1 mit H = 1 zeigt, 
allgemein nicht verbessert werden. Den Gedankengang unseres Beweises 
entnehmen wir einer friiheren Note*), in der es sich um Distributionen S auf 
der Zahlengeraden R' handelte, deren Trager in [0, co) enthalten sind. 

Wir betrachten eine lineare Abbildung LZ des Raumes D in den linearen 
Raum C der auf R" definierten stetigen komplexwertigen Funktionen 9. 
L sei stetig in bezug auf die Topologie des induktiven Limes der-D, auf D, 
jeder Raum D, versehen mit der Topologie der gleichmaBigen Konvergenz 
in allen Ableitungen, und in bezug auf die. Topologie der gleichmaBigen Kon- 
vergenz auf allen B, auf C. Jede Distribution S auf R" definiert vermittels 
L yg =8* @ eine solche Abbildung LZ. Diese speziellen Abbildungen L sind 
durch ihre Vertauschbarkeit mit allen Translationen des R* charakterisiert: 
Wenn die Funktionen g, y¢ D durch p(x) = g(z—h) mit festem A ¢ R* 
auseinander hervorgehen, dann gilt auch L w(x) = L p(x —h). 

Hilfssatz 1: Es sei L eine stetige lineare Abbildung von D in C. Dann gibt 


es zu beliebigen 0,0 > 0 einen Index m = m(o, a) mit der Higenschaft, daB fiir 
alle » € D, gilt 


IL p(2)| < Sup {| p(2)|:2<B,| fiir alle x€ B,. 


Beweis: Wir nehmen an, da8 die Behauptung fiir gewisse 9, ¢ > 0 falsch 
ist. Dann gibt es eine Folge von Funktionen ¢,,¢ D, mit 


ee Pm(2) <1 fir alle x ¢€ B, 


und eine Folge von Punkten 2"¢ B, mit |L ¢,,(2")| > 1 (m= 0, 1, 2,...). 
Bei festem p folgt hieraus fiir alle m > Max (p,, .. ., p,) = P 
n—|>| -P \n 
ID? Gal) S Teepe ar Ser? (RE) 
also die gleichmaBige Konvergenz der D? g,, gegen Null. Die L ¢,, konver- 
gieren daher auf B, gleichmaBig gegen Null, im Widerspruch zu |L ¢,,(2™)| > 1. 
Damit ist Hilfssatz 1 bewiesen. 
Hilfssatz 2: Es sei L eine stetige lineare Abbildung von D in C, und es gebe 
ein @ > 0 und auf [0, cc) eine monoton wachsende Funktion H mit H(0) 2 1 
mit der Eigenschaft, daf fiir alle Funktionen  € D, gilt 


L ¢(x) = O(A (\z))) fiir, |x| + oc . 


Dann gibt es einen Index m und ein M > 0 mit der Ligenschaft, daB fiir alle 
Funktionen o € D, gilt 








\L p(x)| SM || 9|\mH (|x|) fiir alle x € Re. 
Beweis: Wir nehmen an, daB die Behauptung falsch ist. Wir wahlen 
rekursiv eine Folge von Indizes m,, zwei Folgen von Zahlen M,, S;> 0, eine 


*) Konia, H.: Uber das Wachstumsverhalten von linearen Funktionaltransformationen. 
Arch. Math. 9, 94—101 (1958). 
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Folge von Funktionen g,¢€ D, mit || 9j||mjn< 1 und mit 


(2) IL y,(2)| < 8,H(\z|) fir alle x ¢ R” 
sowie eine Folge von Punkten 2/¢ R* mit 
(3) \L 9; (2*)| > M,H (\24|) 


(j = 1, 2, . . .) in der folgenden Weise: Im Falle j = 1 sei m,= M,=1. Dann 
kénnen wir auf Grund unserer Annahme die Funktion 9, ¢ D, mit || 3|\m,n< 1 
und den Punkt z'¢ R" so wahlen, daB (3) erfillt ist. Hierauf bestimmen wir 
S,> 0 so, daB auch (2) erfillt ist. Es sei nun j = 2, und die betrachteten 
GréBen seien fir 1< k <j --1 bereits festgelegt. Dann wahlen wir einen 
Index m,;> m,_, mit 


(4) m,= m(o, |x*|) +5 fir 1<k<j—1 
und setzen 
(5) M,= 8,+ +++ + Sy + 2+ eter. 


Hierauf kénnen wir auf Grund unserer Annahme die Funktion g,¢ D, mit 
|| P;llmyn<S= 1 und den Punkt 2/¢ R*" so wahlen, daB (3) erfiillt ist. Und schlieB- 
lich wird S;> 0 so bestimmt, daB auch (2) erfiillt ist. 

Wir betrachten nun die durch 


gk 
yx(z) = DY —;(z) 
j=1 


definierten Funktionen y,¢ D,(k=1,2,...). Bei festem p hat man fir 
alle k,lImit Psk<l 


I 
|D° y,(z) — DP y,(z)|< XY |D*¢,(z)|< 
j=k+1 


< (29)"?-|»! y (fer y" e e2eyr-ini( ¥ (29) )’ 


jmb+1\(m—P)! jekti-p ?! 





die D? y, konvergieren also gleichmaBig gegen die Ableitung D? y der durch 


p(x) =) Y;({z) 
j=1 


gegebenen Funktion p ¢ D,. Daher gilt auch 


(6) L y(z) =~2t Y, (2) . 


Nun hat man im Falle j > k 


am (e. |z*|) 


(29) — ™@e. |z*)) n 
pameray %3 (2) <( 


(m,— m(e, |z*)))! 





und daher nach Hilfssatz 1 


(29) — me. |=40 y 
IL y;(z*)| s (ger, 
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Fir k = 2 folgt hieraus und aus (2) bis (6) 
M,H (\z*|) —|L y(z*)| < |L p(2*) —L ¢,(2*)| 


k-1 
<5 otenl+ EF ik ote 


+1 
S(S+-+++ 8-) Hey + FY (SH) 
jmk+1\ ? 


< (S,+ +++ + Sy-,+ ee") H(|z*|) = (M, — 2*) H(\z*|) 
und mithin 
\L p(x*)| > 2*H\x*\) , 


im Widerspruch zu unserer Voraussetzung. Damit ist Hilfssatz 2 bewiesen. 
Hilfssatz 3: Es sei S eine auf R” definierte Schwartzsche Distribution. Es 
gebe ein 0 > 0, auf [0, co) eine monoton wachsende Funktion H mit H(0) = 1, 
einen Index m und ein M > 0 mit der Higenschaft, daf fiir alle Funktionen 
y € D, gilt 
(S * g) (x)| S M || q||m A (|2|) fiir alle x € R*. 
Dann gibt es ein N > 0 mit der Eigenschaft, daf fiir alle r > 0 und alle Funktionen 
yp € D, gilt 
(7) (S$ * g) (2) SN |gllm(r + oA (\z|+1r+0) fiir alle x € R. 
Beweis: Wir wahlen auf der Zahlengeraden RF! eine feste mdnoton wach- 
sende und unbeschrankt stetig differenzierbare Funktion f/ mit f(t) = 0 fiir 
t < 0 und f(t) = 1 fir ¢ > 1 und setzen 


K = Sup {/f/%()|:0<t<1, O<Sjsm}. 


Wir ordnen ferner jedem Punkte A¢ R* mit ganzzahligen Koordinaten 
hy, « « -» Ay, die durch 


F(z) =(1(™ 2,—a,+ 1) —1(@ %,-h)) 
- (1( 2,—a,+ 1)—1(™ ,—m,)) 
definierte nichtnegative Funktion F,¢ D zu. Der Trager von F, ist in der 


Kugel 2— T= i S oe enthalten, und es gilt offenbar 
n 





(8) >» F,(z)=1 fiir alle x ¢ R*. 
a 


Wir wahlen nun ein festes r > 0 und eine Funktion @ ¢ D,. In der aus (8) 
folgenden Zerlegung 


(9) v(x) =2) v(x) F(x) = 7a Pr (2) fiir alle x ¢ R" 


kénnen die Funkionen g F,= 9, ¢ D héchstens fir We i < r+ von Null 
n 


verschieden sein. Die Anzahl der in (9) vorkommenden Summanden ist also 


Ser 
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kleiner als 

(10) (2 yn 7*e - 1)" < (2¥)" (r+ eo). 
@ 

Ferner hat man fiir alle p mit |p| < m 


D> anal = E (?) olla A (H)"— xe (1 +1)" ihm 


0 
und mithin 


(11) II Palle = K* (+ 1)" ipl 


Nun liegt der Trager von ¢, in der Kugel 
der durch 





2 -- hi <S e und daher der Trager 
yn | 


Yaz) = Pr (2+ ie i) 


definierten Funktion y,¢ D in B,. Hieraus folgt nach Voraussetzung 


\(S * a) (x)| S M || Pal|mH (|z|) fir alle x ¢ R" 
und mithin 
(9 9) (2)] <M lalla H (|2—E-Al) <M ll gall H (lal +4 + @) 
fiir allie x € R*. 


Auf Grund von (9), (10) und (11) erhalten wir daher 


= m n 
\(S * @) (x)| < MK (t= + 1) (212) (r + @)" || Pl|m H (|x| + 7+ @) 
fiir alle x ¢ R" 
und damit die behauptete Ungleichung (7) mit der Konstanten 
N=M K* (= + 1)" (2i)". 
4 @ 

Damit ist Hilfssatz 3 bewiesen. 

Die Behauptung unseres Satzes folgt nun unmittelbar aus den Hilfs- 
sitzen 2 und 3. In der Tat gibt es hiernach unter den Voraussetzungen des 


Satzes einen Index m und ein N > 0 mit der Eigenschaft, daB fiir alle r > 0 
und alle Funktionen ¢ ¢€ D, gilt 


\(S * p) (z)| < N || ol|n(r7 + 0)" (1 + A(\z|+ r+ o)) fiir alle x € R". 
Hieraus folgt insbesondere 
|S(p)| = N || pl|m(r + oe)" + A(r + @))- 
Es gilt mithin 
\|Si|m(r) S N(r + 0)*(1 + H(r + @)) fir alle r>0. 
S ist also eine Distribution der endlichen Ordnung m, und im Falle H + 0 


erhalten wir sofort die asymptotische Relation (1). Damit ist unser Satz 
bewiesen. 


(Eingegangen am 6. September 1958 ) 
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Einleitung 


1. In der Funktionentheorie mehrerer komplexer Veranderlichen hat man 
schon sehr friih mehrdeutige holomorphe Funktionen untersucht. Wie in der 
klassischen Funktionentheorie ist man jedoch auch hier bald der Idee Riz- 
MANNS gefolgt, die mehrdeutigen Funktionen auf mehrblittrigen Gebieten 
iiber dem n-dimensionalen komplexen Zahlenraum C* zu betrachten. Eine 
erste Beschreibung dieser sog. Riemannschen Gebiete wurde 1932 von H. Car- 
TAN und P. THULLEN [5] gegeben; jedoch wurden vorerst alle Verzweigungs- 
punkte von der Betrachtung ausgeschlossen. Noch im gleichen Jahr machte 
C. Canatutopory [4] in seinem Vortrag auf dem KongreB in Ziirich den 
Vorschlag, ahnlich wie im Fall n = 1 eine allgemeine Theorie der ho.omorphen 
und meromorphen Funktionen auf abstrakten Riemannschen Geoieten be- 
liebiger Dimension aufzubauen. Die Carathéodorysche Definition des abstrakten 
Riemannschen Gebietes wurde spaiter von O. TeIcHMULLER [33] und vor allem 


* Das Hauptresultat der vorliegenden Arbeit wurde in einer CR-Note der Verff. 
angekiindigt; vgl. [18] 
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von H. Horr [22] vereinfacht; der so wiederentdeckte Begriff ist heute unter 
dem Namen ,,komplexe Mannigfaltigkeit“ allgemein bekannt. 

Bereits aus den Anfangen der klassischen algebraischen Geometrie weiB 
man, daB algebraische Mengen sog. nichtuniformisierbare Punkte aufweisen 
kénnen: es kann Punkte geben, die keine Umgebungen von der analytischen 
Struktur der Hyperkugel besitzen. Algebraische Mengen sind also im all- 
gemeinen keine komplexen Mannigfaltigkeiten. Die spezielle algebraische 
Menge w*— z,z,= 0, auf der der Nullpunkt ein nichtuniformisierbarer Punkt 
ist, kann als das natiirliche analytische Gebilde der 2-deutigen holomorphen 
Funktion /z,z, aufgefaBt werden; das zeigt, daB die analytischen Gebilde von 
holomorphen Funktionen mehrerer Veranderlichen im allgemeinen nicht tiberall 
die Struktur einer komplexen Mannigfaltigkeit haben kénnen. Komplexe 
Mannigfaltigkeiten sind also noch keineswegs die echten héherdimensionalen 
Analoga der Riemannschen Flachen. 

2. Im Jahr 1951 wurden erstmals — und zwar von H. BenNnKe und 
K. Srern [1] einerseits und von H. Cartan [7] andererseits — Verallgemeine- 
rungen des Begriffs der komplexen Mannigfaltigkeit gegeben, die den 
funktionentheoretischen Belangen gerecht werden. Die von den genannten 
Autoren vorgeschlagenen Begriffe werden heute beide als komplexe Raume 
bezeichnet (espace analytique). Komplexe Riume im Sinne von H. BEHNKE 
und K. Srern besitzen lokal die Struktur einer analytischen Uberlagerung eines 
Gebiets im C": unter einer analytischen Uberlagerung eines Gebietes G CC" 
wird dabei eine endlich-blittrige und unbegrenzte, aber verzweigte Uber- 
lagerung von G@ verstanden, bei der alle Verzweigungspunkte iiber einer in G 
analytischen Menge liegen'). Komplexe Raume im Sinne von H. Cartan 
besitzen lokal die Struktur einer normalen analytischen Menge *) ; dabei heiBt eine 
analytische Menge normal, wenn in jedem ihrer Punkte der Ring der auf die 
Menge beschrankten holomorphen Funktionen ganz abgeschlossen in seinem 
Quotientenring ist. 

Der Cartansche Begriff wurde spiter von J. P. Serre [31] noch verall- 
gemeinert; komplexe Raume im Sinn von Serre kénnen lokal die Struktur 
einer beliebigen analytischen Menge haben. Solche Serreschen Raume werden 
in dieser Arbeit kurz S-Raiume genannt; die spezielleren Cartanschen Riume 
nennen wir £,-Raume. Romplexe Riume im Sinne von H. BeHNKE und 
K. Stern bezeichnen wir als «-Raume. 

Eine sinnvolle und befriedigende Funktionentheorie konnte bislang nur 
in £-Raumen entwickelt werden. Unter anderem hat man die allgemeine 
Theorie der koharenten analytischen Garben lediglich iiber 8-Raiumen auf- 








1) H. Bennxe und K. Srern benutzen in ihrer Definition die Terminologie der sim- 
plizialen Topologie; sie postulieren insbesondere, daB die analytischen Uberlagerungen 
Pseudomannigfaltigkeiten im Sinne von [29] sind. Inzwischen wurde diese Definition 
von den Verff. [15] wesentlich vereinfacht; die Charakterisierung der analytischen 
Uberlagerungen geschieht ohne Benutzung der Begriffe der kombinatorischen Topologie. 

*) Die urspriinglich von H. Cartan gegebene Definition ist etwas anders und macht 
Gebraucli von der Tatsache, daB es zu jeder analytischen Menge einen sog. Parameter- 
raum gibt. 
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bauen kénnen. Andererseits treten bei ,,analytischen Zerlegungen‘‘ — selbst 
von komplexen Mannigfaltigkeiten — als Quotientenriume komplexe «-Raume 
auf, von denen sich nicht ohne weiteres zeigen l4Bt, daB sie auch §-Réiume 
sind (vgl. [32], p. 89). Es ist daher wichtig, Beziehungen zwischen «-Raumen 
und £-Raéumen nachzuweisen. Aus dem in [28] hergeleiteten Einbettungssatz 
ergibt sich zuniachst leicht (vgl. Satz 30), daB jeder f,-Raum ein a-Raum ist; 
der urspriingliche Cartansche Begriff des komplexen Raumes subsummiert 
sich somit unter den Begriff des komplexen Raumes von H. BEHNKE und 
K. Srern. Indessen zeigt sich, daB umgekehrt alle «-Raume, die zugleich 
f-Raume sind, eine spezielle Eigenschaft haben: sie tragen lokal die Struktur 
von sog. algebroiden Uberlagerungen. Algebroide Uberlagerungen sind solche 
analytischen Uberlagerungen, deren Verzweigungsverhalten im Kleinen durch 
das Verzweigungsverhalten einer algebroiden, d. h. mehrdeutigen holomorphen 
Funktion realisiert werden kann*). Solche speziellen «-Raiume nennen wir 
«,-Raume; es folgt wiederum leicht aus einem grundlegenden Satz von K. Oxa, 
daB jeder «,-Raum ein f,-Raum ist. 

Als Hauptresultat der vorliegenden Arbeit ergibt sich nun: 

Jeder a-Raum ist ein x,-Raum. 

Damit wird eine bereits von H. Benwxe und K. Srern in [1] aufgeworfene 
Frage beantwortet (vgl. p. 6); insbesondere folgt, daB die Definitionen des 
komplexen Raumes, wie sie von H. BEHNKE und K. STEIN sowie von H. Cartan 
gegeben wurden, aquivalent sind. Die Klasse der «-Raume ist also eine echte 
Teilmenge der Klasse der 6-Raume. 

3. Es sei nun ein kurzer Uberblick iiber den Inhalt und Aufbau der vor- 
liegenden Arbeit gegeben. In §1 sind die fiir uns wichtigen Begriffe und 
Satze aus der allgemeinen Topologie sowie aus der lokalen Theorie der analyti- 
schen Mengen zusammengestellt (Dimension, lokalirreduzibel, Einbettungs- 
satz usw.). Der Begriff der analytischen Uberlagerung wird in § 2 definiert; 
die topologische Struktur solcher Uberlagerungen wird weitgehend geklart. 
In §3 sind die Grundlagen der Funktionentheorie auf analytischen Uber- 
lagerungen dargestellt; der fiir die Anwendungen wichtige Riemannsche Fort- 
setzungssatz wird fiir holomorphe und meromorphe Funktionen bewiesen. 
§ 4 enthalt alsdann die exakte Definition des «-Raumes. «-Réume, versehen 
mit der Garbe der Keime der holomorphen Funktionen, werden nun als 
geringte Raume aufgefaBt; § 5 gibt eine Einfiihrung in die Theorie solcher 
Raume‘). Insbesondere werden ,,morphe“ Vektorraumbiindel iiber geringten 
Raumen studiert; weiter werden Bilder und Urbilder von ,,morphen“ Garben 
beziiglich ,,morplier‘‘ Abbildungen eingefiihrt’). Als spezielle geringte Riume 


%) In [18] wurden solche Uberlagerungen Cartansche Uberlagerungen genannt. In 
einigen friiheren Arbeiten heiBen sie C-Uberlagerungen. 

*) Bereits H. Weyt faBt in seinem 1913 erschienenen Buche ,,Die Idee der Riemann- 
schen Flache“ Riemannsche Flachen als geringte Raiume auf, vgl. insbesondere p. 36. 
Spater hat C. Cuevattey [11] die reell-analytischen Mannigfaltigkeiten durch ihre 
geringte Struktur charakterisiert. Den allgemeinen Begriff des geringten Raumes hat 
H, Cartan [10] eingefiihrt. 

5) Zu diesen Begriffen vgl. auch [19]. 
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werden sodann in § 6 die 8-Raume definiert. B-Raume, deren Strukturgarbe 
eine Garbe von Integritétsringen ist, nennen wir £,-Raume; ist jeder Inte- 
gritatsring ganz abgeschlossen in seinem Quotientenkérper, so ist der 8,-Raum 
ein £,-Raum. In §7 wird die Struktur von £-Raéumen naher untersucht, 
es wird bewiesen : 

a) Fiir einen B-Raum gilt der Riemannsche Fortsetzungssatz fiir holomorphe 
Funktionen genau dann, wenn er ein B,-Raum ist*). 

b) Zu jedem B-Raum R gibt es einen eindeutig bestimmten B,-Raum R*, 
der durch eine holomorphe, auBerhalb einer in R* nirgends dichten analytischen 
Menge biholomorphe Abbildung auf R bezogen ist (Normalisierung von R). 

Der Vektorraum H°(R, ©) der Schnittflachen in der Strukturgarbe 0 eines 
B-Raumes R, d. h. der Raum der in R holomorphen Funktionen, wird in § 8 
untersucht. Es wird gezeigt: 

c) Der Vektorraum H®(R, ©) ist, versehen mit der Topologie der kompakten 
Konvergenz, vollstindig, d.h. ist f, eine Folge von in R holomorphen Funktionen, 
die kompakt gegen eine Grenzfunktion f konvergiert, so ist f holomorph in R’). 

In §9 wird ein bekannter Satz von F. Hartrocs auf #-Raume verall- 
gemeinert. Es gilt: 

d) Eine komplex-wertige Funktion f auf dem cartesischen Produkt X, x X, 
zweier f-Riume X,, X, ist bereits dann holomorph auf X, x X,, wenn jede 
Funktion f | x, x X, und f | X, x x, 2, ¢ X,,2,¢€ X, beliebig, holomorph ist*). 

In § 10 wird gezeigt, daB die Klasse der «,-Riume mit der Klasse der 
8,-Raume iibereinstimmt. Die restlichen Paragraphen sind dann dem Haupt- 
anliegen der vorliegenden Arbeit gewidmet; in ihnen wird bewiesen, daB jeder 
a«-Raum ein «,-Raum ist. In §11 werden vorbereitend verschiedene Typen 
von analytischen Uberlagerungen untersucht. Unter einer a-Uberlagerung 
verstehen wir spezielle analytische Uberlagerungen iiber Produkten G" x P', 
wo G* ein Gebiet im C" und P' die Riemannsche Zahlenkugel ist. Es wird 
gezeigt, daB man zu jeder a-Uberlagerung von G" x P! stets eine in G" héchstens 
(n — 2)-dimensionale analytische Menge A finden kann, so daB die Uber- 
lagerung, beschrankt auf (@"— A) x P!, lokal aquivalent zu einer sog. b-Uber- 
lagerung ist; diese b-Uberlagerungen haben, obgleich sie (n + 1)-dimensional 
sind, keine ,,kompliziertere Verzweigungsstruktur“ als 2-dimensionale analyti- 
sche Uberlagerungen. Noch einfacher verzweigt als b-Uberlagerungen sind 
die sog. c-Uberlagerungen; es wird bewiesen, daB iiber jeder b-Uberlagerung 
eine analytische Uberlagerung existiert, die biholomorph auf eine c-Uber- 
lagerung abgebildet werden kann. Es laBt sich nun unter Verwendung des 
verallgemeinerten o-Prozesses zeigen, daB jede c-Uberlagerung algebroid ist 
(vgl. § 14). Daraus ergibt sich unmittelbar, daB auch jede b-Uberlagerung 





*) Dagegen laBt sich zeigen, daB der Riemannsche Fortsetzungssatz fiir meromorphe 
i in jedem §-Raum gilt. 
*) Dieser Satz ist fiir beliebige 8-Raume nicht trivial. 
*) Das cartesische Produkt zweier 6-Raume kann in natiirlicher Weise wieder als ein 
6-Raum aufgefaBt werden (vgl. § 6). 
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algebroid ist (§ 11). Jede a-Uberlagerurig von G" x P" ist daher iiber (G@"— A) x 

x P! algebroid. In den §§ 12. 13 wird sodann aus diesem Resultat unter Ver- 
wendung der Theorie der kohérenten analytischen Garben der allgemeine Satz 
fir a-Uberlagerungen abgeleitet. Da aber a-Uberlagerungen schon so ver- 
zweigt sind wie allgemeine analytische Uberlagerungen, folgt hieraus, da8 
jeder a-Raum ein «,-Raum ist. 

Es sei uns gestattet, an dieser Stelle unseren verehrten Lehrern, den 
Herren Professoren Dr. HernricH BEHNKE und Dr. Kart Srety, fiir die An- 
regungen zu der vorliegenden Untersuchung zu danken. Von ihnen wurden 
wir auf die Méglichkeit aufmerksam gemacht, unser Hauptproblem durch 
Untersuchung analytischer Uberlagerungen von G" « P! — das sind Scharen 
kompakter Riemannscher Flachen — zu lésen. 


§ 1. Allgemeine Vorbereitungen 


1. Wir bendtigen in dieser Arbeit ein Kriterium iiber die Fortsetzbarkeit 
stetiger Abbildungen. Ist A* ein iiberall dichter Teilraum eines topologischen 
Raumes A und t*: A*- A, eine stetige Abbildung von A* in einen regularen 
Hausdorffschen Raum 4A,, so ist bekanntlich t* genau dann in eindeutiger 
Weise zu einer stetigen Abbildung t: A + A, von ganz A in A, fortsetzbar, 
wenn die folgende Bedingung erfiillt ist (vgl. [2], théoréme 1, p. 54): 

Fortsetzbarkeitsbedingung: Ist a ¢ A irgendein Punkt und U(a) der Nachbar- 
schaftsfilter von a, so konvergiert die t*-Bildfilterbasis t*(U,+(a)) der Spuren- 
filterbasis U,4+(a) von U(a) auf A* in A,*). 

Wir geben im folgenden ein einfaches Kriterium dafiir an, daB diese Fort- 
setzbarkeitsbedingung erfiillt ist. Wir definieren zunichst: 

Definition 1 (Nicht zerlegende Menge, nirgends zerlegende Menge): Eine 
nirgends dichte Teilmenge S eines topologischen Raumes A zerlegt A nicht in 
einem Punkt a ¢€ A, wenn jede zusammenhiingende Umgebung U von a eine 
Umgebung V von a enthiilt, so daB V— S offen und zusammenhiingend ist. 

S zerlegt A nirgends, wenn S den Raum A in jedem Punkt a ¢ A nicht zer- 
legt. 

Es folgt sofort: Zerlegt S den Raum A nirgends und ist TCS eine abge- 
schlossene Menge in A, so zerlegt auch T den Raum A nirgends. 

Wir beweisen nun: 

Satz 1: Es sei A ein topologischer, lokal zusammenhiingender Raum und S 
eine A nirgends zerlegende Menge; A, sei ein regulirer Hausdorffscher Raum. 
Dann ist fiir eine stetige Abbildung t*: A*-+ A,, A*: = A — S, die Fortsetzbar- 
keitsbedingung sicher dann erfiillt, wenn die folgenden beiden Bedingungen 
statthaben: 

a) Fiir jedes a € S ist die Menge B, der Beriihrungspunkte der Bildfilterbasis 
t* (UL 4+(a)) diskret in Ay. 


*) In der Terminologie folgen wir, wenn nicht ausdriicklich anders erwihnt, N. Bour 
BAKI. ,,Voisinage“ ist mit Nachbarschaft iibersetzt; eine offene Nachbarschaft wir! 
Umgebung genannt. 
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B) Ist a€S und AjCA, 80 beschaffen, daB die Spurenfilterbasis von 
t* (U4+(a)) auf A; existiert, so besitzt dieselbe wenigstens einen Beriihrungspunkt. 
Beweis: Wegen ) ist keine Menge B,, wo a ¢ S, leer. Wir wahlen zu den 
Punkten a,¢ B, paarweise disjunkte Umgebungen U(a,) und setzen V(a,) 
i= TU (a,)). Dann muB es eine Nachbarschaft V, von a geben mit V,7 
r\ A* Cc U V(a,). Ware das namlich nicht der Fall, so wire keine der Mengen 


a,€B, 
t*(Wr\ A*) (A, — Vu (a,)), wo W € U(a), leer. Daher existiert die Spuren- 
a 
filterbasis von t*(U,-(a)) auf A,— U U(a,); dieselbe miBte nach f) einen 
Be 


a,€ 

Beriihrungspunkt a* ¢ A, besitzen. Das ist aber nicht méglich, da notwendig 
gelten miiBte a*¢ B,, was nicht sein kann. Wir kénnen nun V, insbesondere 
so wahlen, daB V,/\A* zusammenhangend ist. Dann liegt t*(V,7 A*) in 
genau einer Menge U (a;), aj € B,. Hieraus folgt aber, daB gilt: B,= {aj}. Es 
bleibt zu zeigen, daB t*(U,-(a)) gegen a, konvergiert. Sei U’ irgendeine 
Umgebung von aj. Dann muB8 wenigstens eine der Mengen t*(W/\ 
(\ A*)-\(A,— U’), wo W €U(a), leer sein, da sich sonst analog wie oben 
aus #) ein Widerspruch ergibt. Also gibt es ein W,¢ U(a) mit t*(W, 7 A*) 
CU’. Das bedeutet aber, daB r*(U,-(a)) gegen a; konvergiert, w.z.b.w. 

Anmerkung: Die Bedingung f) ist sicher erfiillt, wenn folgendes gilt : 

B’) Es gibt zu jedem Punkt a € S eine Nachbarschaft U(a) und eine in A, 
kompakte Menge K,, so daB t*(U (a) -\ A*) Cc K,. 

Eine stetige Abbildung mége nirgends entartet genannt werden, wenn die 
Urbildmenge eines jeden Bildpunktes eine diskrete Menge ist. Dann ergibt 
sich aus Satz 1 unmittelbar der folgende, bereits von K. Srern (vgl. [32], 
p. 68) bewiesene 

Satz 2: Es sei A ein topologischer, lokal zusammenhingender Raum und S 
eine A nirgends zerlegende Menge. t* : A*-> A,, wo A*: =A— 8, sei eine stetige 
Abbildung in einen lokal kompakten Raum A,. Es existiere eine eigentliche 
nirgends entartete Abbildung p:A,~A, von A, in einen lokal kompakten 
Raum A,, so daB pOrt* : A*-> A, zu einer stetigen Abbildung wy : A > A, fort- 
setzbar ist. Dann ist auch t* eindeutig zu einer stetigen Abbildung t: A + A, 
fortsetzbar. 

Berweis: Da A, insbesondere ein regulérer Hausdorffscher Raum ist 
(vgl. [2], p. 98), geniigt es zu zeigen, daB fiir t* die Bedingungen «) und f’) 
erfiillt sind. Es sei a ¢ S ein beliebiger Punkt. Fiir jeden Beriihrungspunkt a, 
von T*(U4+(a)) gilt dann (a,) = y(a), so daB die Menge B, aller dieser Be- 
rihrungspunkte in oy (a)) enthalten ist. Die Menge ey (a)) ist aber diskret 
(sogar endlich) in A,, mithin ist auch B, diskret. 

Um ff’) zu bestatigen, sei K, eine kompakte Nachbarschaft von y(a). 
Dann ist » (K,) eine Nachbarschaft von a, weiter ist 9 (K;) kompakt in A, 
und es gilt: r* (w (K,) \ A*) C @ (K;). — Damit ist Satz 2 bewiesen. 

2. Wir werden spater bendtigen 

Hilfssatz 1: Es sei p: A > A, eine stetige nirgends entartete Abbildung eines 
lokal kompakten Raumes A in einen lokal kompakten Raum A,. a€ A sei ein 
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beliebiger Punkt; U' bzw. Vi, sei eine Nachbarschaft von a bzw. p(a). Dann gibt es 
Umgebungen U bzw. V, von a bzw. y(a) mit Uc U’, V,C Vj, so dap gy: U>V, 
eine eigentliche Abbildung von U in V, ist). 

Beweis: Es sei 0 <U’ eine kompakte Nachbarschaft von a. Da @ nirgends 
entartet ist, gibt es h6chstens endlich viele vona verschiedene Punktea®), . . . a“) 
in D mit y(a®) = p(a) =:a,,0=1,...,7. Man kann dann eine Umgebung W 
von {a®, . . ., a} finden, so daB U* : = 0 —W eine kompakte Nachbarschaft 
von a ist. Da U* 9 (@(a)) =a, so gilt also: a, ¢ p(U*— U*), wenn wir mit 
U* den offenen Kern von U* bezeichnen. go(U*— U *) ist als stetiges Bild 
einer kompakten Menge kompakt und mithin abgeschlossen in A,. Daher 
gibt es eine Umgebung V, von a, mit V, Cc Vj, so daB V,~\ »(U*— U*) leer ist. 
Wir setzen nun: U: = @9(V,)n Ut= G(V,)A U* und behaupten, daB o| U 
eine eigentliche Abbildung von U in J, ist. 

Sei M kompakt in V,. Die Menge N : = g(M)/- U ist genau dann kompakt 
in U, wenn jeder Filter § auf N einen Beriihrungspunkt in N hat. Sicher 
hat § in U* > N einen Beriihrungspunkt a*. Der Bildfilter y(F) von F auf M 
hat dann aus Stetigkeitsgriinden den Beriihrungspunkt g(a*). Es gilt 
y(a*) € M, da M abgeschlossen ist. Es folgt mithin a*¢ N, q.e.d. 

Eine stetige Abbildung w: (0,1) + A des abgeschlossenen Einheitsinter- 
valls (0,1) der reellen Zahlengeraden in einen topologischen Raum A heiBt 
ein Weg in A; w(0) bzw. w(1) hei®Bt der Anfangspunkt bzw. Endpunkt dieses 
Weges. Ein topologischer Raum A heiBt in bezug auf Wege zusammenhingend 
(kurz: weg enhiingend), wenn es zu 2 beliebigen Punkten ap, a, ¢ A einen 
Weg w in A mit w(0) = ay, w(1) = a, gibt. A heiBt lokal wegzusammenhingend, 
wenn jeder Punkt a eine Nachbarschaftsbasis {V,} mit wegzusammenhangen- 
den Mengen V, besitzt; dann besitzt jeder Punkt a auch eine Umgebungsbasis 
mit solchen Mengen. — Man beweist leicht: 

a) Jeder weg enhiingende Raum A ist zusammenhingend. Hin zu- 
sammenhdngender, lokal wegzusammenhingender Raum ist wegzusammenhingend. 

Weiter gilt: 

a’) Es sei A ein topologischer Raum; M sei eine abgeschlossene, nirgends 
dichte Menge in A, so daB A — M lokal wegzusammenhiingend ist. Zu jedem 
Punkt a¢€ M gebe es eine Umgebungsbasis {U,}, «¢ I,, so dap jeder Punkt 
a ¢U,—M,1€1,, in U, mit a durch einen Weg verbindbar ist. Dann ist A lokal 
wegzusammenhingend. 

Zum Beweis geniigt es zu zeigen, daB jele Umgebung U, wegzusammen- 
hangend ist. Dazu hat man nur zu zeigen, daB jeder Punkt a’¢ U, mit a 
in U, durch einen Weg verbindbar ist. Fiir Punkte a’¢ U,— M ist das nach 
Voraussetzung richtig. Sei also a’¢ M. Ist dann {V,}, j ¢ J,, die zu a’ gemaB 
Voraussetzung existierende Umgebungsbasis, so gibt es zu jedem ¢¢€J, ein 
i()€ Iq, so daB VyCU, Da nuna’ in Vy) Cc U durch einen Weg mit jedem 
Punkt a’ ¢ V,.)— M verbunden werden kann, l48t sich a’ auch mit a selbst 
in U, tiber ein solches @’ durch einen Weg verbinden. 

10) Vgl. auch [32], Hilfssatz 3, wo eine noch allgemeinere Aussage bewiesen wird. 
Math. Ann. 136 17 
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Wir merken noch an: 

b) Eine abgeschlossene nirgends dichte Teilmenge eines lokal wegzusammen- 
hiingenden Raumes A zerlegt A genau dann nirgends, wenn puigenties 7 Ist 
DCA offen und zu hiingend, so ist auch D — S zu 

Der Beweis ist trivial und sei dem Leser iiberlassen. 

Eine Abbildung gy: A + A, eines topologischen Raums A in einen topo- 
logischen Raum A, heiBtoffen, wenn das Bild p{V) einer jeden offenen Menge 
V cA offen in A, ist. Wir beweisen das folgende 

Lemma: Es seien A, A, lokal kompakt, A, sei lokal wegzusammenhingend. 
gy: AA, sei stetig und nirgends entartet ; es sei S,C A, eine A, nirgends zer- 
legende Menge, so daB Q (S,) nirgends dicht in A liegt. Ist dann wy: A — @ (S,) > 
+ A,— 8S, offen, so ist auch p: A + A, offen. 

Beweis: Es geniigt, folgendes zu zeigen: Ist a ¢€ A beliebig, so gibt es zu 
jeder Umgebung U’ von a eine Umgebung W, von g(a) mit g(U’)> W,. Wir 
wahlen zunachst eine in U’ enthaltene abgeschlossene Nachbarschaft U* 
von a. Es gibt dann nach Hilfssatz 1 eine relativ kompakte Umgebung U 
von a mit U c U* und eine Umgebung V, von (a), so daB —| U eine eigent- 
liche Abbildung von U in JV, ist. Wir wahlen weiter eine wegzusammen- 
hangende Umgebung W, von g(a) mit W,C V, und behaupten: »(U)> Wy. 
Dann gilt wegen Uc U* CU’ erst recht: y(U')> Wy. 

Wir zeigen zunachst: g(U)>W,—S,. Es sei @ ¢ U—@ (S,) irgendein 
Punkt mit g(a) =a@,¢W,— S,. Ist dann a,¢ W,—S, beliebig, so sei w(t), 
0<t<1, ein Weg in W,—S, mit w(0)=4@,, w(l)=<a,: ein solcher Weg 
existiert, da S, den Raum 4A, nirgends zerlegt. Es bezeichne 7 die Menge 
aller ¢ € <0, 1), zu denen es ein @€ U mit o(@) = w(t) gibt. Dann gilt 0 €7. 
Da e (w(<0, 1)))c A — @ (S;) und g|A —¢ (5) offen ist, folgt sofort, daB T 
eine offene Teilmenge von <0, 1) ist. 7 ist aber such abgeschlossen. Es gilt 
namlich: 7T'= w(¢e (w<0, 1) \ U)); und da ra (w <0, 1))AU wegen der 
Eigentlichkeit von g: U + V, kompakt ist, folgt, daB op (w (0,15) \ U) und 
dann auch 7’ abgeschlossen ist. Mithin muB gelten: 7'= <0, 1). Daher besitzt 
auch a,= w(1) ein g-Urbild in U. 

Sei nun aj € W, beliebig. Wir betrachten das MengensystemG, : = {U,— S,}, 
wo U, den Nachbarschaftsfilter von a; durchlauft. §, ist eine Filterbasis, 
die gegen a; konvergiert. Auf Grund des bereits Bewiesenen ist keine Menge 
@ (U,;— S,) AU leer. Die Urbildfilterbasis 9 (G,) existiert also und hat, da U 
relativ kompakt ist, mindestens einen Berihrungspunkt a’ in U. Aus Stetig- 
keitsgriinden ist g(a’) ein Beriithrungspunkt von §,. Da §, aber nur aj als 
Berihrungspunkt hat, muB gelten: g(a’)=aj. Mithin folgt (J)>W,, 
w.z.b.w. 

3. Wir stellen in den weiteren Abschnitten dieses Paragraphen grund- 
legende Begriffe und Satze aus der Theorie der analytischen Mengen zusammen, 
die wir spiter benétigen™). Es bezeichne B stets einen Bereich, d.h. eine 














4) Zur Theorie der analytischen Menge vgl. etwa [26], [28] sowie [9], Exp. VI—IX. 
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offene nichtleere Menge des komplexen Zahlenraumes C" der n komplexcn 
Veranderlichen z,,...,24; wir setzen abkiirzend z: = (z,, . ..,z,). Eine Teilmenge 
M von B hei&t bekanntlich analytisch in einem Punkt z ¢ B, wenn es eine 
Umgebung Uc.B von z gibt, so daB Mr\U die genaue gemeinsame Null- 
stellenmenge von endlich vielen in U holomorphen Funktionen ist"). M heiBt 
eine analytische Menge in B, wenn M in jedem Punkt von B analytisch ist. 
Ist M analytisch in B, so ist M abgeschlossen in B. Es gilt: 

c) Ist M analytisch in B, so ist M, versehen mit der induzierten Topologie, 
ein metrisierbarer, lokal kompakter, lokal wegzu enhiingender Raum mit ab- 
zihlbarer Topologie. 

Ist M analytisch in z ¢ B, so definiert M in natiirlicher Weise ein Ideal 3, 
im Integritatsring 0, der in z analytischen Funktionskeime: 3, besteht aus 
allen Funktionskeimen, die holomorphe Reprisentanten besitzen, die in der 
Umgebung von z auf M verschwinden. Ist M analytisch in B, so ist die 
Kollektion {3,, z € B} offensichtlich eine Idealgarbe 3, die eine analytische 
Untergarbe der Garbe ©(B) der in B holomorphen Funktionskeime ist. 

Eine in B analytische Menge M heiBt reduzibel in B, wenn sie darstellbar 
ist als Vereinigung von zwei in B analytischen Mengen, die nicht leer und von M 
verschieden sind. Eine in B nicht reduzible analytische Menge heiBt irre- 
duzibel in B. 

Eine in z € O* analytische Menge M erzeugt in z einen (evtl. leeren) Mengen- 
keim m,, den wir einen analytischen Mengenkeim nennen. Die Gesamtheit 
aller in einem Punkt z € C* analytischen Mengenkeime bildet einen Verband, 
die Menge aller analytischen Mengenkeime {m,, z ¢ B} kann in natiirlicher 
Weise als eine Garbe R(B) von Verbinden iiber B aufgefaBt werden. Die 
Schnittflachen in R(B) tiber einer offenen Menge B’ Cc B sind genau die ana- 
lytischen Mengen in B’. 

Ein analytischer Mengenkeim m, in z heiBt ein analytischer Primkeim, 
wenn er nicht als Vereinigung von zwei nichtleeren, von m, verschiedenen 
analytischen Mengenkeimen in z darstellbar ist. Eine analytische Menge M 
in B heiBt irreduzibel in z ¢ M, wenn sie in z einen analytischen Primkeim er- 
zeugt. M heiBt lokal irreduzibel in z ¢ M, wenn es eine Umgebung U von z 
gibt, so daB M in jedem Punkt z’¢ M7 U irreduzibel ist. Ein in z analyti- 
scher Primkeim p, heiBt lokal irreduzibel, wenn er einen in z lokal irreduziblen 
analytischen Reprasentanten besitzt. 

Es gilt nun: 

d) Jeder analytische Mengenkeim m,, z € O", ist (bis auf die Reihenfolge) 
in eindeutiger Weise als unverkiirzbare Vereinigung von endlich vielen verschie- 
denen in z analytischen Primkeimen darstellbar: 





m,= pu p® Ueeely gh”. 

12) Man braucht nur zu fordern, daB M/\U die genaue gemeinsame Nullstellenmenge 

irgendeines Systems in U holomorpher Funktionen ist. Aus dem Riickert-Cartanschen 

Idealbasissatz (vgl. [6], Appendice I) folgt dann bereits, daB M iokal auch als simultane 
Nullstellenmenge von endlich vielen holomorphen Funktionen darstellbar ist. 

17* 
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e) Die folgenden Aussagen fiir eine in z¢€C" analytische Menge M sind 
dquivalent : 

1. M ist irreduzibel in z. 

2. Das von M in O, definierte Ideal 3, ist ein Primideal. 

3. Es gibt eine Umgebungsbasis {U,, U,, .. .} von z, so daB Mr U, jeweils 
eine in U, analytische irreduzible Menge ist, y= 1,2,... . 

Wir definieren nun fiir jede offene Menge BC C* den sog. Parameterraum 
P, der in B analytischen Primkeime. Die Punkte von P, sind die analyti- 
schen Primkeime p,,z ¢ B. Eine Topologie wird in P, durch Angabe einer 
Basis der offenen Mengen wie folgt eingefiihrt: Jeder in einer offenen Menge 
von B analytischen Menge M ordnen wir die Menge M*c P, aller von M 
erzeugten analytischen Primkeime zu. Die Familie aller dieser Mengen M* 
ist die Basis einer Topologie in Pg. Wir nennen Pz, versehen mit dieser Topo- 
logie, den Parameterraum der analytischen Primkeime in B. Es gilt: 

f) Der Parameterraum P, ist lokal kompakt und lokal wegzusammen- 
héngend. 

Die Mengen M* Cc Px, die oben den in B analytischen Mengen M zuge- 
ordnet wurden, sind offene Unterraume von P,. Man hat eine offensichtlich 
stetige Projektion u: M*- M von M* auf M. Wir definieren nun: 

Definition 2 (Normalisierung einer analytischen Menge): Das Paar (M*, 1) 
heift die Normalisierung der in B analytischen Menge M im Parameterraum P x. 

Wichtige Eigenschaften einer in B analytischen Menge M kann man aus 
ihrer Normalisierung (M*, 4) in Pp, ablesen. So gilt: 

g) M ist genau dann irreduzibel in B, wenn M* zusammenhiingend ist. 

ist genau dann lokal irreduzibel in B, wenn uw: M*-+ M eine topologische 

ildung ist. 

Hieraus folgt leicht: 

h) Jede in Brinalytische Menge M zerfillt in eindeutiger Weise in héchstens 
abziihlbar unendlich viele in B irreduzible analytische Mengen M,. (Diese 
Mengen M, heiBen die irreduziblen Komponenten von M beziiglich B.) Die 
Gesamtheit aller M, bildet eine abgeschlossene, lokal endliche U Lerdeckung von M, 
d. h. fiir jede kompakte Menge K in M ist M,7\ K fiir fast alle j leer. 

Die Menge Pz, ist offensichtlich eine Teilmenge von R(B). Die oben 
definierte Topologie in Pg, stimmt jedoch nicht mit der von R(B) in P, 
induzierten Topologie iiberein. Dies ist vielmehr in der Umgebung eines 
Punktes p,€ P, genau dann der Fall, wenn der Primkeim p, lokal irreduzibel ist. 

4. Eine analytische Menge M in einem Bereich B Cc C* besitzt in jedem 
Punkt z¢ M eine wohlbestimmte topologische Dimension d,(M) (zur Def. 
vgl. [23]). Es zeigt sich, daB d}(M) stets eine gerade Zahl ist; wir setzen 
d,(M): =}d;(M) und nennen d,(M) die komplexe Dimension von M in z. 
Die Zahl 

d(M): = max d,(M) 
ze€M 


heiBt die komplexe Dimension von M schlechthin; es gilt stets: d(M) <n. 





he 
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Eine analytische Menge M in B heiBt reindimensional, wenn fir alle z « M 
gilt: d,(M)=d(M). Man kann zeigen (vgl. [28] p. 287): 

i) Eine in B irreduzible analytische Menge ist reindimensional. 

Es ist zweckmaBig, neben der Dimension einer analytischen Menge auch 
sofort ihre Codimension zu betrachten. Ist M eine analytische Menge in 
BcC*, so heiBt die Zahl 


¢,(M): = n—d,(M) 


die komplexe Codimension von M in z € B. Die Zahlc(M): = n — d(M) heiBt 
die komplexe Codimension von M in B schlechthin; es gilt: ¢(M) = min c,(@M). 
M 


z€ 

Fir die Anwendungen ist der folgende Einbettungssatz bisweilen niitzlich 
(vgl. [28], p. 267ff., sowie [26], p. 414): 

Satz 3 (Einbettungssatz): Es seien G* bzw. Gr-* Gebiete™) im C4(z,,. . ., za) 
bzw. O"-4 (24.5, . . «5 Z_)3 G"-* sei relativ kompakt. Im Produktgebiet G4 x Gr-4 
sei eine rein d-dimensionale analytische Menge M gegeben, derart, daB die 
abgeschlossene Hiille M von M beziiglich C"(z) mit G4 x @@"-4 keinen Punkt 
gemeinsam hat'*). Dann gibt es (n —d) Polynome 

mg—1 

Wg (2g; 2, - - -» Za) = 259+ > AW (2, -2+y8q)°25, O=d+l,...,n, 

uw=0 


mit in G* holomorphen Koeffizienten A(z, ...,24), w= 0,...,ms—1, 
d=d+1,...,m, ohne mehrfache Faktoren, so daB M aus der Vereinigung 
gewisser irreduzibler Komponenten der in G4 x G"-4 analytischen Menge 


{z € G4 x G4, w,4,,(z) = 0, .. ., @,(z) = 0} 


besteht. Ist M irreduzibel in G4 x G"-4, so kénnen alle wy(z5;2,, ..., 24) als 
irreduzibel gewéhit werden. 

Es ist zweckmAaBig, einige bequeme Redeweisen einzufiihren. M sei eine 
analytische Menge im Produkt G4 x G"-4 zweier beliebiger Gebiete G4¢ c C4, 
Gin-4a Cc Cn-4, 

Wir sagen, M liegt iiber G4, wenn die natiirliche Projektion y: M + G4 
nirgends entartet ist. 

Wir sagen, M liegt iiber G* ausgebreitet, wenn die folgenden beiden Bedingun- 
gen erfiillt sind: 

a’) M ist rein d-dimensional, y: M —> G4 ist nirgends entartet, eigentlich 
und surjektiv. 

b’) Es gibt in G* eine héchstens (d —1)-dimensionale analytische Menge A, 
so dap y: M— (A) G*—A lokal topologisch ist (7(A) ist dann eine 
héchstens (d —1)-dimensionale analytische Menge in M ~ (G4 x G*~*). 

Es ergibt sich sofort: 


43) Unter einem Gebiet werde stets eine offene und zusammenhangende Menge ver- 
standen (vgl. auch [2] p. 115). 


14) Ist G eine offene Teilmenge eines topologischen Raumes R, so sei 26: = G — G; 2G 
hei®t der Rand von G in R. 
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Korollar zu Satz 3: Ist G"-¢ relativ kompakt in C"-4 und M eine rein d-dimen- 
sionale analytische Menge in G4 x G"-4, so daB M\ (G4 x @G"-4) leer ist, so 
liegt M ausgebreitet iiber G*. 

In der Tat! Zunachst ist evident, daB y : M— G4 eine nirgends entartete, 
eigentliche Abbildung von M auf G4 ist. Um die Existenz einer Menge A 
im Sinne von b’) zu beweisen, ziehen wir Satz 3 heran und bezeichnen mit 
Ds(z, . ..,%q) die Diskriminante des Polynoms w,; nach bekannten Satzen 
ist D, holomorph in G4 und es gilt: D,=0,6=—d+1,...,n. Durch die 

n 
Gleichung J7 D,(z,,...,2g)=© wird daher in G4 eine héchstens (d —1)- 
6—md+i 
dimensionale analytische Menge A definiert, die Abbildung y : M—y(A)> 
— G4— A ist ersichtlich loka] topologisch. 

Fiir reindimensionale analytische Mengen kann man lokal stets die 
Situation des Einbettungssatzes herstellen. Dies ergibt sich sofort aus 

Satz 4: Ist M eine rein d-dimensionale analytische Menge in BCC", so 
gibt es durch jeden Punkt z¢ M eine d-codimensionale analytische Ebene E, 
die M in der Néhe von z nur in z schneidet. 

Hieraus folgt, daB man in einer Umgebung von z durch eine lineare Ko- 
ordinatentransformation Koordinaten 2}, ...,z, so einfiihren kann, da8 in 
einer geniigend kleinen Polyzylinderumgebung 

ZA x Z9-4; = fle] < ayy. ., fea] < a4} X {ledsal < Gas ---s leel <a} CB 
von z (wir nehmen an, daB z die Koordinaten (0, . . ., 0) hat) fiir die in Z* x Z"-4¢ 
analytische Menge M -\(Z4 x Z"-*) die Voraussetzungen von Satz 3 erfiillt 
sind und M also insbesondere iiber Z¢ ausgebreitet liegt. 

Wir benétigen im folgenden noch: 

k) Es seien M, M’' analytische Mengen in B; es gelte M’' C M und d,(M') < 
< d,(M) fiir alle z ¢ M’. Dann liegt M’' nirgends dicht in M. 

k*) Ist B einfach zusammenhingend und M eine mindestens 2-codimensionale 
analytische Menge in B, so ist auch B — M einfach zu enhiingend 

Ein Punkt z einer in Bc C* analytischen Menge M heiBt ein gewdhnlicher 
Punkt von M, wenn M in einer Umgebung U c B von z die genaue simultane 
Nullstellenmenge von k in U holomorphen Funktionen ist, deren Funktional- 
matrix in z vom Range n—k ist. Offensichtlich gilt dann d,(M) =n — k. 
Ist z ein gew6hnlicher Punkt von M, so ist M in z lokal irreduzibel. Man kann 
beweisen (vgl. [9], Exp. IX): 

1) Die nicht gewdhnlichen Punkte einer in B analytischen Menge M bilden 
selbst eine in B analytische Menge N ; es gilt: d,(N) < d,(M) fiir alle Punktez € N. 

Weiter gilt (vgl. [28], Satz 10): 

m) Es sei M eine analytische Menge in B und M' eine irreduzible Kompo- 
nente von M. Dann ist die Menge der auf M’' liegenden gewdhnlichen Punkte 
von M zusammenhingend. Eine in B analytische Menge M ist genau dann 


irreduzibel in B, wenn die Menge ihrer gewohnlichen Punkte zusammenhdngend 
ist. 
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In [28] wurde bewiesen : 

Satz 5: Ist L eine héchstens k-dimensionale analytische Menge in einer 
offenen Menge B des C* und M eine rein d-dimensionale analytische Menge in 
B—L mit d>k, 80 ist die abgeschlossene Hiille M von M beziiglich B eine 
rein d-dimensionale analytische Menge in B. 

5. Wir geben in diesem Abschnitt eine einfache, fiir spitere Anwendungen 
niitzliche Bedingung dafiir an, daB eine analytische Menge in einem Punkte 
irreduzibel bzw. lokal irreduzibel ist. Wir behaupten: 


Satz 6: Eine in einer offenen Menge B des C" analytische Menge M ist genau 
dann irreduzibel in einem Punktez ¢ M, wenn die Menge N der nicht gewohnlichen 
Punkte von M den Raum M in z nicht zerlegt. 

Ist M irreduzibel in z, so zerlegt iiberdies jede in z analytische Menge AC M 
mit d,(A) < d,(M) den Raum M in z nicht. 

Beweis: 1. Es sei M irreduzibel in z. Dann gibt es nach e) eine Umgebungs- 
basis {W,},7 ¢« J, von z, so daB alle Mengen M - W, irreduzibel in W, sind. 
Nach i) ist Mr) W, rein dimensional in W,,j ¢ I; wir setzen d(Mr\ W,)=d. 
Sei nun ACM irgendeine in einer Umgebung V(z)C B analytische Menge 
mit d,(A)<d. Dann ist in der Umgebungsbasis {W,},j ¢ J, von z eine Um- 
gebungsbasis {W,} von z enthalten, wo ¢ eine Teilmenge von J durchlauft, 
so daB stets W,c V gilt und alle Mengen A,: = W,7\A héchstens (d —1)- 
dimensionale analytische Mengen in W, sind. Wir behaupten nun, daB {U,}, 
U,: = Mf W,, eine Umgebungsbasis von z im Raume UM ist, so daB alle Mengen 
U,—A offen und zusammenhangend sind: sicher ist jede Menge U,-\ A= W,7\ A 
abgeschlossen in U,, weiter liegt nach k) jedes U,7\ A nirgends dicht in U,. 
Um zu zeigen, daB auch jede Menge U,— A zusammenhangend ist, nehmen wir 
an, daB es ein 4, gibt, so daB U,.—A in zwei nicht leere, von U,,— A ver- 
schiedene offene Mengen M’, M”’ zerfallt. Diese Mengen sind dann notwendig 
rein d-dimensionale analytische Mengen in W,— A. Da A héchstens (d —1)- 
dimensional ist, sind daher nach Satz 5 die abgeschlossenen Hiillen M’, M” 
von M’, M” beziiglich W,, rein d-dimensionale analytische Mengen in W,,. 
Es gilt: M7 W,,.= M’\ M”. Das aber widerspricht der Voraussetzung, daB 
M -\ W, irreduzibel in W,, ist. 

2. Es sei nun M reduzibel in z. Wir bezeichnen mit N die nichtleere, in B 
analytische Menge der nicht gewéhnlichen Punkte von M und behaupten, 
daB N den Raum M in z zerlegt. Es gilt z ¢ N,d,(N)< d,(M); weiter ist N 
abgeschlossen und nirgends dicht in M. Es kann keine Umgebungsbasis 
{U,},7 € 1, von z¢€.M geben, so daB alle Mengen (M7\U,)—N zusammen- 
hangend sind. Dann ware nimlich nach m) jede Menge M ~ U, irreduzibel 
in U, und nach e) mithin M selbst irreduzibel in z. Also zerlegt N den Raum M 
im Punkte z, w.z.b.w. 

Wir merken noch an: 

Korollar: Eine in B analytische Menge M ist genau dann lokal irreduzibel, 
wenn die Menge N der nicht gewéhnlichen Punkte von M den Raum M nirgends 
zerlegt. 
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Wir k6énnen nun die Normalisierung einer analytischen Menge in einfacher 
Weise charakterisieren. Wir behaupten: 

Satz 7: Ist M eine in BC C* analytische Menge und (M*,u) ihre Normalisie- 
rung im Parameterraum Pz, 80 gilt: 

0. M* ist lokal kompakt und lokal zus hingend; u: M*— M ist eine 
stetige nirgends entartete eigentliche Abbildung von M* auf M. 

1. Ist N die Menge der nicht gewohnlichen Punkte von M, so zerlegt 4 (N) 
den Raum M* nirgends. yu bildet M*— i (N) topologisch auf M —N ab. 

Ist (‘M*,'u) irgendein Paar, fiir das 0. und 1. erfiillt ist, so gibt es eine 
topologische Abbildung t :'M*- M* von 'M* auf M* mit 'u = wo t. 

Beweis: Es ist klar, daB 0. erfiillt ist. Weiter ist «: M*— py (N) > M—N 
sicher topologisch, da jeder gewohnliche Punkt von M lokal irreduzibel ist. 
Aus Satz 6 folgt leicht, daB yu (N) den Raum M* nirgends zerlegt. 

Sei nun (‘M*,’u) ein weiteres Paar, fiir welches 0. und 1. gilt. Dan. ist 
t:=0'n :‘M*— “u(N) _ M*—(N) eine topologische Abbildung. Aus 
Satz 2, angewandt auf r* (mit S= ar (NV), » = w), folgt nun, daB r* zu einer 
stetigen Abbildung t:’M*-— M* fortsetzbar ist. Ebenso kann man (t*)-! 
stetig auf M* fortsetzen. Aus Stetigkeitsgriinden ist diese Fortsetzung die 
Umkehrung von 1; daher ist t eine topologische Abbildung von ‘M* auf M*. 
Nach Definition gilt: ‘u = wort. q.e.d. 

Anmerkung: Die erste Aussage in 1. gilt fiir beliebige in B analytische 
Mengen ACM, falls nur fiir alle z¢ A gilt: d,(A) < d,(M). — Der Beweis 
ergibt sich wieder unmittelbar aus Satz 6. 





§ 2. Analytische Uberlagerungen komplexer Mannigfaltigkeiten 


1. Der Begriff der komplexen Mannigfaltigkeit ist wohlbekannt: eine 
topologische Mannigfaltigkeit heiBt eine komplexe Mannigfaltigkeit, wenn sie 
durch Umgebungen mit komplexen Koordinaten iiberdeckt ist, derart, daB in 
einander tiberlappenden Umgebungen die Koordinaten holomorph voneinander 
abhangen (zur prazisen Beschreibung dieses Begriffes vgl. [22]). Mit X wird in 
diesem Paragraphen stets eine komplexe Mannigfaltigkeit bezeichnet. Die Grund- 
begriffe der Funktionentheorie wie holomorphe Funktion, analytische Menge usw. 
sind fiir komplexe Mannigfaltigkeiten wohldefiniert und seien als bekannt voraus- 
gesetzt. Beispiele fiir komplexe Mannigfaltigkeiten sind alle nichtleeren offenen 
Mengen des C*, n= 1, alle Riemannschen Flachen sowie alle komplex-projektiven 
Raume P™, m= 1. Sind X,, X,komplexe Mannigfaltigkeiten, so kann das topolo- 
gische Produkt X, x X, in natiirlicher Weise als eine komplexe Mannigfaltig- 
keit angesehen werden. Jede zusammenhaingende Komponente einer kom- 
plexen Mannigfaltigkeit besitzt eine eindeutig bestimmte komplexe Dimension; 
das Supremum der Dimensionen aller Komponenten heiBt die komplexe 
Dimension der Mannigfaltigkeit schlechthin. Eine nirgends dichte analytische 
Menge in einer komplexen Mannigfaltigkeit X zerlegt X nirgends. 

Wir fiihren nun den fiir diese Arbeit grundlegenden Begriff der analytischen 
Uberlagerung einer komplexen Mannigfaltigkeit ein. 
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Definition 3 (Analytische Uberlagerwng): Ein Tripel Y = (Y, n, X) heipt 
eine analytische Uberlagerung der komplexen Mannigfaltigkeit X, wenn folgendes 
gilt: 

a) Y ist ein lokal kompakter Raum, n ist eine stetige eigentliche nirgends 
entartete Abbildung von Y auf X. 

8) Es gibt eine analytische Menge A in X, so dag 7 (A) den Raum Y nirgends 
zerlegt und die Menge Y—7 (A) durch n lokal topologisch auf eine offene Menge 
in X abgebildet wird. 

Eine analytische Uberlagerung %=(Y,n, X) heiSt zusammenhdngend, 
wenn Y zusammenhingend ist. 

Ist 3 =(Y, 7, X) eine analytische Uberlagerung von X, so heiBt der 
Raum Y der Uberlagerungsraum. Ein Punkt y ¢ Y heiBt iber dem Punkt 
n(y) =: 2¢€X gelegen; n(y) hei®t der Grundpunkt von y. Die Menge A (vg). 
Def. 3. 8)) nennen wir auch eine kritische Menge der Uberlagerung, 7 heiBt 
die Projektion von .Y auf X. 

Die obige Definition der analytischen Uberlagerung stimmt fiir den Fall, 
daB X der Einheitspolyzylinder in einem Zahlenraum ist, mit der in [15] 
gegebenen Definition tiberein. Das einfachste Beispiel einer analytischen 
Uberlagerung von X bildet die triviale Uberlagerung (X, «, X), wo « die iden- 
tische Abbildung von X auf sich bezeichnet. 

Wir bemerken sofort: 

a) Sind 9,=(Y;,, ;X,), i=1,2, analytische Uberlagerungen von kom- 
plexen Mannigfaltigkeiten X, bzw. X,, 80 ist 

Di * Bo: = (V1 * Vo, m* te» X,« X,) 
eine analytische Uberlagerung der komplexen Mannigfaltigkeit X, x X,. 

Wir fiihren noch in naheliegender Weise den Begriff der Aquivalenz fiir 
analytische Uberlagerungen ein. 

Definition 4 (Aquivalenz) : Zwei analytische Uberlagerungen 9, = (Y ;.;,X) 
i= 1,2, derselben komplexen Mannigfaltigkeit X heiBen dquivalent, wenn es 
eine topologische Abbildung A von Y, auf Y, gibt, so daB gilt: ny= ,° A. 

2. In diesem Abschnitt notieren wir einige Eigenschaften des Uber- 
lagerungsraumes Y einer analytischen Uberlagerung 3} = (Y, 7, X). Zunachst 
gilt: 

b) Die Projektion n: Y + X ist eine offene Abbildung. Ist ACX eine 
kritische Menge von %, so ist das Tripel (Y—7 (A), », X°— A) eine unbegrenzte 
und unverzweigte Uberlagerung von X — A. 

Die erste Aussage folgt sofort aus dem Lemma in § 1.2; die zweite Aussage 
ist unmittelbar ersichtlich. (Spezialfall des “covering homotopy theorem’’.) 

Wir zeigen weiter: 

c) Jeder Punkt y.€ Y besitzt eine abziihlbare Umgebungsbasis {U,}, v=1,2, .. ., 
so dap jedes Tripel (U,, ,,V,), n,: = 7 \U,,V,: = 4(U,), eine analytische 
Uberlagerung der komplexen Mannigfaltigkeit V,,»= 1,2, ..., ist. 

Aus Hilfssatz 1 in § 1 folgt zunachst, daB es Umgebungsfolgen U, bzw. V, 
von ¥, bzw. (yo) gibt, so daB n,: = |U, jeweils eine eigentliche Abbildung 
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von U, in V, ist, »=1,2,.... Offensichtlich darf man annehmen, daB die 
{V,},»=1,2,... eine Umgebungsbasis von 7(y,)-bilden, daB jedes V, weg- 
zusammenhangend ist und daB gilt: U,>U,>U > ..., U,; 17m (n(¥o)) = Yo- 
Da n,: U,~ V, offen ist, ist y, stets surjektiv. Dann ist aber offensichtlich 
jedes Tripel (U,, 7,,V,) eine analytische Uberlagerung der in X offenen 
Menge V,, vy = 1,2,.... 

Wiirden nun die U,, U3, . . . keine Umgebungsbasis von y, bilden, so gabe 
es eine Umgebung U von y, und eine Punktfolge y,¢ U,, so daB stets gilt: 
y,¢ U. Die Folge n(y,) konvergiert gegen (y,). Da y,¢ U, und K : = {n(yp), 
7(¥;), - - -} eine kompakte Menge in V, ist, muB auch 7 (K)C U, kompakt 
sein. Das ist jedoch nicht der Fall, denn dann miiBte y, notwendig ein 
Haufungspunkt der Folge y,,y., . . . sein im Widerspruch zur Voraussetzung. 
Mithin bilden die {U,}, vy = 1,2, ... doch eine Umgebungsbasis von yp, q.e.d. 

Es folgt nun: 

d) Ist die komplexe Mannigfaltigkeit X abzihlbar im Unendlichen (d. h. 
Vereinigung von abzihlbar unendlich vielen kompakten Mengen), so ist der 
Uberlagerungsraum Y einer jeden analytischen Uberlagerung % = (Y, n, X) 
von X parakompakt und metrisierbar. 

Nach Drevponngé (vgl. [12], théoréme 3) ist jeder lokal kompakte Raum, 
der abzahlbar im Unendlichen ist, parakompakt. Daher ist Y parakompakt, 
denn wegen der Eigentlichkeit von 7 ist klar, daB Y abzihlbar im Unendlichen 
ist. Nunmehr folgt nach [12], théoréme 1, daB Y ein normaler Raum ist. 
Da Y iiberdies eine abzaihlbare Topologie besitzt (dies folgt unmittelbar aus 
der Tatsache, daB Y dem 1. Abzahlbarkeitsaxiom geniigt und X eine abzahl- 
bare Topologie besitzt), so ergibt sich aus dem Urysohnschen Metrisationssatz, 
daB Y ein metrisierbarer Raum ist, q.e.d. 

e) Der Uberlagerungsraum Y jeder analytischen Uberlagerung % = (Y, n, X) 
ist lokal wegz nhiingend. Zerlegt SCX den Raum X nirgends, so zerlegt 
7 (S) den Raum Y nirgends. 

Beweis: Es sei A eine kritische Menge von 3. Die erste Aussage wird 





gemaB §1. a’) bewiesen sein, wenn wir zu jedem Punkt y,¢ 7 (A) eine Um- 
gebungsbasis {U,},v=1,2,... mit folgender Eigenschaft angeben: Zu jeder 
zusammenhingenden Komponente U¥ von U,— A gibt es einen Weg w(t), 
0<t<l, in U, mit w(0) ¢ UF, w(1) = yo. Wir wahlen {U,} gemaB § 2. c). 
Jede zusammenhaingende Komponente U*¥ von U,—A ist dann eine 
unbegrenzte und unverzweigte endlich-blaittrige Uberlagerung von »(U,) — A. 
Wahlt man daher in 7(U,) einen Weg ‘w(t),0 St<1, mit ‘w(t)¢A fir 
0<t<1,’w(l)= (y), so kann man den ,,Weg ohne Endpunkt“ w(t), 
0 <t< 1, zu einem ,,Weg ohne Endpunkt“ w(t),0 <¢< 1, nach U* liften. 
Setzt man noch (1) = yp, so ist w(t), 0 < t < 1, ein Weg in U, mit der gesuch- 
ten Eigenschaft. 

Zum Beweis der zweiten Aussage von e) ziehen wir § 1. b) heran. Sicher 
ist 7 (S) abgeschlossen und nirgends dicht in Y. Sei nun DC ¥ ein Gebiet. 
Dann ist auch D —7 (A) ein Gebiet. Da D — ” (A) vermége 7 lokal topo- 
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logisch abgebildet wird und S nach Voraussetzung X nirgends zerlegt, ist 
auch D— 7 (A) —7 (S) = D—(m (AU S)) zusammenhangend. Also zerlegt 
7 (AU 8) und somit erst recht 7;'(S) den Raum ¥ nirgends. 

e’) Ist B = (Y, n, X) eine analytische Uberlagerung von X und X’ ein Teil- 
gebiet von X, so zerfillt die offene Menge 7 (X’) in eindeutiger Weise in endlich 
viele offene zu enhiingende Komponenten Y;,..., Yj; die Tripel %, 
= (Y%, "4, X’), wo n, jeweils die Beschriinkung von n auf Y; bezeichnet,o=1,...,8, 
sind simtlich zusammenhingende analytische Uberlagerungen von X’. 

Anmerkung: Zum Beweis der Aussagen b), c), d) sowie zum ersten Teil von 
e) wurde nicht benutzt, dap 7'(A) den Raum Y nirgends zerlegt. 

Von besonderer Wichtigkeit ist der folgende Fortsetzungssatz fiir analy- 
tische Uberlagerungen. 

Satz 8 (Fortsetzungssatz): Es sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit und M 
eine nirgends dichte analytische Menge in X. Es sei (Y', 7',X — M) eine 
analytische Uberlagerung von X — M, derart, daB eine kritische Menge A dieser 
Uberlagerung in jeden Punkt von M hinein analytisch fortsetzbar ist. Dann 
gibt es bis auf Aquivalenz genau eine analytische Uberlagerung (Y,n,X) von X, 
deren Beschriinkung (n' (X—M), n, X —M) auf X—M mit (Y’, n',X —M) 
dquivalent ist. 

Dieser Satz wurde von den Verff. in [16] angekiindigt und auch bereits 
benutzt; inzwischen hat K. Stern den Satz bewiesen, falls als kritische Menge A 
der Uberlagerung (Y’,y’,X —M) die leere Menge gewahlt werden kann 
(vgl. [32], Satz 1). Der obige Satz ist eine einfache Folgerung aus dem 
Resultat von STErn. 

Wir merken noch an: 

Ist % =(Y,,X) irgendeine analytische Uberlagerung, so besitzt jeder 
Punkt y,¢ Y eine Umgebungsbasis {U,}, 80 daB fiir jedes v siimtliche Homotopie- 
gruppen 2,(U,, Yo), 7 = 0,1,2, ..., verschwinden. 

Den Beweis kann man z.B. dadurch fiihren, daB man eine Umgebungs- 
basis {U,} konstruiert, in der jedes U, ein simplizialer Komplex ist. 

3. Ist 3 =(Y, 7, X) eine analytische Uberlagerung von X und A eine 
kritische Menge von 3, so gibt es eine natiirliche Zah] 6 > 1, so daB iiber 
jedem Punkt z ¢ X — A genau b Punkte von Y und iiber jedem Punkt z ¢ A 
héchstens 6 Punkte von Y liegen. Die Zahl b heiBt die Blatterzah! der analy- 
tischen Uberlagerung 3 = (Y, 7, X); wir schreiben durchweg: b = 6(Y). 

Wir fiihren nun den Begriff der Ordnung eines Punktes y € Y ein: 

Definition 5 (Ordnung): Ein Punkt y ¢ Y des Uberlagerungsraumes Y einer 
analytischen Uberlagerung % = (Y,n, X) heiBt ein Punkt k-ter Ordnung, in 
Zeichen o(y) = k, wenn es eine Umgebungsbasis {U,} von y gibt, so dap jeweils 
(U,, n, n(U,)) eine k-bliittrige analytische Uberlagerung von n(U,) ist. 

Offensichtlich ist fiir jeden Punkt y ¢ Y die Ordnung o(y) wohldefiniert. 
Man beweist unmittelbar: 

f) Ist % = (¥, n, X) eine b-blattrige analytische Uberlagerung von X, so gilt 
fiir jeden Punkt x ¢ X: ZY o(y) =o). 
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Definition 6 (Schlichter Punkt, Verzweigungspunkt): Ein Punkt y ¢ Y des 
Uberlagerungsraumes Y einer analytischen Uberlagerung % = (Y,, X) heipt 
ein schlichter Punkt, wenn gilt: o(y)=1. Jeder nicht schlichte Punkt y ¢ Y 
heiBt ein Verzweigungspunkt. 

Offensichtlich ist ein Punkt y ¢ Y genau dann ein Verzweigungspunkt, 
wenn es keine Umgebung von y gibt, die durch 7 topologisch in X abgebildet 
wird. 

Die Verzweigungsmenge V C Y einer analytischen Uberlagerung (Y, , X) 
ist die Menge aller Verzweigungspunkte von Y. Es gilt Vc7(A), wenn A 
irgendeine kritische Menge ist; V ist abgeschlossen in Y und zerlegt Y nirgends. 

Man beweist sofort, daB das Tripel (Y —V, n, X — (V)), V:=n(n(V)), 
eine unverzweigte und unbegrenzte Uberlagerung von X — n(V) ist. 

Wir zeigen jetzt: 

g) Ist 3 =(¥, n, X) eine analytische Uberlagerung von X und A eine kriti- 
sche Menge, so liegen iiber jedem Punkt von A, in dem A mindestens 2-codimen- 
sional ist, nur schlichte Punkte von Y. 

Beweis: Es sei z,¢ A ein Punkt, in dem A mindestens 2-codimensional ist. 
Wir wahlen eine zusammenhangende, einfach zusammenhangende Umgebung U 
von 2, so klein, daB U -\ A in ganz U mindestens 2-codimensional ist. Dann 
ist auch U — A nach § 1. k’) einfach zusammenhangend. Nun ist nach einem 
bekannten Satz iiber Uberlagerungen jede zusammenhangende, unbegrenzte 
und unverzweigte Uberlagerung eines zusammenhangenden, lokal zusammen- 
hangenden und einfach zusammenhangenden topologischen Raumes mit der 
trivialen Uberlagerung aquivalent. Ist daher ei) =(0 , n, U) irgendeine zu- 
sammenhangende Komponente von 3 | U, so ist 7: U—7(A)> U —A eine 
topologische Abbildung. Alsdann wird aber auch U selbst vermége 7 topo- 
logisch auf U abgebildet. Mithin liegen iiber x, ¢ A nur schlichte Punkte von Y. 

Als kritische Menge A einer analytischen Uberlagerung (Y, 7, X) kann 
auf Grund von g) stets eine leere oder rein 1-codimensionale analytische Menge 
in X gewahlt werden; dies soll im folgenden durchweg geschehen. 

4. Wir geben in diesem Abschnitt ein Verfahren zur Konstruktion analyti- 
scher Uberlagerungen aus analytischen Mengen an. Es sei M eine rein dimen- 
sionale analytische Menge im Produkt X, x X, zweier zusammenhangender 
komplexer Mannigfaltigkeiten X,, X,. Es bezeichne y: M > X, die natiirliche 
Projektion. von M in X,; weiter sei (M*, u) die Normalisierung von M im 
Parameterraum Py, y,. Dann gilt: 

Satz 9: Liegt M ausgebreitet iiber X,, so ist das Tripel M =(M*, y*, X,), 
y*:= yO p, eine analytische Uberlagerung von X,. (M, y, X;) is genau dann 
eine analytische Uberlagerung von X,, wenn M lokal irreduzibel ist. 

Beweis: Zunichst ist evident, daB y*: M*— X, stetig, nirgends entartet, 
eigentlich und surjektiv ist. Um einzusehen, da8 auch Bedingung f) von Def. 3 
erfillt ist, sei A eine niederdimensionale analytische Menge in X,, so daB 
y:M —Y¥ (A) > X,— A lokal topologisch ist; ein solches A existiert, da M 
iiber X, ausgebreitet liegt. Da vorausgesetzt werden darf, daB y(A)CM alle 
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nicht gewohnlichen Punkte N von M umfaBt, folgt aus Satz 7, daB }*(A) 
= 11 (7 (A)) den Raum M* nirgends zerlegt und py : M*—"y*(A)-+M—y (A) 
lokal topologisch ist. Daher ist auch y*: M*—y*(A) + X,—A lokal topo- 
logisch und IM = (M*, y*, X,) mithin eine analytische Uberlagerung von X,. 

Ist M lokal irreduzibel, so ist 4: M*-+ M nach §1. g) ein Homéomorphis- 
mus. Daher ist (M, y, X,) eine analytische Uberlagerung von X,. WeiS man 
andererseits, daB (M, y, X,) eine analytische Uberlagerung ist, so sei A eine 
zugehorige kritische Menge. Da y (A) den Raum M nirgends zerlegt und sicher 
alle nichtgew6hnlichen Punkte von M umfaBt, folgt aus Satz 6, Korollar, 
daB M lokal irreduzibel ist, q.e.d. 

Wir nennen M die von M iiber X, erzeugte analytische Uberlagerung. 
Die tiber M gemachten Voraussetzungen sind fir eine mit X, gleichdimen- 
sionale Menge M sicher dann erfillt, wenn X, ein beschranktes Gebiet G 
im Cr und Mr\(X, x@G@) leer ist; dies folgt unmittelbar aus Satz 3. 

Ein besonders einfacher Fall liegt vor, wenn X, die w-Ebene C!(w) und M 
die Nullstellenmenge eines Polynoms w(w; 2,)=w? + a,(z,) w°-!+ -- + + a,(2x,) 
mit in X, holomorphen Koeffizienten ist. Dann ist M@ = (M*, y*, X,) eine 
b-blattrige analytische Uberlagerung; iiberdies gilt, wie leicht zu zeigen: 

h) M ist genau dann zu enhiingend, wenn w(w; x,) irreduzibel iiber X, ist. 

Wir diskutieren abschlieBend zwei wichtige Beispiele von analytischen 
Uberlagerungen, die von analytischen Mengen erzeugt werden. 

Beispiel 1: X, sei ein Polyzylinder Z : = {z, |z,| < 1,,.. ., |Z,| < T,}, 7,> 9, 
im C*. Die Nullstellenmenge W,CC*(z) x C!(w) des Polynoms w(w; 2z): 
= w’—z,, b= 1 natiirliche Zahl, hat nur gewéhnliche Punkte und ist mithin 
lokal irreduzibel. Weiter ist W, zusammenhangend, so daB® folgt, wenn 
y: W,> Z die natiirliche Projektion bezeichnet: 

Das Tripel W,(Z): = (Wy, y, Z) ist eine zusammenhingende b-blittrige 
analytische Uberlagerung von Z. Jeder Punkt x ¢ W,, der nicht iiber dem analyti- 
schen Ebenenstiick E: = {z¢Z, z,= 0} liegt, ist ein schlichter Punkt; jeder 
Punkt x € W, iiber E ist ein Verzweigungspunkt b-ter Ordnung. 

Die Uberlagerungen %%,(Z) sind die ,,einfachsten“ verzweigten analyti- 
schen Uberlagerungen von Z. Wir werden sie im folgenden Abschnitt zur 
Charakterisierung der Verzweigungspunkte einer analytischen Uberlagerung 
heranziehen. 

Beispiel 2: X, sei ein 2-dimensionaler Polyzylinder Z: = {z, |z,| <1, 
\z3| < r,} im C?; wir setzen w(w; z): = w’— 2 zh, wo b, b,, b, positive natiir- 
liche Zahlen mit (6,,6,,6)=1 sind’). Es sei L,(b,, b,):={z¢Z x C*(w), 
.@(x) = 0} und (L#(b,, 6,), u) die Normalisierung von L,(b,, b,). Bezeichnet 
weiter 4 die natiirliche Projektion von L,(b,,6,) auf Z und setzt man: /* 
= AO yp, so gilt: 

Das Tripel 2,(b,,b,): = (Lf (b,, b,), A*, Z), (b, b,, by) = 1, ist eine zusammen- 
hiingende b-blittrige analytische Uberlagerung von Z. Alle Punkte von Lf (b,, 6,), 
die iiber keiner Koordinatenachse liegen, sind schlichte Punkte; iiber dem 





15) Mit (a,,...,4@,) sei der gréBte gemeinsame Teiler von a;,..., a, bezeichnet. 
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Nullpunkt liegt genau ein Verzweigungspunkt b-ter Ordnung. Uber jedem Punkt 
z+0 der z,-Achse (bzw. z,-Achse) liegen genau (b,, b) (bzw. (b,,b)) Verzwei- 
gungspunkte der Ordnung b - (b,, b)-* (bzw. b - (b,, b)-+). 

(Ly (by, 5), A, Z) ist genau dann eine analytische Uberlagerung von Z, wenn 
(b,, b) = (by, b) = 1. | 

Zum Beweis dieser Aussage betrachte man die durch die Gleichungen 


z=, =v, w= uy 
definierte' eigentliche holomorphe Abbildung 1:7 +ZxC'(w), wo T: 


= {(u, v), jul < Vr, |v] < yr. Es gilt 7(7') C L,(0,, 6,); man kann ferner leicht 
zeigen : 

Jeder Punkt 'x € L,(b,, b,), ‘x = ('2,, 'Z, ‘w) + (0, 0,0) hat genau b Urbild- 
punkte in T; L,(b,, 6.) ist in (0,0, 0) irreduzibel. Gilt ‘w+ 0, 80 ist ‘x ein 
gewohnlicher Punkt von L,(b,, 6.) und t lokal topologisch in der Umgebung aller 
Urbilder t'('x). Verschwindet die z,-Koordinate von 'x + (0,0, 0), 80 erzeugt 
L,(b,, 6.) in ‘x genau (b,, b) analytische Primkeime ; zujedem solchen Primkeim p-, 
gibt es genau b - (b,, b)-* t-Urbilder von ‘x, 80 daB t in deren Umgebung auferhalb 
eines analytischen Ebenenstiickes eine 1—(b,, b)-deutige offene Abbildung auf eine 
in 'x analytische Menge ist, die p-, erzeugt, i = 1, 2. — Hieraus folgt die obige 
Behauptung. 

5. Spezielle Verzweigungspunkte einer analytischen Uberlagerung 
BH: =(Y, n, X) sind die Windungspunkte. 

Definition 7 (Windungspunkt): Ein Punkt y,€ Y heiBt ein Windungspunkt 
b-ter Ordnung, b> 1, der analytischen Uberlagerung % = (Y,, X), wenn es 
in einer Umgebung U des Punktes n(y,) komplexe Koordinaten z,, . . ., Z, gibt 
mit folgender Eigenschaft : 

Bezeichnet V diejenige zu hiingende Komponente von 7 (U), die yo 
enthiilt, so ist die analytische Uberlagerung B = (V, n, U) dquivalent zur analyti- 
schen Uberlagerung ,(U) = (W,, y, U) (zur Definition von %, vgl. 4., Bei- 
spiel 1), U kann offenbar als Polyzylinder vorausgesetzt werden). 

Ist y,€ Y ein Windungspunkt b-ter Ordnung, so gilt offensichtlich 0(y,) 
= b, wie es sein soll. 

Wir beweisen nun: 

Satz 10: Ist % = (Y, ,.X) eine analytische Uberlagerung und A eine kriti- 
sche Menge, so liegen iiber jedem gewdhnlichen Punkt von A nur Windungs- 
punkte von J. 

Beweis: Es sei z,¢€ A ein gewohnlicher Punkt. Wir kénnen in einer ge- 
eigneten Umgebung U von x, komplexe Koordinaten z,, . . ., z, so einfiihren, 
daB U der Einheitspolzylinder {|z,| <1, .. ., |z,| < 1} und ANU die analyti- 
sche Ebene {z,= 0} ist. Sei nun y,¢ Y irgendein Punkt iiber z und V die 
zusammenhangende Komponente von 7 (U ), die y, enthalt. Ist dann 6 die 
Blatterzahl der analytischen Uberlagerung G = (V, 7, U), so behaupten wir, 
daB B und W,= (W,, y, U) aquivalent sind. Das ergibt sich unmittelbar aus 
nachstehendem 








n 4 ff. = fF. = eS Olle 
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Hilfssatz 2: Ist OB = (V, n, U) eine zusammenhingende b-blittrige analytische 
Uberlagerung des Polyzylinders U : = {z, |z,| < 1, +++, |z,| <1} C C*, die héchstens 
iiber dem analytischen Ebenenstiick E : = {2¢ U,z, = 0} verzweigt ist, so ist 
B= (V, n, U) zur analytischen Uberlagerung ,= (W,, y, U) dquivalent. 

Beweisen wir also diesen Hilfssatz, so ist auch Satz 10 bewiesen. Wir be- 
trachten zunachst die Uberlagerungen (V —7 (EZ), 7, U—E) und (W,— 
— y(B), y> U —E), die beide b-blattrig, zusammenhangend, unbegrenzt und 
unverzweigt sind. Es sei 2¢« U—E ein beliebiger Punkt; w%¢ W, und 
v € V seien beide iiber z gelegen. Die Fundamentalgruppe 2, (U — EZ, 2) 
ist die freie zyklische Gruppe. Die Fundamentalgruppen 2,(V— 7 (E), v) 
und 2,(W,— > (B), w() lassen sich vermége der Projektionen 7 bzw. y beide 
als Untergruppen von 2,(U — E, 2) auffassen. Sind G, bzw. G,, diese Unter- 
gruppen, so miissen sie beide denselben Index 6 haben. Da 2,(U — E, 2) 
frei zyklisch ist, gilt folglich: G,— G,. Es ist aber ein wohlbekannter Satz, 
daB unverzweigte Uberlagerungen, die zur gleichen Untergruppe der Funda- 
mentalgruppe des Grundraums AnlaB geben, aquivalent sind. Folglich sind 
die Uberlagerungen (V— 7 (E), n, U — E) und (W,— 9 (EB), y, U — B) aqui- 
valent. Aus dem Fortsetzungssatz 8 fir analytische Uberlagerungen ergibt 
sich dann, daB auchS =(V, n, U) und W = (W,, y, U) aquivalent sind, w.z.b.w. 

Es folgt, daB alle Punkte der Uberlagerungen 2f (b,,b,) = (Lf (b,, b,), A*, C®), 
die nicht tiber dem Nullpunkt des C? liegen, Windungspunkte sind, da eine 
kritische Menge z. B. aus der Vereinigung der beiden Ebenen {z,= 0} und 
{z,= 0} besteht. 

Ist S irgendein topologischer Raum, so nennt man einen Punkt s ¢ S 
einen zellularen Punkt, wenn es eine Umgebung von s gibt, die einem Zahlen- 
raum homéomorph ist. Eine komplexe Mannigfaltigkeit besitzt nur zellulare 
Punkte; dagegen enthalt der Trager Y einer analytischen Uberlagerung 3 im 
allgemeinen nicht zellulare Punkte. So ist z. B. in Beispiel 2 der iiber dem 
Nullpunkt liegende Punkt von L¥ (b,, b,) stets nicht zellular, wenn 6 >1, (6,5,) 
= (b, 6.) = 1. EinWindungspunkt einer analytischen Uberlagerung ist indessen 
stets zellular. 

Wir zeigen nun abschlieBend in diesem Paragraphen 

Satz 11: Ist = (Y,, X) eine analytische Uberlagerung, so ist die Pro- 
jektion »(V) der Verzweigungsmenge V, falls V nicht leer ist, eine rein 1-co- 
dimensionale analytische Menge in X. 

Beweis: Sei »(V) nicht leer; sei A irgendeine kritische Menge von 3}. 
Dann gilt 1(V)C A; nach § 2, g) darf A als rein 1-codimensional angenommen 
werden. A zerfallt in eindeutiger Weise in irreduzible Komponenten A,, x € K. 
Wir bezeichnen mit A, die Menge der gewéhnlichen Punkte von A in A, und 
mit A; diejenigen Punkte von A,, iiber denen ein Verzweigungspunkt — von 3 
liegt. A, ist sicher abgeschlossen in A, Aus Satz 10 folgt aber, daB A, auch 
offen in A, ist. Mithin ist, da A, nach § 1, m) zusammenhdangend ist, A; ent- 


weder leer oder es gilt: A,= A,. Hieraus folgt, daB 4(V) aus der Vereinigung 
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genau derjenigen A, besteht, fiir die gilt: A= A,; diese Menge ist aber er- 
sichtlich analytisch und rein 1-codimensional in X. 
Anmerkung: (V) ist offensichtlich die minimale kritische Menge von J. 


§ 3. Funktionentheorie in analytischen Uberlagerungen 


1. Die Uberlegungen des § 2 betrafen die topologische Struktur analyti- 
scher Uberlagerungen. Wir fiihren nun die grundlegenden Begriffe der 
Funktionentheorie fiir analytische Uberlagerungen ein; mit 9} = (Y, , X) sei 
stets eine analytische Uberlagerung einer komplexen Mannigfaltigkeit X be- 
zeichnet. 

Definition 8 (Holomorphe Funktion): Eine komplex-wertige stetige Funktion f 
auf einer offenen Menge W C Y heift holomorph in W, wenn es zu jedem schlichten 
Punkt y€ W eine schlichte Umgebung U (y) c W gibt, so daB fo n-! holomorph in 
n(U (y)) ist. 

Die Menge J(Y) aller in Y holomorphen Funktionen bildet offensichtlich 
einen Ring. Ist f holomorph in X, so ist fo 7 holomorph in Y, daher induziert 
n: Y +X in natiirlicher Weise einen Isomorphismus 7* : J(X)— I(¥) von 
I(X)inI(¥). Der Ring J (X) liegt somit im Ring J ( Y) eingebettet; wir werden 
im folgenden J(Y) durchweg als Oberring von J(X) auffassen. 

Es gilt: 

Satz 12: Eine stetige Funktion {| Y auf einer analytischen Uberlagerung 
% = (Y, n, X) ist genau dann holomorph in Y , wenn sie ganz algebraisch iiber I (X) 
ist. Es gilt dann stets: (f : I(X)) < 6(H)**). 

Der Beweis ist einfach. Sei zunachst f ¢ J(Y). Ist A eine kritische Menge 


von 3}, so seien mit w,(z), ..., w,(x) die b: = 6(%) Funktionswerte von f iiber 
einem Punkt x ¢ X — A bezeichnet. Die elementarsymmetrischen Funktionen 
@p(x): = w,(z)-...-wg(z) +--+, B=l,....6, ezEX—A, 


sind.dann holomorph in X — A (sie sind eindeutig in X — A, da sich bei 
Durchlaufen eines geschlossenen Weges in X — A die 6 méglichen Funktions- 
werte von f héchstens untereinander permutieren kénnen). Da f stetig ist, 
bleibt jede Funktion a(x) bei Annaherung an A beschrankt, sie kann daher 
auf Grund eines fir komplexe Mannigfaltigkeiten geltenden Satzes von Rikr- 
MANN iiber hebbare Singularitéten zu einer in ganz X holomorphen Funktion 
a,(x) fortgesetzt werden, 8 = 1,...,6. Nach Konstruktion der aj, . . ., a» ist 
klar, daB f das Polynom w(w; x): = w?+ a,(x)-w?-!+ --++ a,(x) annulliert. 
Mithin ist f ganz algebraisch tiber 7(X) mit (f: J(X)) Ss 6. 

Ist umgekehrt eine in Y stetige Funktion f ganz algebraisch tiber J(X), 
so folgt aus einem bekannten Satz iiber die ,,Wurzeln von Pseudopolynomen‘ 
sowie aus dem Satz von RreMaNnw iiber hebbare Singularitaten holomorpher 
Funktionen in komplexen Mannigfaltigkeiten, daB in einer Umgebung eines 
jeden schlichten Punktes von Y die Funktion fo 7-' holomorph ist. Damit 
ist Satz 12 bewiesen. 


18) (f:1(X)) bezeichnet wie iiblich den Grad von f iiber J (X). 
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2. Wir fiihren nun den Begriff der analytischen Menge sowie der diinnen 
Menge in analytischen Uber n ein?’), 

Definition 9 (Analytische Menge, diinne Menge): Eine Teilmenge Mc Y 
einer analytischen Uberlagerung % = (Y,n, X) heift analytisch in Y, wenn 
jeder Punkt y ¢ Y eine Umgebung U besitzt, so daB M r\ U die genaue simultane 
Nullstellenmenge von endlich vielen in U holomorphen Funktionen ist. 

Eine Teilmenge DC Y heift diinn in Y, wenn D abgeschlossen in Y ist wad 
jeder Punkt y € D eine Umgebung U besitzt, so daB D r\ U in einer in U nirgends 
dichten analytischen Menge enthalten ist. 

Wir benétigen im folgenden: 

Hilfssatz 3: Ist DC Y¥ eine diinne Menge in einer analytischen Uberlagerung 
% = (Y, n, X), so zerlegt D den Raum Y nirgends. »(D) ist eine diinne Menge 
in 

Beweis: Es sei x* € »(D) irgendein Punkt, es seien yf, . . ., y¥ die tiber 2* 
liegenden Punkte von D. Man kann eine zusammenhaingende Umgebung U, 
von y3 und eine in U, holomorphe Funktion /,+ 0 finden, so daB gilt: D~\ U,c 
c {y € U,, f(y) = 0}, o=1,..., 8. Sei dann U eine zusammenhangende Um- 
gebung von zx*, so daB 7 (U)\U,CU,; sei f,:=f,|U,A7m (U). Nach 

be 


Satz 12 annulliert /, ein Polynom w,(w; xz) = w*e+ 1 a(x) we? mit in U 


holomorphen Koeffizienten, ¢ = 1,..., 8. Die Funktion af” (x) Ya eae 
genau dann in einem Punkt z,¢ U, wenn es ein y,¢ U, iiber Zy mit f(y) = 


gibt, o=1,...,8. Algo ist m(D) U im Nullstellengebilde LZ der in U blo. 
morphen Funktion a(x): = I ab (2) enthalten. Daher ist »(D) din in X, 


denn »(D) ist wegen der "Bigentlichkeit von 7 sicher abgeschlossen in X. 
Da a(x) = 0, so zerlegt L den Raum U nirgends. Daher zerlegt auch 7 (L) 
nach § 2, e) den Raum 7 (U) nirgends. Dann haben aber Dan (U)CH (L) 
und mithin D erst recht diese Eigenschaft, q.e.d. 

Wir beweisen nun: 

Satz 13 (Riemannscher Fortsetzungssatz): Es seiT = (Y, n, X) eine analyti- 
sche Uberlagerung und DC Y eine in Y diinne Menge. f* sei eine in Y —D 
holomorphe Funktion, jeder Punkt y,¢ D besitze eine Umgebung U, so daB 
{* | U —D beschrinkt ist. Dann ist f* in eindeutiger Weise zu einer in ganz Y 
holomorphen Funktion f fortsetzbar. 

Beweis: Es ist nur zu zeigen, daB jeder Punkt y,¢ D eine Umgebung V 
besitzt, so daB /* | V — D in ganz V eindeutig holomorph fortsetzbar ist. Wir 
ui en V CU so, daB (V, », n(V)) eine analytische Uberlagerung von n(V) ist. 

:=(V 7 D) ist dann nach Hilfssatz 3 eine diinne Menge in »( V). » : (L) zerlegt 


17) Es ist zur Vereinfachung einiger Beweise zweckmaBig, auch den Begriff der diinnen 
Menge einzufiihren. Dieser Begriff ist jedoch lediglich ein Hilfsbegriff; die fiir die komplexe 
Analysis wichtigen Mengen (z. B. Polstellenmengen meromorpher Funktionen usw.) sind 
nicht nur diinn, sondern stets analytisch. 


Math. Ann. 136 18 
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V —— weiter annulliert /* | V — : (L) nach Satz 12 ein Polynom w* (w; z) 
= w+ a8 (2): w**-* mit in 4(V)—L holomorphen Koeffizienten af (z). 


Wir i nun, daB die Abbildung /*: V—-7 (ZL) + C'(w) eindeutig zu 
einer stetigen Abbildung f: V - C1(w) fortsetzbar ist. Dazu ist nur zu zeigen, 
daB die Bedingungen «) und f’) von Satz | erfiillt sind. ’) ist trivialerweise 
-erfiillt, denn f*(V—% (L)) liegt innerhalb eines hinreichend groBen Kreises 
um den Ursprung der w-Ebene, da /* | V —77(L) beschrankt ist. Um «) zu 
verifizieren, beachten wir, da8 man jede Funktion af¥(z) auf Grund des fiir 
komplexe Mannigfaltigkeiten geltenden Riemannschen Fortsetzungssatzes zu 
einer in ganz 74(V) holomorphen Funktion a,(x) fortsetzen kann, da af (z) 
als B-te elementarsymmetrische Funktion von /* | V—7 (L) bei Annaherung 
an Lstets beschrankt bleibt. Esist nun evident, daB fiir jedes y € 7 (L) die Menge B, 
der Beriihrungspunkte der Bildfilterbasis /* (Uy =z) (y)) anon aus den 


Nullstellen der Gleichung w(w; 4(y))=0, wo w(w; x): = w+ SY’ a,(x) x 
B=1 


x w*-8, besteht und daher diskret in der w-Ebene liegt. Also ist f*: V — 


7 (L) + C1(w) nach Satz 1 eindeutig zu einer stetigen Abbildung f von ganz V 
in die w-Ebene fortsetzbar. Die fortgesetzte Funktion {| V ist nach Satz 12 
holomorph in V, da sie das Pseudopolynom w(w; x) annulliert. Da f | V — D 
= f* | V —D, ist somit Satz 13 bewiesen. 

3. Wir fiihren weiter den Begriff der meromorphen Funktion ein. 

Definition 10 (Meromorphe Funktion): Unter einer meromorphen Funktion h 
in einer offenen Menge WC Y einer analytischen Uberlagerung § =(Y, n, X) 
versteht man eine auBerhalb einer in W diinnen Menge Q definierte holomorphe 
Funktion h mit folgenden Eigenschaften : 

a) h ist in keinem Punkt von Q holomorph fortsetzbar 


B) Zu jedem Punkt y,€ Q gibt es eine zusammenhingende Umgebung U Cc W 
und eine in U holomorphe Funktion g = 0, so daB g -h| U — Q in ganz U holo- 
morph fortsetzbar ist. 


Die Menge Q heiBt die. Polstellenmenge von h; ist Q leer, so ist h holomorph 
in W. Summe und Produkt zweier in W meromorphen Funktionen A,, h, 
kénnen in naheliegender Weise definiert werden, sie sind wieder meromorphe 
Funktionen in W. — Die vorstehende Definition der meromorphen Funktion 
stimmt, falls Y = X der Trager der trivialen Uberlagerung ist, mit der fiir 
komplexe Mannigfaltigkeiten gelaufigen Definition iiberein. 


Man iiberlegt (unter Verwendung von Satz 13) sofort: 


Es sei B = (Y, n, X) eine analytische Uberlagerung und h eine in Y aufer- 
halb einer diinnen Menge D holomorphe Funktion. Dann definiert h genau dann 
(in natiirlicher Weise) eine in Y meromorphe Funktion, wenn es zu jedem Punkt 
Yo€ D eine zusammenhiingende Umgebung U und eine in U holomorphe Funktion 
g + 0 gibt, so daB g -h| U — D beschriinkt ist. 
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Wir beweisen: 


a) Ist h meromorph in Y mit der Polstellenmenge Q, 80 gibt es zu jedem 
Punkt x,€ y(Q) eine zusammenhingende Umgebung V und eine in V holo- 
morphe Funktion a (zx) + 0, 80 daB (aon) +h inganz 7 (V) holomorph fortsetzbar ist. 

Wir brauchen nur zu zeigen, daB es zu jedem Punkt y,¢ Q tiber x, ein V 
und ein a(x) = 0 gibt, so daB (a0 7) - h in y, hinein holomorph fortsetzbar ist. 
Nach Voraussetzung gibt es eine zusammenhingende Umgebung U von y, 
und eine in U holomorphe Funktion g + 0, so daB g - h|U — Q beschrankt ist. 
Man kann offensichtlich U so waihlen, daB (U, »,V), V: = n(U), eine analy- 
tisclre Uberlagerung ist. Dann annulliert g|U ein Polynom 

@(w; x) = w+ a,(x)- we t+ - +++ a,(z) 
mit in V holomorphen Koeffizienten. Der Quotient p(y): = oon ist 
auBerhalb der Menge {y ¢ U, g(y) = 0} holomorph; iiberdies ist p(y) in ganz U 


holomorph fortsetzbar, da p(y) das Polynom 
@ (w; x)= w*+a,,(x)-w* +a, _.(x)a,(x)- we? + +++ +a, (x)as-* (x) -w + af (zx) 
annulliert. Aus der Gleichung (4,0 74)-h = (22) (g-h) folgt dann, daB 


V = »(U) und a(x): =a,(x) die verlangten Eigenschaften haben. 

Der Ring der in Y bzw. X meromorphen Funktionen sei fortan mit K(Y) 
bzw. K(X) bezeichnet. Es gilt in Analogie zu Satz 12: 

Satz 12’: Auf einer analytischen Uberlagerung 3 = (Y, y, X) sei auferhalb 
einer in Y diinnen Menge D eine stetige Funktion h gegeben. Dann definiert h 
genau dann eine in Y meromorphe Funktion mit einer Polstellenmenge Q D, 
wenn h ganz algebraisch iiber K(X) ist. Es gilt stets: (h: K(X)) < 6(Q). 

Beweis: Es werde zunachst angenommen, da8 es eine in Y meromorphe 
Funktion h’ mit einer Polstellenmenge QC D gibt, so daB h'| Y — D = h| Y — 
Dann ist h| Y — D insbesondere holomorph; analog wie im Beweis von Satz 12 
findet man daher Funktionen a,(z),...,a@)(x),b=6(%), die in X — n(D) 
holomorph sind, so daB h| Y—7 (n(D)) das Polynom w (w; x2) = w? + a,(x)w?-1+ 

-+ + a,(z) annulliert. Es bleibt zu zeigen, daB alle Koeffizienten a,(z) 
iu X meromorph fortsetzbar sind, 8 = 1,...,6. Sei x)¢ 4(D) ein beliebiger 
Punkt. Nach a) gibt es eine zusammenhangende Umgebung V von 2, und eine 
in V holomorphe Funktion a(x) = 0, so daB (ao n)-h'[n (V) — 7 (n(D)) zu 
einer in ganz n(V) holomorphen Funktion A* fortsetzbar ist. h* annulliert 
ersichtlich das Polynom 

w* (w;x) = w+ a,(x) a(x) w+ +--+ + ay, (x) a(x) w + ay (::) a(z)?. 

Da die Koeffizienten desselben die elementarsymmetrischen Funktionen von 
h*|7 ( V) sind, folgt, daB alle Funktionen a,(x) a(x)’ holomorph in ganz V 
fortsetzbar sind, B = 1,...,6. Das bedeutet aber, daB a,(z),...,a,(z) in V 
meromorph fortsetzbar sind. Mithin ist h ganz algebraisch tiber K (X). 

Es sei umgekehrt A ganz algebraisch iiber K(X); A annulliere etwa das 
Polynom 

w(w; x) = w+ a, (x) w+ +--+ + ay(x), ag(x) € K(X), B=—1,..., 6. 
18* 
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Dann gibt es eine nirgends dichte analytische Menge S in X, so daB a,(x)|X — S 
holomorph ist, 8 = 1,...,6. Daher gibt die in Y —D stetige Funktion A in 
natiirlicher Weise zu einér in Y —7 (S) holomorphen Funktion 4 AnlaB, die 
auBerhalb DU 7 (S) mit h ibereinstimmt. Nun gibt es zu jedem Punkt y, € 7 (S) 
nach Voraussetzung eine zusammenhangende Umgebung V von »(y,) und 
eine in V holomorphe Funktion a(x) + 0, so daB jede Funktion a(x) - a,(z) 
zu einer in ganz V holomorphen Funktion af (x) fortsetzbar ist. Dann bleibt 
aber (a0 7) -4|V —7(S) bei Annaherung an y, beschrankt, da (ao )-h 
iiber V — 7 (S) das Polynom } 
w*(w; x) = w+ 3S’ (af (x) - a(x) w? 
B=1 


annulliert. Also ist h und folglich h meromorph in Y, fortsetzbar q.e.d. 

Wir werden in §13 das folgende Fortsetzungslemma fiir meromorphe 
Funktionen benutzen : 

b) (Fortsetzungslemma): Es sei %=(Y,n,X) eine analytische Uber- 
lagerung und M c X eine mindestens 2-codimensionale analytische Menge in X. 
Dann ist jede in Y—7(M ) meromorphe Funktion h* eindeutig zu einer in 
ganz Y meromorphen Funktion h fortsetzbar. 

Der Beweis ist trivial: Nach Satz 12’ annulliert A* ein Polynom 

co* (w; 2) = w+ ay (a) w+ +++ + ay (2) 

mit in X — M meromorphen Koeffizienten. Nach einem klassischen Satz 
iiber die Fortsetzbarkeit meromorpher Funktionen in komplexen Mannig- 
faltigkeiten sind alle Koeffizienten af(x) zu in ganz X meromorphen Funk- 
tionen fortsetzbar. Es sei S eine in X nirgends dichte analytische Menge, so daB 
alle Funktionen af(x) in X — S holomorph sind. Dann gibt h* in natiirlicher 
Weise zu einer in Y — 7 (8) holomorphen Funktionen h AnlaB. Da h nach 
dem Vorstehenden ganz algebraisch iiber K (X) ist, folgt aus Satz 12’, daB h* 
in ganz Y meromorph fortsetzbar ist. 

4. Ist 3 =(Y,n, X) eine analytische Uberlagerung, so ist auf Y die 
Garbe ©(Y) der holomorphen Funktionskeime ausgezeichnet. In diesem 
Abschnitt sollen einige Aussagen iiber die algebraische Struktur der Halme 0, 
dieser Garbe bewiesen werden. 

Mit ©(X) werde die Garbe der in der komplexen Mannigfaltigkeit X 
holomorphen Funktionen bezeichnet. Jeder Halm 0,,2 ¢ X, ist zu einem 
»Potenzreihenring* (von im Nullpunkt eines Zahlenraumes konvergenten 
Potenzreihen) isomorph. Daher gilt nach bekannten Satzen: 

c) Alle Halme O,,x ¢ X, sind noethersche Integritiitsringe, fiir die der Satz 
von der eindeutigen Primelementzerlegung gilt. Insbesondere ist ©, ganz 
abgeschlossen (in seinem Quotientenkérper.). 

Jeder Halm ©, von ©(Y) laBt sich in natiirlicher Weise als Oberring 
von ©, (y)C O(X) auffassen; jedes Element von 0, ist ganz algebraisch iiber 
©,(y héchstens vom Grad 6(%}). Wir behaupten: 

Satz 14: Jeder Halm 0, ist ein ganz abgeschlossener noetherscher Integritéts- 
ring. 0, ist ein endlicher ©, (y-Modul. 











Komplexe Raumé 271 

Beweis: Wir zeigen zunichst, daB ©, stets nullteilerfrei ist. Es seien 
f,g €O, mit f-g=—0¢€0,. Dann gibt es eine zusammenhingende Umgebung U 
von y und in U holomorphe Reprasentanten 7,9 von f,g mit 7: g = 0|U. 
n bildet U mit Ausnahme einer U nirgends zerlegenden Menge N loka] topo- 
logisch in X ab. Daher folgt sofort: 7|U —N =0 oder gJU—-N=0. Aus 
Stetigkeitsgriinden gilt dann auch: /|U = 0 oder g/U = 0. Also ist mindestens 
einer der beiden Keime /, g der Nullkeim. 


Wir zeigen weiter, daB ©, ganz abgeschlossen ist. Sei a=, 1g €O,, 
g + 0, ein Element des Quotientenkérpers von 0,, welches ein Polynom 
Q(w) = w+ Cwm ++ +0, Cy. 1 OE OS, 


annulliert. In einer zusammenhaingenden Umgebung U von y gibt es holo- 
morphe Reprisentanten /, 9,é, der Keime /,g,¢,, 9 =1,...,7, es gilt 9+ 0. 
h selbst wird dann von der in U meromorphen Funktion h = f induziert. 


Diese Funktion ist auBerhalb der in U analytischen Menge {y ¢ U, j(y) = 0} 
holomorph und bleibt bei Annaherung an dieselbe beschrinkt, da sie das 
— D(w;y) = wht Bly) wt +8Cy) 

annulliert. Also ist h|U —{y ¢ U,g(y) = 0} nach Satz 12 in ganz U holo- 
morph fortsetzbar. Dann ist aber auch der von h in y erzeugte Keim h holo- 
morph, d. h. es gilt: h € O,. 

Um zu beweisen, daB 0, noethersch ist, geniigt es zu zeigen, da ©, :,) nach c) 
noethersch ist, daB 0, ein endlicher ©, ;,)-Modul ist. Das aber folgt unmittelbar 
aus folgendem 

Lemma: Es sei I" ein ganz abgeschlossener noetherscher Integrititsring mit 
vollkommenem Quotientenkérper. Es sei A ein Oberintegrititsring von I’, es 
gebe eine natiirliche Zahl m, derart, da jedes Element 6 € A ganz iiber I’ héchstens 
vom Grad m ist. Dann ist A ein endlicher I’-Modul. 

Der Beweis dieses Lemmas verlauft analog wie in [34], p. 81. — Die restlichen 
Aussagen von Satz 14 ergeben sich daher, wenn man setzt: I’ = 0,,,), 
A=0O0,, m= b(Q). 

Anmerkung: Fiir die Integrititsringe O,,y « Y, gilt im allgemeinen nicht der 
Satz von der eindeutigen Primelementzerlegung. 

5. Analytische Uberlagerungen sollen im folgenden Paragraphen zur 
lokalen Charakterisierung der sog. «-Raéume herangezogen werden. Dazu 
bendtigen wir jedoch noch den grundlegenden Begriff der holomorphen 
Abbildung einer -analytischen Uberlagerung in eine ebensolche. 

Definition 11 (Holomorphe Abbildung) : Sind J =( Yn, X) und J’ =( Y'n',X’) 
zwei analytische Uberlagerungen, so heiBt eine stetige Abbildung t: W — Y’ 
einer offenen Menge WCY in Y' holomorph, wenn folgendes gilt: Ist f' eine 
holomorphe Funktion in einer offenen Menge W'C Y’, 80 ist f'O t holomorph 
in T(W')C W. 

Nach dieser Definition sind die holomorphen Funktionen auf J genau die 
holomorphen Abbildungen von Y in die Zahlenebene C'. 
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§ 4. Der Begriff des komplexen «-Raumes 


1. Komplexe a-Raume sind Hausdorffsche Raume, die mit einer kom- 
plexen «-Struktur versehen sind. Wir fiihren zunachst den Begriff der «-Karte 
ein. R bezeichne stets einen Hausdorffschen Raum (vgl. zum folgenden auch 
[17 }). 

Definition 12 («-Karte): Eine «-Karte auf R ist ein Tripel (U,y,G), wo U 
eine nichtleere offene Menge in R und y eine topologische Abbildung von U auf 
eine analytische Uberlagerung G = (Y, n, G) eines Gebietes G eines komplexen 
Zahlenraumes C” ist. 

Zwischen «-Karten wird eine ,,Vertriglichkeitsbeziehung* definiert. 

Definition 13 (Holomorph vertrigliche «-Karten) : Zwei a-Karten (U,,y,, G,), 
i= 1,2, auf R heiBen holomorph vertriglich, wenn U, 7\ U, leer ist oder wenn 

yoo wr: wi (OU, 0 U2) > y2(U, 0 U2) 
eine biholomorphe (= umkehrbar holomorphe) Abbildung ist. 

Holomorph vertraigliche a-Karten werden zu a-Atlanten zusammen- 
gefaBt. 

Definition 14 («-Atlas): Ein «-Atlas auf R ist eine Kollektion von paar- 
weise miteinander holomorph vertriiglichen a-Karten (U,,w,,G,), «¢ 1, wobei 
UU,=R. 
er 
. Gibt es auf R einen «-Atlas, so ist R im kleinen einer analytischen Uber- 
lagerung homéomorph und somit lokal kompakt und lokal wegzusammen- 
haingend. Daher zerfallt R in kanonischer Weise in zusammenhangende 
Komponenten R,, x ¢K. Jede solche Komponente R,, besitzt eine wohl- 
bestimmte komplexe Dimension d(R,)< co. Die Dimension von R selbst 
wird definiert durch d(R) = sup d(R,); offensichtlich kann d(R) unendlich 

“eK 


sein. Haben alle Komponenten von R die gleiche Dimension d, so nennt 
man R rein d-dimensional; man schreibt dann auch: R = R¢. 

Ein a-Atlas auf R heiBt vollstindig, wenn jede a-Karte auf R, die mit 
allen «-Karten des Atlas holomorph vertraglich ist, zu diesem Atlas gehért. Ein 
volistandiger «-Atlas auf R hei®t auch ein «-Strukturatlas. 

Man zeigt leicht, daB jeder «-Atlas auf R in eindeutiger Weise vervoll- 
standigt werden kann. 

Definition 15 (a-Raum): Ein Hausdorffscher Raum R, der mit einem 
vollstiindigen «-Atlas versehen ist, heiBt ein komplexer a-Raum (kurz: a-Raum). 

Der Uberlagerungsraum Y einer jeden analytischen Uberlagerung 
%=(Y,n, X) einer komplexen Mannigfaltigkeit X, insbesondere also X 
selbst, kann in kanonischer Weise als a-Raum aufgefaBt werden: man gibt 
sich eine offene Uberdeckung {U,},-; von X so vor, daB jedes U, durch eine 
biholomorphe Abbildung y, auf ein Gebiet in einem Zahlenraum abbildbar ist. 
Dann ist offensichtlich {(7 (U,),j,,G,),«€ 1}, woG,:=(y (U,), yon, y.(U,)) und j, 
die Identitat ist, ein «-Atlas auf Y. Derselbe kann zu einem «-Strukturatlas 
auf Y vervollstandigt werden, der ersichtlich unabhangig von der Wahl der 
Uberdeckung {U,}, <7 ist. 
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Definition 16 (Uniformisierbarer Punkt): Ein Punkt r eines a-Rawmes R 
heiBt uniformisierbar, wenn es eine a-Karte (U, py, G),r ¢ U, des «-Struktur- 
atlas von R gibt, so daB © die triviale Uberlagerung eines Gebietes eines Zahlen- 
raumes ist. 

Es folgt sofort: ; 

a) Ein a-Raum R ist genau dann eine komplexe Mannigfaltigkeit, wenn 
alle Punkte von Kk uniformisierbar sind. 

Jeder uniformisierbare Punkt ist ein zellularer Punkt; es sind den Verff. 
keine Beispiele von «-Raéumen mit nicht uniformisierbaren Punkten, die 
zellular sind, bekannt. 

Jede nichtleere offene Menge R’ eines «-Raumes R ist in natiirlicher Weise 
mit einem a-Strukturatlas versehen und mithin ein «Raum. Das topo- 
logische Produkt zweier «-Raume tragt ebenfalls einen natiirlichen «-Struktur- 
atlas (man benutze § 2. a)) und ist daher ein «-Raum. 

2. In a-Raéumen lassen sich die Grundbegriffe der Funktionentheorie ein- 
fiihren. Mit R werde stets ein «-Raum bezeichnet. 

Definition 17 (Holomorphe Funktion): Eine komplex-wertige Funktion f in 
einer offenen Menge WCR heiBt holomorph in W, wenn fiir jede «-Karte 
(U, y,B), UC W, des «-Strukturatlas von R die Funktion fO w- in w(U) holo- 
morph ist. 

Man iiberlegt sofort: /|W ist bereits dann holomorph in W, wenn es zu jedem 
Punkt r¢ W eine a-Karte (U, y, G),r¢ UC W, des «-Strukturatlas von R gibt, 
so daB foy- in p(U) holomorph ist. 

Hieraus folgt: Ist % = (Y, n, X) eine analytische Uberlagerung, so ist eine 
in WCY komplex-wertige Funktion f genau dann holomorph in W im Sinne 
von Def. 17, wenn sie dort holomorph im Sinne von Def. 8 ist. 

Die Garbe der holomorphen Funktionskeime iiber einem a-Raum sei 
wieder mit 0(R) bezeichnet. Wir nennen 0(R) die «-Strukturgarbe des «-Rau- 
mes R. Aus Satz 14 folgt: 

b) Jeder Halm O0,,r¢R, der a-Strukturgarbe O(R) eines a-Raums R ist 
ein ganz abgeschlossener noetherscher Integritdtsring. 

Nachdem der Begriff der holomorphen Funktion fiir «-Raume erklart ist, 
kann man auch den Begriff der holomorphen Abbildung eines «-Raums in 
einen anderen einfiihren. Die Definition 11 kann wértlich ibertragen werden. 

3. Es sei R ein a-Raum; mit M, sei der Quotientenkérper von O,,r¢«R 
bezeichnet. Offensichtlich 1i8t sich die Menge {M,,7r ¢ R} in natiirlicher 
Weise als eine 0-Garbe iiber R auffassen. Wir bezeichnen diese Garbe mit 
M(R) und nennén sie die Garbe der meromorphen Funktionskeime iiber R. 
O(R) kann in natiirlicher Weise als eine Untergarbe von I(R) aufgefaBt 
werden. 

Definition 18 (Meromorphe Funktion): Eine meromorphe Funktion h in 
einem a-Raum R ist eine Schnittfliche in M(R), h ¢ H°(R, M). 

Es 148t sich leicht zeigen: 

Ist Y = (Y, y, X) eine analytische Uberlagerung einer komplexen Mannig- 
faltigkeit X, so kann jede meromorphe Funktion auf Y im Sinne von Def. 18 
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in natiirlicher Weise als eine meromorphe Funktion auf Y im Sinne von Def. 10 
aufgefaBt werden und umgekehrt. 

Man benétigt wieder den Begriff der analytischen Menge, der analog wie 
in §3 hier fiir «-Raume zu definieren ist. Analytische Mengen in «-Raumen 
haben lokal dieselbe Struktur wie analytische Mengen in analytischen Uber- 
lagerungen; daher gilt insbesondere: 

c) Eine nirgends dichte analytische Menge in einem a-Raum R zerlegt R 
nirgends. 


§ 5. Geringte Riume 


1. Der Begriff des geringten Raumes stellt eine wesentliche Verallgemeine- 
rung des Begriffes des komplexen «-Raumes dar. Wir definieren: 

Definition 19 (Geringter Raum): Ein topologischer Raum X heiBt ein 
geringter Raum, wenn X mit einer geringten Struktur versehen ist, d.h. wenn 
tiber X eine Untergarbe UA von Ringen der Garbe der Keime der komplex-wertigen 
stetigen Funktionen ausgezeichnet ist, die die Garbe I" der konstanten komplezx- 
wertigen Funktionskeime umfaft.U heiBt die Strukturgarbe des geringten Raumes X. 

Um anzudeuten, daB X ein geringter Raum mit der Strukturgarbe 2 ist, 
schreiben wir auch gelegentlich (X, 2) statt X. 

Es ist klar, daB jeder «-Raum R zu einem geringten Raum wird, wenn man 
iiber R die «-Strukturgarbe © der Keime der holomorphen Funktionen als 
geringte Struktur auszeichnet. Wir fassen von nun an jeden «-Raum R als 
einen geringten Raum, versehen mit seiner a-Strukturgarbe 0, auf. 

Definition 20 (Morphe Funktion, morpher Funktionskeim): Ist U eine 
offene Menge in (X, A), so heiBt eine stetige Funktion f in U eine morphe Funktion 
genau dann, wenn f eine Schnittfliche in A iiber U ist. 

Die Elemente eines jeden Halmes A,, x « X, heiBen morphe Funktionskeime 
in x€X. 

Es folgt sofort: 

Die Gesamtheit der in einer offenen Menge U von X morphen Funktionen 
bildet einen kommutativen Ring mit Einselement. 

Wir bezeichnen mit M, den Quotientenring von 2%, und setzen M: = {M,, 
x € X}. M kann in natiirlicher Weise als eiixe Garbe von Ringen aufgefaBt 
werden ; offensichtlich ist 21 eine Untergarbe von M. 

Definition 21 (Romorphe Funktion, romorpher Funktionskeim): Ist U eine 
offene Menge in X, so heiBt jede Schnittfliche in M iiber U eine romorphe 
Funktion in U. 

Die Elemente eines jeden Halmes M,, x « X, heiBen romorphe Funktions- 
keime in x € X,M heift die Garbe der romorphen Funktionskeime iiber X. 

Definition 22 (A-Menge): Eine abgeschlossene Teilmenge M eines geringten 
Raumes (X,%A) heiBt eine A-Menge in X, wenn jeder Punkt x,¢ X eine Um- 
gebung U(x) besitzt, so daB Mr\ U(x.) die genaue simultane Nullstellenmenge 
eines endlichen Systems {f,} von in U(x) morphen Funktionen f, ist. - 

Die O-Mengen eines komplexen «-Raumes R sind die analytischen Mengen 
in R. 
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Zu jeder 2-Menge M eines geringten Raumes (X,%) gehdrt eine maximale 
A-Idealgarbe 5(M)=93; der Halm 5,,2¢X, besteht aus allen morphen 
Funktionskeimen /,¢€%,, die in einer Umgebung U(z) einen Reprisentanten 
foi € H°(U (x), A) besitzen, der auf M -\ U(x) verschwindet. 

2. Mit X, Y,Z seien stets geringte Raume bezeichnet; ihre Struktur- 
garben seien 2,%, €. Wir fiihren den Begriff der morphen Abbildung ein: 

Definition 23 (Morphe Abbildung): Hine stetige Abbildung t: X + Y von X 
in Y heiBt eine morphe Abbildung, wenn fiir jeden Punkt x¢ X durch die 
tae by (2) +b, (2)OT, by (ey € Bee) ’ 
ein Homomorphismus t¥ : B,(.)> AU, von B, (2) in A, definiert wird. 

Eine morphe Abbildung t: X + Y heiBt bimorph, wenn t eine topologische 
Abbildung auf Y und t-1: Y + X eine morphe Abbildung ist. 

Es sei sofort angemerkt : 

a) Eine stetige Abbildung tx: X + Y ist genau dann morph, wenn folgendes 
gilt: Ist f irgendeine morphe Funktion in einem Teilbereich V von Y, so ist for 
eine morphe Funktion im Bereich t (V)CX. 

b) Sind tr: X—+ Y und ao: Y+Z morphe Abbildungen, so ist auch die 
zusammengesetzte Abbildung a0 tr: X +Z morph. 

Ist die Strukturgarbe G des Raumes Y die konstante Garbe J’ der kom- 
plexen Zahlen, so ist offensichtlich jede stetige Abbildung t: X + Y morph. 

Wir fassen im folgenden die 21-Mengen von X stets als topologische Unter- 
raume von X, versehen mit der Relativtopologie, auf. Dann gilt: 

c) Auf jeder A-Menge M in X gibt es eine natiirliche geringte Struktur, so 
daB die Injektion 1: M + X eine morphe Abbildung ist. 

Beweis: Wir definieren die Strukturgarbe 2’ tiber M durch ein Garben- 
datum {A’(U"), ro". Fiir jede offene Menge U’ von M sei A’ (U’) die Menge aller 
stetigen Funktionen in U’, die als Spur einer morphen Funktion / ¢ H°(U, 2) 
auftreten, wobei U irgendeine offene Menge in X mit U7\M=U’ ist. Man 
hat natiirliche Beschrankungen r¥’ mit den bekannten Eigenschaften. Daher 
ist die Gesamtheit {A’(U’), r’} das Datum einer Garbe &’ von Ringen iiber M. 
Zeichnet man 2%’ als Strukturgarbe iiber M aus, so ist offensichtlich 1: M+ X 
eine morphe Abbildung. 

Auf Grund von c) nennt man die 2%-Mengen eines geringten Raumes X 
auch geringte Unterraume von X. 

Bezeichnen wir mit %’ die triviale Fortsetzung der Strukturgarbe 2’ eines ge- 
ringten Unterraumes M von X auf X (es gilt also: 2, = 0, falls x¢M ; Oy = 2, sonst), 
und mit 3 die zu M gehérende Idealgarbe, so sieht man unmittelbar, daB U’ 
und 2/3 kanonisch isomorph sind. 

Auf dem topologischen Produkt X x Y zweier geringter Raume (X, 2%), 
(Y,@%) kann in naheliegender Weise eine geringte Struktur definiert werden: 
sind U bzw. V offene Mengen in X bzw. Y, so zeichne man iiber U x V alle 
diejenigen stetigen Funktionen f(z, y) aus, fiir die bei festem x, bzw. y 


jeweils gilt: f(x,y) €H9(V,B), f(x, yo) HU, %). 
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Die Menge dieser Funktionen bildet einen Ring; da das Mengensystem 
{U x V, UCX offen, V c Y offen} eine Basis der offenen Mengen von X x Y 
bildet, wird somit eine geringte Struktur auf X x Y definiert. Diese Struktur 
ist jedoch fiir Anwendungen vielfach ungeeignet; sind z. B. X, Y differenzier- 
bare Mannigfaltigkeiten, so stimmt die natiirliche differenzierbare Struktur 
auf X x Y nicht mit der soeben definierten Produktstruktur iiberein (vgl. 
hierzu jedoch § 9). 

Eine fiir die Anwendungen in der komplexen Analysis besonders wichtige 
Klasse von geringten Raumen sind die geringten Raume vom Typ F. 

Definition 24 (Geringter Raum vom Typ F): Ein geringter Raum (X, A) 
heiBt vom Typ F, wenn der Riemannsche Fortsetzungssatz fiir morphe Funktionen 
gilt, das soll heiBen: Ist M irgendeine A-Menge in einer offenen Menge U von X, 
die nirgends dicht in U liegt, so ist jede in U — M beschriinkte morphe Funktion 
zu einer in ganz U morphen Funktion fortsetzbar. 

Nach Satz 12 ist jeder «-Raum (R, 0) vom Typ F. 

Wir beweisen: 

Satz 15: Eine stetige Abbildung t: X > Y eines geringten Raumes (X, 2) 
vom Typ F in einen geringten Raum (Y, B), die auBerhalb einer in X nirgends 
dichten A-Menge M morph ist, ist morph schlechthin. 

In der Tat! Sei g irgendeine morphe Funktion in einer offenen Menge U 
von Y. Dann ist go t nach Voraussetzung in T( U)—M morph. Da gor in 
ganz T (U) stetig und (X,%) vom Typ F ist, folgt unmittelbar, daB go rt in 
ganz t (U) morph ist, q.c.d. 

Es folgt nun sofort: 

Korollar: (X,U) und (Y,B) seien geringte Riume vom Typ F; 1: X > Y 
sei eine topologische Abbildung von X auf Y. Es gebe eine nirgends dichte B- 
Menge N in Y, so daB t: X — t(N) > Y—N bimorph und t (N) eine A-Menge 
ist. Dann ist t: X + Y bimorph schlechthin. 

3. Uber einem geringten Raum (X,%) kann die Theorie der 2-Garben 
entwickelt werden"*) (vgl. [19] sowie [30]). Insbesondere ist der Begriff der 
koharenten 2-Garbe wohldefiniert und hat alle aus der analytischen Theorie 
bekannten elementaren Eigenschaften. Wir definieren nun: 

Definition 25 (Freie Garbe): Eine kohirente U-Garbe S iiber einem geringten 
Raum (X,A) heipt frei in einem Punkt x,¢ X, wenn der Halm ©,, ein freier 
,,-Modul ist, d.h. eine (endliche) Basis besitzt. Hine in jedem Punkt x,¢ X 
freie Garbe heiBt frei schlechthin. 

Wir beweisen sofort: 

d) Ist A kohdrent, so ist eine kohdrente A-Garbe SG genau dann frei in einem 
Punkt x,¢€ X, wenn es eine Umgebung U von x, und eine natiirliche Zahl p => 0 


gibt, so daB S (U) und A?(U): = @ 4(U) A-isomorph sind. 
1 


Beweis: Es ist klar, daB die angegebene Bedingung die Freiheit von © 
nach sich zieht. Sei umgekehrt © frei in x9, sei s9), . . ., st?) eine Basis von G,, 


aa) Statt 2-Garbe sagt man auch ,,morphe Garbe“. 
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iiber %,. Es gibt dann iiber einer Umgebung U’ von x, Schnittflachen 
s@,..., 8 inS mit s™ (2) = s&, 1=1,...,p). Da © koharent ist, kann 
U’ insbesondere so klein gewahlt werden, daB s®), . . ., s() ganz@(U") erzeugen. 
Der von den s(),..., s erzeugte %-Homomorphismus o : %?(U’) +G(U") 
ist somit surjektiv. Da 2% koharent ist, ist auch die Garbe Kern o iiber U’ 
koharent. Da (Kern a),,= 0, so folgt aus der Koharenz, da8 es eine Umgebung 
UCU’ von x, mit (Kern co) (U) = 0 gibt. Daraus folgt aber @(U) ~ %?(U)/ 
Kern o(U) ~ A?(V), q.e.d. 

Die Gesamtheit der Punkte z,¢ X, in denen © frei ist, bildet insbesondere 
eine offene Menge in X. Die Zahl p heiBt der Rang vonG in 2p, p ist eindeutig 
bestimmt und loka] konstant. 

Es seien (X,2%), (Y,&) geringte Riume und tr: X > Yy eine stetige Ab- 
bildung. Dann ist fiir jede Garbe £ (von abelschen Gruppen) iiber Y die 
topologische Urbildgarbe £‘ tiber X wohldefiniert. Ist t morph, so existiert 
zu jeder G-Garbe & iiber Y sogar eine 2%-Urbildgarbe r*(&). In [19] sind die 
wichtigsten Eigenschaften der %-Urbildgarben von G-Garben zusammen- 
gestellt; es zeigte sich insbesondere, daB die Kohirenz von £ die Koharenz 
von t*() zur Folge hat, wenn 2 koharent ist. 

Falls tr : X-> Y morph ist, kann man auch jeder 2-Garbe © iiber X eine Folge 
T,(G) von B-Garben iiber Y zuordnen, die man die Bilder von © beziiglich tnennt 
q=0,1,.... Die Garbe 1,(6) wird dabei durch das G-Garbendatum 


{Ho(z (U ),S)}, wo U alle nichtleeren offenen Mengen von Y durchlauft, 
definiert. Im Falle g = 0 zeigt sich, daB dieses Datum das kanonische Datum 
von T)(@) ist; die Gruppen H°(X,6) und H°®(Y,1,(G)) sind also kanonisch 
operatorisomorph®”®) (vgl. [19], Satz 3). Eine wichtige Kigenschaft der Bild- 
garben sei hier ohne Beweis notiert (vgl. [19], § 2, m)): 

e) Ist 0 +S'+S +S" 0 eine exakte A-Sequenz von A-Garben iiber einem 
geringten Raum (X,2A), und ist t: X + Y eine morphe Abbildung von (X, A) 
in einen geringlten Raum (Y,%), so gibt es eine natiirliche exakte B-Sequenz 

0 + T(S') > t)(S) > %)(S") > 1, (S’) > 1, (SG) > 1,(S") > 1,(6') > --- 
der Bildgarben. 

4. Wir fiihren in diesem Abschnitt den Begriff des 2-Vektorraumbiindels 
iiber einem geringten Raum (X, 2) ein™4). Mit GL(g, C) sei wie tiblich die 
Gruppe der linearen Automorphismen des q-dimensionalen komplexen Zahlen- 
vektorraumes C*% bezeichnet; GL(1, C) ist in natiirlicher Weise zur multi- 
plikativen Gruppe C* der von Null verschiedenen komplexen Zahlen isomorph. 

Es sei nun (X, %) ein geringter Raum. Ist U irgendeine offene Menge von X, 
so betrachten wir allé stetigen Abbildungen xz > g(x), x ¢ U, von U in GL(q, C), 
bei denen g(x) und g(x)-' morphe Matrizen sind*). Die Menge aller dieser 


19) Mit s(2,) werde hier der Wert der Schnittflache s* in x, also ein Element 
aus ©,,, bezeichnet. 

20) Man beachte, daB H®(X,S) ein Hv(X, M)-Modul und HY, t,(@)) ein H°( Y,%)- 
Modul ist. 

*1) Wir schlieBen uns weitgehend an die Begriffsbildungen in [20] an. 

2) Eine Matrix a(x) = (a,,(z)) werde morph genannt, wenn alle ihre Elemente a,, (2) 
morphe Funktionen sind. 








278 Hans GRAUVERT und REINHOLD REMMERT: 


Abbildungen bildet eine (fiir gq > 1 nichtabelsche) Gruppe; es gibt eine wohl- 
bestimmte Garbe GL a(q,C) tiber X, so daB H°(U, GLa(g,C)) genau diese 
Gruppe ist. 

Wir definieren nun: 

Definition 26 ((X, C*)-Karte, U-vertriigliche (X, C*)-Karten): Eine (X, C*)- 
Karte auf einem topologischen Raum W ist ein Tripel (U, p, V x C*), wo U 
eine offene Menge in W, V eine offene Menge in X und mp: U + V x C® eine 
topologische Abbildung von U auf V x C* ist. 

Zwei (X, C*)-Karten (U,, p;, V; x C%, i= 1, 2, auf W heiBen A-vertriglich, 
wenn 9,(U,-\ U,) = 9,(U, 0 U2) = (Vi A V2) x C* und wenn es ein Element 
Ii2€ H°(V,A\ Vg, GLa (q, C)) gibt, so daB gilt: 


PO Py *(v x z) = v X (Yyq(v) (z)), VEVIA Vg, 2 € C*. 


A-vertragliche Karten fassen wir zu (2, C*)-Atlanten zusammen. 

Definition 27 ((A, C*)-Atlas): Eine Kollektion {(U;, y;, V; x C%, i € I} von 
(X, C*)-Karten auf einem topologischen Raum W heift ein (A, C*)-Atlas auf W, 
wenn W=UU,, X =UV,, und zwei beliebige Karten aus der Kollektion stets 

ier ier 
A-vertraglich sind. 

Zu jedem (1, C*)-Atlas {(U;, p,, V; x C%), i ¢ I} auf X gehért offensichtlich 
ein eindeutig bestimmter Cozyklus {g,;} € Z'(O, @La,(q, C)) aus der Menge der 
B-Cozyklen mit Koeffizienten in GLy(q,C), wenn B die Uberdeckung {V,, 
i € I} von X bezeichnet. Man kann umgekehrt zeigen: 

f) Ist B= {V,,i€]} eine offene Uberdeckung von X und {g;,} «Z'(B, 
GLy(q, C)) irgendein B-Cozyklus, so gibt es einen topologischen Raum W und 
einen (2, C%)-Atlas auf W, zu dem dieser B-Cozyklus gehért. 

Ist auf W ein (2, C*)-Atlas gegeben, so gibt es eine natiirliche stetige Ab- 
bildung x: W + X auf X, derart, daB jeder Punkt x ¢ X eine Umgebung V 
besitzt, so daB x (V) homéomorph dem Produktraum V x C® ist. Man de- 
finiert 2 vermége der (X, C*)-Karten des gegebenen (2, C*)-Atlas; die 2-Ver- 
triglichkeit dieser Karten hat zur Konsequenz, daB die Definition von 2 
unabhangig von der Wah! der Karten ist. Wir nennen z die Projektion von 
W auf X. 

Definition 28 ((A, C%)-Struktur): Ein (A, C%)-Atlas heiBt eine (A, C*)- 
Struktur auf W, wenn der gegebene Atlas vollstindig ist, d. h. wenn jede (X, C*)- 
Karte auf W, die mit allen (X, C*)-Karten des (A, C*)-Atlas A-vertréglich ist, 
zum (2, C*%)-Atlas gehért. 


Offensichtlich kann jeder (2, C*)-Atlas auf W in natiirlicher Weise zu 
einer (2, C*)-Struktur auf W vervollstandigt werden. Zwei (2, C*)-Atlanten 
auf W definieren genau dann dieselbe (2, C*)-Struktur auf W, wenn die zu 
ihnen gehérenden Cozyklen dasselbe Element aus der 1. Cohomologiemenge 
H'(X, GLy(q, C)) reprasentieren; zu jeder (2%, C*)-Struktur auf W gehért 
daher ein eindeutig bestinjmtes Element § ¢ H'(X, GLa(q,C)). Wir defi- 


nieren nun: 





EE —— 


ao 2a =. 
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Definition 29 (q-rangiges A-Vektorraumbiindel): Ein topologischer Raum W, 
der mit einer (A, C*%)-Struktur versehen ist, heiBt ein q-rangiges A-Vektorraum- 
biindel iiber X (genauer: iiber (X,A)). 

Ein l-rangiges 2-Vektorraumbiindel tiber X heiBt auch ein %-Geraden- 
biindel tiber X. 

Nach dem Vorstehenden wird offensichtlich jedes g-rangige 2%-Vektorraum- 
biindel tiber X durch ein wohlbestimmtes Element & ¢ H'(X, @Lq(q, C)) 
reprasentiert. Wir nennen zwei q-rangige 2-Vektorraumbiindel W und W’ 
tiber X %-dquivalent, wenn sie durch dasselbe Element & ¢ H'(X, GLy(q, C)) 
gegeben werden. Man zeigt leicht: 

g) Zwei er U-Vektorraumbiindel W, W’ iiber (X, 2) mit den (A, C%)- 
Strukturen {(U;,, p;, Vix C%, t € DT}, {(Uj, pj, Vi x C%), 7 € I} sind genau dann 
A-dquivalent, wenn es ‘elas topologische Abbildung t: W > W' von W auf W' 
gibt, die die (A, C*)-Struktur von W auf die (A, C*)-Struktur von W’ abbildet: 

{(t(U), yor, Vyx 09, ie DT} ={(Uj, gy}, Vj x 0%, GET’. 

Da nach f) zu jedem & ¢ H'(X, GLy(q, C)) ein q-rangiges A-Vektorraum- 
biindel iiber (X, 2) gehdrt, so gilt also: 

h) Die A-Aquivalenzklassen der q-rangigen A-Vektorraumbiindel iiber (X, A) 
entsprechen in kanonischer Weise eineindeutig den Elementen der Cohomologie- 
menge H'(X, G@Ly(q, C)). Das triviale Biindel X x C* entspricht dem neutralen 
Element von H}(X, G Ly(q, C)). 

Sind W bzw. W’ zwei %-Vektorraumbiindel iiber X vom Rang gq bzw. q’, 
so ist ihre Whitneysche Summe W@W’ und ihr Tensorprodukt W@W’ in 
natiirlicher Weise definiert. Beide Biindel sind wieder 2-Vektorraumbiindel ; 
WeW’ ist (¢q + q’)-rangig, W@W’ ist vom Rang qq’. 

Insbesondere ist also das Tensorprodukt zweier 21-Geradenbiindel F, F’ 
iiber (X, 21) wieder ein 2-Geradenbiindel F @ F’ iiber X. Werden F, F’ be- 
ziiglich einer geeigneten Uberdeckung G = {V,, i ¢ J} von X durch Cozyklen 
{9:5}, {gi;} gegeben (hier sind alle g,,, gj; nirgends verschwindende morphe 
Funktionen in V;7 V,, fiir die auch 9.) bzw. 9’; jeweils morph in V, 7 V, ist), 
so wird F @ F’ durch den B-Cozyklus {g;;- gj ,} definiert. Da GLq(1, C) 
eine Garbe von abelschen Gruppen ist, so ist H'(X, GL y(1,C)) ebenfalls 
eine abelsche Gruppe; daher gilt: 

i) Die Menge der A-Aquivalenzklassen von A-Geradenbiindeln iiber (X, A) 
bildet beziiglich des Tensorprodukis @ eine abelsche Gruppe, die in natiirlicher 
Weise zur Cohomologiegruppe H!(X, G Ly(1, C)) isomorph ist. 

Ist W ein q-rangiges A-Vektorraumbiindel iiber (X, 2) mit der Projektion 
a: W > X, so heiBt eine stetige Abbildung o einer offenen Menge Vc X in W 
eine Schnittfliche iber V in W, wenn zoo die Identitat ist. Hine Schnitt- 
fliche o iiber V in W heiBt morph, wenn es zu jedem Punkt 2,¢ V eine (X, C*)- 
Karte (U’, g’, V’ x C*) aus dem (2, C*)-Strukturatlas von W mit 2,¢ V'CV 
gibt, so daB die Abbildung , 
v'* V’ x Cr+ 08 


durch g in V’ morphe Funktionen /,, . . ., {, beschrieben werden kann. 
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Die Gesamtheit der Keime der morphen Schnittflachen in W bildet eine 
A-Garbe W iiber X. Ist A kohirent, so ist W offensichtlich frei vom Range 
q, denn jeder Punkt x ¢ X besitzt eine Umgebung U, so da8 %3(U) zur Garbe 
2*(U) A-isomorph ist. Man zeigt nun sofort, daB auch umgekehrt zu jeder iiber 
X freien kohirenten 2%-Garbe Y vom Rang gq ein qg-rangiges 2-Vektorraum- 
biindel W itiber (X,2%) gehdrt, so daB I A-isomorph zur Garbe der Keime 
der morphen Schnittflachen in W ist. 


§ 6. Der Begriff des komplexen §-Raumes 


1. Jeder Bereich B des C” ist, versehen mit der Garbe ©(B) der in B 
holomorphen Funktionskeime, ein geringter Raum. Die analytischen Mengen 
M in B kénnen nach § 5.2 in natiirlicher Weise mit einer Strukturgarbe 0(M) 
versehen und somit als geringte Unterraume (M, 0(M)) von (B, O(B)) auf- 
gefaBt werden; dies soll im folgenden stets geschehen. Man definiert nun: 

Definition 30 (B-Raum): Ein geringter Hausdorffscher Raum (R, ©(R)) 
heift ein komplexer B-Raum (kurz: B-Raum), wenn jeder Punkt r¢ R eine 
Umgebung U besitzt, so dab (U,O(U)) bimorph auf eine analytische Menge 
(M, ©(M)) eines Bereiches eines komplexen Zahlenraumes abbildbar ist. 

Die Strukturgarbe O(R) heiBt eine B-Struktur auf R. 

Komplexe Mannigfaltigkeiten, versehen mit der Garbe der holomorphen 
Funktionskeime, sind die einfachsten Beispiele von £-Raumen. Weitere Bei- 
spiele sind die analytischen Mengen in einer komplexen Mannigfaltigkeit. 

Auf einer lokal irreduziblen analytischen Menge M in einem Polyzylinder 
Z: = {|z,| <a, ..., |%|<a@,}, die tiber Z¢: = {|z,|<a,,..., |zg| << ag} aus- 
gebreitet liegt, ist somit neben der in § 4 definierten «-Struktur noch eine 
8-Struktur definiert. Wir bezeichnen die entsprechenden Strukturgarben mit 
O@(M) und 0) (M). Es gilt stets Of (M)CO@(M); im allgemeinen gilt: 
O)(M) + O@(M). Als einfaches Beispiel hierzu betrachten wir im C? die 
durch die Gleichung 2}*—2'=0, p,>1, py>1, (pa, P,)=1, definierte 
loka] irreduzible analytische Menge M, die tiber C'(z,) liegt. Der «-Raum 
(M, O@) wird durch die Gleichungen z,= ¢”, z,=t” biholomorph auf die 
komplexe t-Ebene abgebildet. Es gilt: 0 = O@ fir alle z +0; dagegen ist 
OO echt in O enthalten. FaBt man die Ringe 0”) bzw. Of als Vektorraume 
iiber C auf, so ist leicht zu zeigen, daB der Quotientenvektorraum O/0(") die 
Dimension £21—") ak wet hat*). 

Wir bezeichnen mit (R, O(R)) im folgenden stets einen £-Raum; statt 
(R, O(R)) schreiben wir auch kurz wieder R. In $-Raéumen sagt man statt 
morph iiblicherweise holomorph, statt romorph meromorph und statt ©-Menge 
analytische Menge. Man beweist unmittelbar, daB jede analytische Menge A 
in R, versehen mit der induzierten Garbe 0(A), wieder ein 6-Raum (genauer: 
ein £-Unterraum von R) ist. Weiter gilt: 

a) Eine Abbildung py: R— C* .3t genau dann holomorph, wenn die n Ko- 
ordinatenfunktionen z,09,v =1,...,, holomorph in R sind. 





aa) Eine allgemeine Aussage  iiber die Dimension solcher Quotientenvektorraume fiir 
8-Strukturen auf ,,ebenen Kurven“ findet sich in [13]. 
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Wir nennen eine f-Struktur 0’(R) auf R eine Verfeinerung einer #- 
Struktur ©(R), wenn jeder Halm ©; ein Oberring von 0, ist, r¢ R. Eine 
8-Struktur heiBt mazimal, wenn sie keine echte Verfeinerung gestattet. 

Ist 0’ (R) eine Verfeinerung von 0(R), so ist die Identitat i : (R, 0’) + (R, ©) 
eine holomorphe Abbildung. Ein bekannter Satz iiber die holomorphe Um- 
kehrbarkeit von holomorphen Abbildungen zwischen komplexen Mannig- 
faltigkeiten sagt aus, daB die £-Struktur einer komplexen Mannigfaltigkeit 
maximal ist. 

2. Ein Paar (U, w) heiBt eine 8-Karte auf R, wenn U eine offene Menge 
in R und y eine biholomorphe Abbildung von U auf eine in einem Bereich 
Bc C* analytische Menge y(U) ist. Laut Definition gestattet R Uberdeckungen 
{U,}, so daB U, jeweils Trager einer £-Karte auf R ist. Man iiberlegt sofort: 

b) Ist {U,} eine offene Uberdeckung eines Hausdorffschen Raumes R und 
y, eine topologische Abbildung von U, auf eine analytische Menge w,(U,) eines 
Bereiches B,C OC, derart, daB alle Abbildungen 


Ya o vi, : y,,(U,, “"\ U,,) - y.(U,, ‘\ U,,) 


biholomorph sind, so gibt es genau eine B-Struktur O(R) auf R, so daB die Paare 
(U,, y,) B-Karten sind. 

Das topologische Produkt von 8-Réiumen kann in natiirlicher Weise als ein 
6-Raum aufgefaBt werden. Es gilt nimlich (vgl. [31]): 

c) Sind R,, R, zwei B-Réiume, so gibt es auf dem Produktraum R, x R, 
genau eine B-Struktur mit folgenden Eigenschaften: Sind (U,, w,) B-Karten 
auf R,, i= 1, 2, so ist (U, x Uy, y, x pe) eine B-Karte auf R, x Ry. 

Es ist klar, daB es héchstens eine solche £-Struktur auf R, x R, gibt. Die 
Existenz selbst ergibt sich sofort aus b), da aus a) unmittelbar folgt: Sind 
M,, Mj, i=1,2, analytische Mengen in Bereichen von Zahlenriiumen und 
y,: M,> Mj, i= 1, 2, Abbildungen, so ist m, x y,: M, x M,-> Mj; x M3 genau 
dann holomorph, wenn gy, und vy, holomorph sind. 

Ein £-Raum 2 ist lokal nicht notwendig reindimensional. Aus dem 
Korollar zu Satz 3 und Satz 4 ergibt sich aber sofort: 


d) Ist R in einer Umgebung eines Punktes r ¢ R rein d-dimensional, so 
gibt es eine B-Karte (U, y), r € U, auf R, so dap w(U) eine analytische Menge 
in einem Polyzylinder Z := {\z,| < a,,..., |z,| <a@,} eines CO", n= ist, die iiber 
Zt: = {\z,| << ay, .. ,|Zg| < @q} ausgebreitet liegt. 

Eine in R analytische -Menge A heiBt niederdimensional, wenn fir alle 
Punkte r ¢€ A gilt: d,(A) < d,(R). Ist A niederdimensional, so liegt A nirgends 
dicht in R, kann R jedoch zerlegen. 

3. Wir nehmen eine erste (grobe) Klassifizierung der Punkte eines /- 
Raumes R vor. 

Definition 31 (Gewéhnlicher Punkt): Ein Punkt r¢ R heiBt ein gewdhn- 
licher Punkt von R, wenn es eine Umgebung U von r gibt, so daB (U, O(U)) 
eine komplexe Mannig{altigkeit ist. 
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Wir zeigen zunachst, daB diese Definition des gew6hnlichen Punktes fir 
analytische Mengen (M,0(M)) mit der friiher auf p. 256 gegebenen Definition 
iibereinstimmt. 

e) Ist M eine analytische Menge in BC C*(z), so ist ein Punkt z'¢ M genau 
dann ein gewdhnlicher Punkt von M im Sinn der Definition auf p. 256, wenn 
(M, ©(M)) in der Umgebung von z’ eine komplexe Mannigfaltigkeit ist. 

Beweis: Sei z’ ein gew6hnlicher Punkt von M im Sinn der friiheren De- 
finition; es gelte.d,(M) = m <n. Dann laBt sich M bei geeigneter Numerie- 
rung der z,, . . ., 2, in der Umgebung von z’ ¢ O" durch Gleichungen 


(*) 2 na — faa (24s - + +» Sun) =O, . . -p Sa— fg (Zs « - +» Sq) =O 
mit holomorphen Funktionen /, darstellen, ~=m+1,...,n. Die Pro- 
jektion z— (z,, . . ., Z,) ist, wie ohne weiteres ersichtlich, eine biholomorphe 


Abbildung einer Umgebung von z’ € M auf eine offene Menge des C™(z,, . . ., Z,). 

Sei umgekehrt M in der Umgebung von z’¢ M eine komplexe Mannig- 
faltigkeit. Dann gibt es eine Umgebung W von z’¢ M und eine biholomorphe 
Abbildung ¢ von W auf eine offene Menge Z eines O™(u,, . . ., u,,). Die Funktion 
u,© ¢ ist in z’€ M holomorph und somit in der Nahe von z’ die Beschrankung 
einer in einer n-dimensionalen Umgebung von z’¢ C" holomorphen Funktion 
h,(%, ---,%,) auf M, w=1,...,m. Wird nun g-?: Z— W durch die n in Z 
holomorphen Funktionen 


Zp = Gq (Ms - - «2 Magg)s + = 9 Mp = Pu (Mys - - -» Mh) 
beschrieben, so ergibt sich fiir u,— (u,© y)O p-* in der Umgebung von ¢(z’) 
die Darstellung 


Uy = hy (gy(ty,°. « +s Wands» - +> Gu (Uys. - +> Um)» =... Mm. 

Aus den Gleichungen 

Oh, 9, ; 
=a oe: Bj=1,....™, 
folgt dann, daB die Funktionalmatrix der Abbildung g-' im Punkt r(z’) den 
Rang m hat. Daher kann man bei geeigneter Numerierung der 2,, . . ., z, das 
Funktionensystem 2,= g,(U,, .. ., Um)» - + <> Zm=GJm(Uy>- + -» Um) in der Um- 
gebung von (z’) holomorph umkehren. Daraus ergibt sich, daB M in der 
Umgebung von z’ durch Gleichungen der Form (*) darstellbar ist, w.z.b.w. 

Man zeigt leicht, daB der Begriff des gew6hnlichen Punktes eines 6-Raumes 
biholomorph invariant ist, genauer: Sind R, S zwei B-Raume und ist tr: R > S 
eine biholomorphe Abbildung von R auf S, so ist r ¢ R genau dann ein gewdhn- 
licher Punkt von R, wenn t(r) € S ein gewéhnlicher Punkt von S ist. 

Wir bezeichnen im folgenden stets mit N die Menge der nicht gewohnlichen 
Punkte von R. Dann gilt: 

Satz 16: Die Menge N ist eine niederdimensionale analytische Menge in R. 
Der B-Raum R -- N ist eine komplexe Mannigfaltigkeit. 

Beweis: Sicher ist N abgeschlossen in R. Wahlt man zu jedem Punkt r¢N 
eine £-Karte (U,y), rc U, auf R,so ist y(N 7 U) genau die Menge der nicht 
gewohnlichen Punkte von y(U). Daher folgt die Behauptung des Satzes aus 
§ 6. e) und § 1. 1). 
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4. Ist r ein beliebiger Punkt eines 6-Raumes R, so ,,erzeugt* R in r endlich 
viele ausgezeichnete Mengenkeime. Ist nimlich (U, y), r¢ R, eine B-Karte 
auf R, so erzeugt y(U) in w(r) endlich viele analytische Primkeime, denen 
Mengenkeime in r ¢ R entsprechen. Man iiberzeugt sich leicht, daB diese 
Mengenkeime unabhangig von der Wahl der $-Karte (U, w) definiert sind. 
Wir nennen sie die Primkeime von R in r; ihre Anzahl heiBe die Keimzahl 
von R in r und werde mit k(r) bezeichnet. 

Die Menge aller Primkeime von R gibt, analog wie bei analytischen Mengen, 
wieder AnlaB zur sog. Normalisierung von R. Wir fiihren diesen fiir die all- 
gemeine Theorie der 8-Raume grundlegenden Begriff axiomatisch ein. 

Definition 32 (Normalisierung eines B-Rawmes): Es sei R ein B-Raum, 
N sei die Menge der nicht gewohnlichen Punkte von R. Ein Paar (R*, 0) heipt 
eine Normalisierung von R, wenn folgendes gilt: 

0) R* ist ein lokal kompakter, lokal zusammenhingender Raum, 09: R*+> R 
ist eine stetige nirgends entartete eigentliche Abbildung von R* auf R. 

1) @ (N) zerlegt R* nirgends; 9: R*—"p (N) + R—N ist topologisch. 

Wir zeigen sogleich : 

Satz 17: Zu jedem B-Raum R existiert eine Normalisierung (R*, 0). Ist 
(‘R*,'o) eine weitere Normalisierung von R, so gibt es eine topologische Ab- 
bildung t von 'R* auf R* mit ‘9 = 90 Tt. 

Beweis: Um die Existenz einer Normalisierung (R*,o) einzusehen, be- 
zeichnen wir mit R* die Menge aller Primkeime p,, r ¢ R. Es gibt eine natiir- 
liche Projektion 9: R*-— R. Eine Topologie werde in R* wie folgt eingefihrt: 
Es sei U irgendeine analytische Menge in einer offenen Menge von R; jeder 
Primkeim p¥, den U in irgendeinem Punkt r¢ U erzeugt, sei ein Primkeim von 
R in r. Dann heiBe die Menge aller dieser Primkeime {p¥, r ¢ U} offen in R*. 
Dadurch wird in R* eine Topologie erzeugt, offensichtlich ist 9 stetig und 
nirgends entartet. Da R* lokal jeweils dem Trager M* der Normalisierung 
einer analytischen Menge M in einem Bereich BC O* homéomorph ist, folgt 
leicht aus § 1 f), daB R* lokal kompakt und lokal zusammenhangend und 9 
eigentlich ist. Aus Satz 7 ergibt sich weiter, daB O(N ) den Raum R* nir- 
gends zerlegt und 9 :R* — rr) (NV) +R — N topologisch ist. 

Die (bis auf Aquivalenz) behauptete Eindeutigkeit von (R*, o) ergibt sich 
analog wie im Beweis von Satz 7 aus Satz 2. 

Im folgenden bezeichnen wir mit (R*, 0) stets die im Vorstehenden kon- 
struierte Normalisierung von R; wir nennen sie die Normalisierung von R. 
Es ergibt sich sofort aus § 1 f) und aus der Anmerkung zu Satz 7: 

R* ist lokal wegzusammenhiingend, die Menge 0p (r), r € R, besteht aus genau 
k(r) Punkten. Ist A eine niederdimensionale analytische Menge in R, so zerlegt 
@ (A) den Raum R* nirgends. 

Der Raum R* zerfallt insbesondere in natiirlicher Weise in zusammen- 
hangende Komponenten R¥, x ¢ K. Wir setzen R,= o(R*) und nennen die 
Mengen R,, x € K, die irreduziblen Komponenten von R. Es gilt: 

Math. Ann, 136 19 
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Satz 18: Jede irreduzible Komponente R,,x « K, von R ist ein reindimen- 





sionaler B-Unterraum von R. R,— N ist eine zu enhiingende komplexe 
Mannigfaltigkeit. Die Familie {R,}, x ¢ K, ist eine lokal endliche, abgeschlossene 
Uberdeckung von R. 


Der Beweis sei dem Leser iiberlassen [vgl. auch § 1. h)]. 

Wir nennen einen £-Raum R irreduzibel, wenn jede irreduzible Komponente 
von R mit R iibereinstimmt. 

In [27] wurde der folgende Abbildungssatz bewiesen : 

Abbildungssatz: Ist t: R,> R, eine eigentliche holomorphe Abbildung eines 
B-Raumes R, in einen B-Raum R,, so ist t(R,) eine analytische Menge in R,. 

Wir werden diesen Satz im folgenden benutzen fiir den Fall, daB r topo- 
logisch und holomorph ist. 

Ein Spezialfall eines in [27] bewiesenen Satzes sagt aus: 

Ist w = f(r) eine holomorphe Funktion auf einen B-Raum R, die in einer 

Umgebung eines Punktes r,¢ R nicht konstant ist, so bildet f jede Nachbarschaft 

von r, auf eine Nachbarschaft von f (ry) € C!(w) ab. 

In dieser Aussage ist insbesondere das ,,Maximumprinzip“ fiir holomorphe 
Funktionen auf 8-Raumen enthalten. 


§ 7. Komplexe #,-Riume und £,-Riume 


1. Wichtige punktale und lokale Eigenschaften eines 6-Raumes R kénnen 
aus der algebraischen Struktur der Halme 0, der Strukturgarbe 0(R) abgelesen 
werden. Wir notieren zuniachst: 

a) Jeder Halm ©,,r ¢ R, ist ein Stellenring, d. h. ein noetherscher Ring mit 
genau einem maximalen Ideal). 

Es ist nur zu zeigen, daB ©, noethersch ist. Das aber ist trivial, da 0, 
homomorphes Bild eines Potenzreihenringes ist. 

Wir definieren nun: 

Definition 33 (Irreduzibler Punkt, B,-Raum): Ein Punkt r eines B-Raumes R 
heiBt ein irreduzibler Punkt von R, wenn ©, ein Integrititsring ist. R heipt 
ein B,-Raum, wenn alle Punkte von R irreduzibel sind. 

Es gilt: 

Satz 19: Der Punkt r € R ist genau dann irreduzibel, wenn k(r)=1. R ist 
genau dann ein B,-Raum, wenn 9: R*-> R topologisch ist. 

Beweis: Es sei (U, y),r ¢ U, eine £-Karte auf R. Dann ist 0, in kano- 
nischer Weise zum Ring ©, ,,) / 5, ,,, isomorph, wobei 5, ;,) dasjenige Ideal in ©, ,,) 
bezeichnet, das durch den von y(U) in w(r) erzeugten analytischen Mengen- 
keim definiert wird. Nun ist 0,,,)/3, 7) genau dann nullteilerfrei, wenn 5, (,) 
ein Primideal ist. Das ist aber nach § 1. e) genau dann der Fall, wenn w(U) 
in p(r) irreduzibel ist, d. h. wenn gilt k(r) = 1. Die zweite Aussage von Satz 19 
ist trivial. 








*4) Statt ,,Stellenring’’ sagt man auch ,,lokaler Ring‘. ©, ist im iibrigen auch eine 
lokale C-Algebra. 
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Anmerkung: Eine analytische Menge (M,0(M)) in einem Bereich BCC" 
ist genau dann ein B,-Raum, wenn sie lokal irreduzibel ist. 

Aus Satz 19 folgt sofort: 

b) Eine niederdimensionale analytische Menge zerlegt einen B,-Raum 
nirgends. R ist genau dann ein B,-Raum, wenn die Menge N der nicht gewdhn- 
lichen Punkte R nirgends zerlegt. 

Man kann sofort eine Klasse von Hausdorffschen Riumen angeben, auf 
denen jede 8-Struktur eine §,-Struktur ist. Wir zeigen: 

Satz 20: Ist R eine topologische Mannigfaltigkeit, so ist jede B-Struktur ©(R) 
auf R eine B,-Struktur. : 

Beweis: Wir dirfen R als zusammenhangend voraussetzen. Sei 2m die 
topologische Dimensian von R. Dann ist die Menge N der nicht gewéhnlichen 
Punkte von (R, O(R)) tépologisch héchstens (2m — 2)-dimensional. Aus einem 
bekannten Satz aus der Theorie der topologischen Mannigfaltigkeiten folgt 
daher (vgl. [23], p. 48), daB N den Raum AR nirgends zerlegt. Mithin ist 
(R, ©(R)) nach b) ein £,-Raum. 

Weiter gilt: 

Ist O(R) eine B,-Struktur iiber einem Hausdor}fschen Raum R, so ist jede 
B-Struktur ©'(R), die O(R) verfeinert, eine B,-Struktur. 

Beweis: Wir zeigen, daB die Menge N’ der nicht gewéhnlichen Punkte von 
(R’, 0’) den Raum R nirgends zerlegt. Die Identitét i: (R, 0’) > (R, ©) ist 
topologisch und holomorph. Daher ist N’=i(N’) eine niederdimensionale 
analytische Menge in (R, ©) nach dem Abbildungssatz. Dieselbe a aber 
den £,-Raum {R, ©) nirgends. 

2. Wir fiihren weiter den Begriff des normalen Punktes ein. 

Definition 34 (Normaler Punkt, B,-Raum): Ein Punki r eines B-Raumes R 
heiBt ein normaler Punkt vor R, wenn ©, ganz abgeschlossen ist. R heift ein 
B,,-Raum, wenn alle Punkte von R normal sind. 

Offensichtlich ist jede komplexe Mannigfaltigkeit ein £,-Raum (vgl. §3. 
Satz 14). 

Wir beweisen zunichst: 


Satz 21: Ein normaler Punkt eines B-Rawmes ist irreduzibel. Jeder B,,-Raum 
ist ein B,-Raum. 


Beweis: Angenommen, es gabe einen normalen Punkt r eines 8-Raumes R 
mit k(r)>1. Dann gibt es eine £-Karte (U, y),r¢ U, auf R, so daB y(U) 
eine in einem Gebiet B eines C" analytische Menge ist, die in 2 nichtleere 
verschiedene analytische Mengen M,, M, zerfallt, wobei w(r) ¢ M,M,. Es 
seien f, bzw. f, in B holomorphe Funktionen mit /,(M,) = 0, /,(4,) = 0, 
dagegen mége /, (bzw. /,) auf keiner irreduziblen Komponente von M, (bzw. M,) 
durch y(r) identisch verschwinden ; solche Funktionen existieren bei geeigneter 
Wahl von B (d. h. U) stets. Wir bezeichnen mit /,, 7, die von /,, f, in y(r) auf 
y(U) erzeugten holomorphen Funktionskeime, es gilt /,-7,=0. /,+ /, ist 
nicht Nulltsiler in ©,.(y(U)), denn die Funktion /,+ /, verschwindet auf 
keiner irreduziblen Komponente von M durch w(r) identisch. Daher gehért 
19* 
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a:= she zum Quotientenring von 0,,,,(y(U)). a ist ganz algebraisch 
tiber O,.)(y(U)), da @ offensichtlich das Polynom w*— w annulliert. Daher 
folgt: a € Oy.,(y(U)). Das ist aber unméglich, da jeder holomorphe Reprasen- 
tant von a in der Nahe von y(r) auf M, identisch verschwinden und auf M, 
identisch 1 sein miBte. 

Wir geben nun eine notwendige und hinreichende analytische Bedingung 
dafiir an, daB ein §-Raum ein £,-Raum ist: : 

Satz 22: Ein B-Raum R ist genau dann ein B,,-Raum, wenn R vom T yp F ist. 

Beweis: a) Sei zunichst R vom Typ F. Es sei r ¢ R irgendein Punkt und a, 


irgendein Element aus dem Quotientenring von 0,, a= & , welches 


ganz algebraisch iiber 0, ist. Es gibt dann in einer Umgebung U von r holo- 
morphe Funktionen f, g, die in r die Elemente /,, g, erzeugen. Es sei P die in U 


nirgends dichte Nullstellenmenge von g, in U — P ist dann £ holomorph. 
Da a, nach Voraussetzung ganz iiber 0, , gibt es, falls U hinreichend klein 


gewahlt ist, ein Polynom w(w;r) = w™+ z a,,(r)w™-* mit in U holomorphen 
“ = 
Koeffizienten a,(r), so daB w in U—P ‘oat annulliert wird. Dann ist 


aber £ in der Nahe eines jeden Punktes von P beschrinkt und also, da R nach 


Voraussetzung vom Typ F ist, in ganz U hinein zu einer holomorphen Funk- 
tion h fortsetzbar. Aus Stetigkeitsgriinden gilt: f = A - g und mithin /,= h,- g,. 
Also gilt beziiglich der algebraischen Struktur des Quotientenringes die 
Identitaét a,= h,. Daraus folgt aber a,¢ 0,,d. h. r ist ein normaler Punkt von R. 

b) Sei nun R ein f,-Raum. Es ist lediglich zu beweisen, daB der Riemann- 

sche Fortsetzungssatz fiir holomorphe Funktionen, die in einer hinreichend 
‘kleinen Umgebung U (r) eines beliebigen Punktes r ¢ RF definiert sind, richtig ist. 
Es sei U(r) so klein gewahlt, daB U(r) durch eine biholomorphe Abbildung rt 
auf eine analytische Menge M in einem Gebiet @ eines Zahlenraums abgebildet 
werden kann; es sei 0(M) die Strukturgarbe iiber M. Wegen Satz 2] ist M 
lokal irreduzibel. Wird U(r) hinreichend klein gewahlt, so ist M auch irre- 
duzibel in G und daher rein dimensional; es gelte etwa d(M) =d. Man kann 
U(r) sogar so wahlen, dab G = G4 x G"~-4 ein Produktgebiet des CO ist und M 
tiber G* ausgebreitet liegt. Nach Satz 9 ist dann M = (M, y, G@*), wo y die 
Projektion M — G¢ bezeichnet, eine analytische Uberlagerung von G¢. 

Wir miissen nun folgendes zeigen: Ist N eine mindestens 1-codimensionale 
analytische Menge in (M, ©) und f eine in M — N holomorphe Funktion, die 
in einer Umgebung eines jeden Punktes von N beschrankt ist, so ist f zu einer 
in ganz M holomorphen Funktion i fortsetzbar. Da N sicher auch eine analy- 
tische Menge in der analytischen Uberlagerung M = (M, y, G*) ist, folgt aus 
Satz 13, daB f eindeutig zu einer auf M holomorphen Funktion fi fortsetzbar ist. 
Um nun zu zeigen, daB sogar gilt: jeH °(M, O(M)), geniigt es nachzuweisen, 
daB fi in jedem Punkt z,¢ M einen Keim he, erzeugt, der zum Quotientenkérper 
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von ©,,(M) gehért und ganz algebraisch iiber 0,.(M) ist. Das letztere ist 
klar, denn f selbst annulliert nach Satz 12 ein Pseudopolynom w(w;z) = w® + 
b = 


+ ¥ a,(z) w’-? mit in G4 holomorphen Koeffizienten a,(z), und jedé Funktion 
p=1 


a,(z) erzeugt in z,¢ M ein Element von 0,(M). Die Aussage, daB he, zum 
Quotientenkérper von 0, (M) gehért, ergibt sich sofort aus folgendem 

Lemma (Osgood): Es sei M eine rein d-dimensionale analytische Menge in 
einem Produktgebiet G = G4 x G"-4, die iiber G* ausgebreitet ist ; es sei y : M + G4 
die natiirliche Projektion und (M*, u) die Normalisierung von M. Ist dann f* 
eine holomorphe Funktion in der analytischen Uberlagerung (M*, yo , G4), 80 
gibt es zwei in G holomorphe Funktionen },, f,, so dap Q*: = {z* ¢ M*, f,0 u(z*) 
—0} in M* nirgends dicht ist und in M*— Q* gilt: poate 

Zum Beweis vgl. [25], p. 116. 

Es sei noch angemerkt: 

Satz 23: Hine topologische und holomorphe Abbildung +: R,—> R, eines 
B-Raumes R, auf einen B,,-Raum R, ist biholomorph. 

Beweis: Es ist zu zeigen, daB t-!: R,> R, holomorph ist. Seien N, bzw. 
N, die Mengen der nicht gewéhnlichen Punkte von R, bzw. R,. Dann ist 
t(N,) nach dem Abbildungssatz eine niederdimensionale analytische Menge 
in R,, weiter ist T(N 2) eine niederdjmensionale analytische Menge in R,. Nun 
ist t1: R,—(N,Ut(N,)) > R,—(t (N,)UN,) als Umkehrabbildung einer 
holomorphen Abbildung zweier komplexer Mannigfaltigkeiten holomorph. 
Da R, nach Satz 22 vom Typ F ist, ist somit nach Satz 15 die Abbildung r-' 
iiberall holomorph, w.z.b.w. 

Es folgt jetzt unmittelbar, daB jede f,-Struktur © auf einem Hausdorff- 
schen Raum RF maximal ist. 

Neben dem bisher benutzten Riemannschen Fortsetzungssatz, der zur 
Charakterisierung der Raume vom Typ F diente, wird auch noch eine schwi- 
chere Formulierung des Fortsetzungssatzes gelegentlich benutzt: Man sagt, 
daB in einem B-Raum R die schwache Aussage des Riemannschen Fortsetzungs- 
satzes richtig ist, wenn folgendes gilt: Ist U C R irgendeine offene Menge, so ist 
jede in U stetige Funktion, die auBerhalb einer in U mindestens 1-codimensio- 
nalen analytischen Menge holomorph ist, iiberall in U holomorph. 

B-Raume mit dieser Eigenschaft sind nicht notwendig vom Typ F; man 
iiberlegt sich leicht, daB der nicht normale Raum R : = {(z,, z,) € C*, z,z,= 0} 
hierfiir ein Beispiel liefert. Indessen gilt: 

Ein B,-Raum R ist genau dann normal, wenn in R die schwache Aussage des 
Riemannschen Fortsetzungssatzes richtig ist. 

Es ist nur zu zeigen, daB aus der gegebenen Bedingung die Normalitat 
von R folgt. Dazu zeigen wir, daB R vom Typ F ist. Sei U c R offen und Nc U 
eine nirgends dichte analytische Menge in U; sei {| U — N holomorph und 
in der Nahe eines jeden Punktes von WN beschrinkt. Dann ist / offenbar nach 
Satz 2 stetig und also holomorph in ganz U fortsetzbar, q.e.d. 
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3. In diesem Abschnitt beweisen wir zunachst: 

Satz 24: Ist R ein beliebiger B-Raum und (R*, 0) die Normalisierung von R, 
so gibt es auf R* genau eine B,,-Struktur, so daB 9: R*-+ R holomorph ist. 

Beweis: Zunichst werde die Eindeutigkeit bewiesen. Es seien also O(R*), 
0’ (R*) zwei solche £,-Strukturen. Wir bezeichnen mit N die Menge der nicht 
gewohnlichen Punkte von R. r) (N) ist sowohl eine analytische Menge in (R*, 0) 
als auch in (R*,'0). Da R — N als komplexe Mannigfaltigkeit ein £,-Raum ist, 
folgt aus Satz 23, daB 9 : R*—‘p (N) > R — N sowohl beziiglich der Struktur 
O(R*—"p (N)) als auch beziiglich 0’(R*—@ (N)) biholomorph ist. Die topo- 
logische Abbildung  : (R*, 0) > (R*, ©’) ist also auBerhalb ry (N) biholomorph, 
da dort gilt: i= @-'o @. Da (R*, ©) und (R*, 0’) vom Typ F sind, ergibt sich 
aus Satz 15, Korollar, schlieBlich die Biholomorphie von i, womit ©(R*) 
= 0’ (R*) bewiesen ist. 

Um zu zeigen, daB es auf R* wirklich eine §,-Struktur 0(R*) mit der 
behaupteten Eigenschaft gibt, ziehen wir einen tiefliegenden Satz von Oxa 
heran: 

Satz von Oxa*5): Ist M eine analytische Menge in einem Bereich eines 
komplexen Zahlenraumes und (M*, u) die Normalisierung von M, so gibt es 
zu jedem Punkt z¢M eine Umgebung U und eine topologische Abbildung 
. f M*-\p(U)>M von M* \ 14 (U) auf eine normale analytische Menge M 
in einem Bereich eines komplexen Zahlenraumes, so dap uo rt: M-M eine 
holomorphe Abbildung ist. 

Aus diesem Okaschen Satz folgt sofort die Existenz einer £,-Struktur 
auf R* mit der behaupteten Eigenschaft, denn sie existiert jeweils lokal; 
und auf Grund der bereits bewiesenen Eindeutigkeit verschmelzen sich diese 
Strukturen zu einer einzigen £,-Struktur auf R*, so daB 9 : R* R holomorph ist. 

Von nun an denken wir uns die Normalisierung (R*, 9) eines 6-Raumes R 
stets mit der durch Satz 24 beschriebenen natiirlichen #,,-Struktur versehen. 
Es 1a8t sich die folgende Verallgemeinerung des Osgoodschen Lemmas be- 
weisen : 

Satz 25: Ist R ein B-Raum mit der Normalisierung (R*, 0), 80 gibt es eine 
nirgends verschwindende kohirente analytische Untergarbe U von O(R), so daB 
gilt: @* (U) C e*(O(R))*). 

Man nennt jedes Element wu, € U,, u,+ 0, einen wniversellen Nenner in r. 
Auf den Beweis von Satz 25 sei hier verzichtet. 

Es folgt nun unmittelbar: 


Satz 26: Jede B,-Struktur O auf einem Hausdorffschen Raum R ist in ein- 
deutiger Weise zu einer B,-Struktur O’ auf R verfeinerbar. Jeder Halm ©,, 
r € R, ist die ganz abgeschlossene Hiille von O,. 


%5) Vgl. etwa [24]. 

**) o*(U) bezeichnet die analytische Urbildgarbe von U; o(@(R)) dagegen die topo- 
logische Urbildgarbe von 0(R) beziiglich der Abbildung o. "Beide Garben kénnen, da @ 
nirgends entartet und fast iiberall biholomorph ist, in natiirlicher Weise als Untergarben 
von ©(R*) aufgefaBt werden. 
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§ 8. Folgen holomorpher Funktionen und Grenzfunktionen 

1. Es seien zunachst zwei in [19] bewiesene Sitze angegeben. Wir be- 
zeichnen mit R einen £-Raum und mit P* den n-dimensionalen komplex- 
projektiven Raum, «: R x P*» R sei die natiirliche Projektion. P,, sei eine 
ausgezeichnete (n — 1)-dimensionale analytische Ebene des P*. Ferner sei F 
dasjenige komplex-analytische Geradenbiindel tiber R x P", das zu dem 
Divisor (R x P.) gehdrt (vgl. [19]). F ist von der Wahl von P,, unabhangig 
und heiBt das ,,ausgezeichnete Geradenbiindel iiber R x P*. Mit GF werde 
die analytische Garbe der Keime der holomorphen Schnitte in F iiber R x P* 
bezeichnet. Ist © eine analytische Garbe tiber R x P", so werde gesetzt: 


S(k):=G @F@--- OF, 
ar 
wobei das Tensorprodukt @ beziiglich der Garbe © der holomorphen Funktions- 
keime tiber R x P* zu bilden ist. Dann gilt (vgl. [19], § 3): 

Satz I: Ist G eine kohiirente analytische Garbe iiber R x P", 80 sind alle 
Bildgarben «,(G), v = 0,1, 2, . . ., kohdrente analytische Garben iiber R. 

Satz II: Ist Q* ein relativ kompakter Teilbereich von R und © eine ko- 
héirente analytische Garbe iiber R x P*, so gilt iiber Q* fiir fast alle k: 

a,(G(k))=0, falls v>1. 

Es ergibt sich sofort als einfache Folgerung: 

Satz 27: Ist a: R,> R, eine eigentliche nirgends entartete holomorphe Ab- 
bildung eines B-Raumes R, in einen B-Raum R, und ist © eine kohdrente analyti- 
sche Garbe, iiber R,, so ist 1(G) kohirent und es gilt x,(S) = 0 fiir alle y= 1. 

Beweis: Es sei r, € R, ein beliebiger Punkt. Da 2 (r}) diskret und kompakt 
ist, besteht x (r3) aus endlich vielen Punkten ro), ... 7%. Es gibt nun, da R, 


ein £-Raum ist, eine Umgebung V, der Menge U r(”, die durch eine biholo- 
o=l1 

morphe Abbildung ¢ auf eine in einem Gebiet G eines C” analytische Menge M’ 

bezogen werden kann. Ist nun U (rj) eine hinreichend kleine Umgebung von 

r3, so gilt:V: = x( U)c V,; denn der Urbildfilter des Umgebungsfilters von rj} 
} kann sich offenbar nur gegen die Punkte r(, . . ., r von R, haufen. 

Durch die Zuordnung r,>(2(r,), p(r;)) wird nun eine biholomorphe Ab- 

bildung y von V auf eine analytische Menge M in U x G definiert. FaBbt 

man @ als Teilgebiet eines P™ auf, so ist M auch in U x P™ analytisch, da M 

sich gegen keinen Punkt von U x @G@ hauft. Die vermége y nach M iiber- 

tragene Garbe © sei mit ©, bezeichnet, sie laBt sich zu einer tiber VU x P™ 

4 koharenten analytischen Garbe ‘© trivial fortsetzen: es gilt ‘6 =0 tiber 

U x P™— M und '6@=6G, iiber M. Wie man unmittelbar sieht (vgl. auch 


[19], § 2), gilt titber U: 2,(6) = «,('S), »=0,1,2,.... Aus Satz I folgt 
deshalb, daB 2,(G) ititber U koharent ist. Da rj ¢ R, beliebig gewahlt war, 
)- ist also 7,(@) tiber ganz R, koharent. 
@ Ist U (rs) ein holomorph vollstandiger Raum (zur Def. vgl. [14]), so ist 


V=2 (U) sicher K-vollsténdig und holomorph konvex und mithin wieder 
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ein holomorph vollsténdiger Raum. Nach H. Carran ([8], théoréme B) gilt 
dann: H*(V,6)=0, »=1,2,.... Da es beliebig kleine holomorph voll- 
standige Raume U(r;) um rj gibt, folgt aus der Definition der Bilder der 
Garben, daB gilt: 2,(6) = 0 fiir alle y > 1. — Damit ist Satz 27 bewiesen. 

2. Das Ziel dieses Paragraphen ist der Beweis von 

Satz 28: Der Vektorraum H®(R, ©) der in einem B-Raum R holomorphen 
Funktionen ist, versehen mit der Topologie der kompakten Konvergenz, ein voll- 
stiindiger topologischer Vektorraum. 

Die Topologie der kompakten Konvergenz ist dabei — wie iiblich — auf 
folgende Weise definiert: Ist K eine kompakte Menge in R, ¢ > 0 eine reelle 
Zahl und / ¢ H°®(R, ©) eine in R holomorphe Funktion, so ist 


U(K,«, f): =|9 :9 € H°(X, 0), max| f(r) —9(r)| <e 
re 


eine spezielle offene Menge von H®(X, 0). Die Gesamtheit aller U(K, e, f) 
bildet eine Basis der Topologie der kompakten Konvergenz. 

Aus der vorstehenden Definition ergibt sich sofort, daB folgende Aussage 
«a Satz 28 aquivalent ist: 

Satz 28’: Ist {f,}, v= 1, 2,3, ... eine Folge von in.ecnem B-Raum R holo- 
morphen Funktionen, die auf jeder kompakten Teilmenge von R gleichmépig 
konvergiert, so ist die Grenzfunktion wieder eine in R holomorphe Funktion. 

Der Beweis von Satz 28’ erfordert einige Vorbereitungen. Wir zeigen zu- 
nachst : 

(1) Besitzt R eine abzihlbare Topologie, so ist H®(R, ©) ein metrisierbarer 
topologischer Vektorraum. 

Beweis: Da R lokal kompakt ist und eine abzahlbare Topologie hat, laBt 
sich R durch eine Folge kompakter Teilmengen K,, » = 1, 2, 3, . . . ausschépfen. 


Ist f ¢ H®(R, ©), so sei ||f||: = ) 2-” arctg sup|/(K,)|. Weiter sei 
v=1 


dist (f,, fz) : =||f:— fel| 


die Entfernung zweier Funktionen /,, /,¢ H®(R, ©). Offenbar ist dist(/,, /,) 
eine Metrik und mit der Topologie von H®(R, ©) vertraglich, q.e.d. 

Es gilt ferner: 

(2) Satz 28’ ist fiir B,-Raume R richtig. 

Beweis: Nach Satz 16 gibt es eine niederdimensionale analytische Menge 
NCR, so daB R—WN eine komplexe Mannigfaltigkeit ist. Konvergiert eine 
Folge in R holomorpher Funktionen /, auf jeder kompakten Teilmenge von R 
gleichmaBig, so ist die Grenzfunktion f in R stetig. Nach bekannten Satzen 
ist f in R—WN sogar holomorph. Aus dem Riemannschen Fortsetzungssatz 
(Satz 22) folgt daher, daB f in ganz X holomorph ist. 

Wir benétigen weiter ein von H. Cartan hergeleitetes Resultat (vgl. [6] 
sowie [19]): 

(3) Hs sei G ein Gebiet im C" und © eine analytische Untergarbe der Garbe ©* 
der Keime von q-tupeln von holomorphen Funktionen iiber G. ( Die Schnittflachen 
in © iiber G kénnen dann als spezielle q-tupel von in G holomorphen Funktionen 
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angesehen werden). Der Vektorraum H®(G,G@) ist, versehen mit der Topologie 
der kompakten Konvergenz, ein metrisierbarer vollstindiger topologischer Vektor- 
raum?"). 

3. In diesem Abschnitt wird Satz 28’ bewiesen. 

Es sei (R*, 0) die Normalisierung von R; ©* bezeichne die Garbe der 
Keime von holomorphen Funktionen iiber R*. Da 9: R*- R eine eigentliche 
nirgends entartete holomorphe Abbildung ist, folgt aus Satz 27, daB die 
Garbe ©: = 9,(0*) koharent tiber R ist. Man kann die Garbe © der Keime von 
holomorphen Funktionen iiber R als analytische Untergarbe von © ansehen. 

Satz 28’ ist lokaler Natur. Man darf deshalb ohne Einschrinkung der 
Allgemeinheit voraussetzen, daB R eine in einem Gebiet GCC" analytische 
Menge ist und daB es endlich viele Schnittflichen s®, .. ., s® in R gibt, die 
jeden Halm von © tiber ROG erzeugen. Uberdies diirfen wir annehmen, 
daB G@ ein Holomorphiegebiet ist; R ist dann ein holomorph vollstandiger 
Raum. Nach H. Cartan ([8], théoréme 5) gilt also: ist s eine Schnittfliche 
in © iiber R, so gibt es k in R holomorphe Funktionen /®),. . ., {®, so daB gilt: 

k 
s= J) fs. Die Funktionen /@,..., / lassen sich nach [8], théoréme 3, 


x=1 
zu in ganz G holomorphen Funktionen /®,...,/“) fortsetzen. Bezeichnet 
H°(G, O*) den Vektorraum der k-tupel von in G holomorphen Funktionen, so 
k 
ist also r: (f{@,...,/)+s=— J’ fs eine stetige lineare Abbildung von 


x=1 
H°(G, O*) auf H°(R, 0) ~ H®(R*, O*). 

Nach § 8.2 sind sowohl H°(G, O*) als auch H®(R*,O*) metrisierbare und 
vollistandige topologische Vektorraume. Aus einem Satz von Banacu (vgl. [3], 
p. 34) folgt deshalb, daB r eine offene Abbildung ist. Daraus ergibt sich ins- 
besondere : 

(a) Ist G’ ein relativ kompaktes Teilgebiet von G, so gibt es zu G’ eine reelle 
Zahl K >0 mit folgender Eigenschaft: ist s ¢ H°(R, 0) ~ H®(R*, O*) wnd gilt 
|s| << M iiber R, 80 gibt es k in G holomorphe Funktionen {™,...,f® mit 
8 -5 {™ s® und |f| << K+ M in G@’. 

x=1 

Wir bezeichnen nun mit Q(R) die Quotientengarbe O(R)/O(R); weiter 
seien ‘O(@), ‘O(G), ‘Q(G@) die trivialen Fortsetzungen von 0(R), O(R), Q(R) 
auf G. Man hat dann iiber G die exakte Sequenz 


0 +'0(G) +'6(@) > 'Q(@) +0. 
Sind ‘s™ die trivialen Fortsetzungen der Schnittflichen s™, x = 1,..., k, so 
wird durch 
k 
(7, eo +9 f*) ~~ _ i ‘-", z€ G ’ 
x=] 


27) H°(G, S) ist sogar ein Fréchetraum, denn er ist offensichtlich lokal konvex. 
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ein analytischer Homomorphismus ‘r : 0* (G) ~+'6(@) von O*(@) auf ’O(G) de- 
finiert. A(@): = Kern (jo 'r) ist dann eine analytische Untergarbe von 0*(@) 
mit folgender Eigenschaft: Ein Element s ¢ H°(R, 0) ~ H°(G,'O) mit 


k 
s= 3’ fs liegt genau dann in H®°(R, ©), wenn gilt: (f@, . . ., f) € H°(G, A). 
x=1 


Es sei nun g, eine Folge von in R holomorphen Funktionen, die auf jeder 
kompakten Teilmenge von R gleichmaBig konvergiert. Wegen der lokalen 
Natur von Satz 28’ diirfen wir sogar annehmen, daB die g, in ganz R gleich- 
maBig gegen eine Grenzfunktion g konvergieren. Nach §8.2 (2) ist goo 
holomorph, also gilt: g « H°(R, 0). Da man |g| < M auf R annehmen darf, 
folgt aus (a) unmittelbar, wenn G’ ¢ G ein beliebiges Teilgebiet von G ist: 

(b) Es gibt eine Folge (f,...,{”), »=1,2,... von k-tupeln in @ holo- 

k 


morpher Funktionen mit g,= S> fs, derart, dap die Funktionen {®, 
x=1 
y=1,2,... in G gleichméfig gegen in G’ holomorphe Grenzfunktionen fm, 
‘ 
x=1,..., k, konvergieren, so da iiber R-\ G' gilt: g = Y fs. 


x=1 
Nach dem Vorstehenden ist (f,...,/”) eine Schnittfliche in A(@): 
(f, ..., {) € H°(@, A) fir alle »=1,2,.... Nach § 8.2 (3) folgt daher: 
({@,...,{) € H°(@’, A). Das bedeutet aber: g| ROG’ ¢ H°(RAG’, O). 
Mithin ist g in R7~\G’ holomorph. Da G’¢C@ beliebig groB gewahlt werden 
kann, ist also g tiberall in R holomorph. Damit ist Satz 28’ bewiesen. 


§ 9. Verallgemeinerung eines Satzes von Hartogs 


1. Ein klassischer Satz von F. Hartoes sagt aus, daB jede in einem Gebiet 
GCC" komplex-wertige Funktion, die in jeder einzelnen Veranderlichen holo- 
morph ist, in @ schlechthin holomorph ist, d.h. lokal in eine gleichmaBig 
konvergente Potenzreihe entwickelt werden kann. Diese Aussage laBt sich 
offensichtlich, da sie lokaler Natur ist, auch wie folgt formulieren: sind R, 
und R, komplexe Mannigfaltigkeiten und ist f(r,, ry), 7,¢ R,, r2¢ R,, eine in 
R, x R, komplex-wertige Funktion, die jeweils fiir festes r, ¢ R, holomorph in R, 
und fiir festes r,¢ R, holomorph in R, ist, so ist f holomorph in R, x R,. 

Wir werden nun in diesem Paragraphen zeigen, da der Satz von Hartocs 
in dieser Fassung fiir beliebige -Raume gilt. 

Satz 29 (Hartoas): Hine im Produkt R, x R, zweier komplexer B-Riume 
R,, R, definierte komplex-wertige Funktion f, deren Beschriinkungen f\r, x R, 
bzw. f| R, x r, fiir alle festen r,¢ R, bzw. r,€ R, holomorph sind, ist holomorph 
in R, x Ry. 

2. Wir beweisen den Satz in mehreren Schritten. In diesem Abschnitt 
zeigen Wir: 

(A): Unter den in Satz 29 gemachten Voraussetzungen ist f stetig in R, x R,. 
Wir benutzen folgenden weiter unten bewiesenen 

Hilfssatz 4: Ist A eine nirgends dichte analytische Menge in einem B-Raum R, 
so gibt es zu jeder kompakten Teilmenge KC R eine Umgebung U von A und 
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einen relativ kompakten Bereich R’ C R mit R'> K, so dap R'— U nicht leer ist 
und fiir jede in R’ holomorphe Funktion f gilt: 
sup|/(X)| S sup|/(R'— UV). 

Es bezeichne N, die Menge der nichtgewdhnlichen Punkte von X,; N, ist 
eine in X, analytische, nirgends dichtc Menge, vy = 1, 2 (vgl. § 6). Wir setzen 
qunachst einen der beiden Raume, etwa R,, als einé komplexe Mannigfaltig- 
keit voraus (V,= 0). Dann ist f/ sicher in (R,— N,) x R, stetig, da fir kom- 
plexe Mannigfaltigkeiten der Satz von Hartogs gilt. Sei nun (rj, r3) € N, x Ry. 
Ist ¢ > 0 vorgegeben, so sei K, a kompakte Nachbarschaft von rj, so daB 
gilt: suplf (ry rs) — f (ri, r2)| <z; ein solches K, existiert, da {| R, x rz nach 


Wutinaesbtiiniig holomorph ist. we bestimmen zu K, eine Umgebung U, von N, 
und einen relativ kompakten Bereich Rj C R, mit 'K,c Ri gemaB Hilfssatz 4. 
Dann gilt also fiir jedes r,¢ R,: 
sup |f(r,,%2)—f (ry, 72)| S sup |f(ry, 72) —f (ry 79)| - 

ri€Ri—OUj 


r.€k, 
Nun liegt R; — U, relativ kompakt in der komplexen Mannigfaltigkeit R, — N,. 
Wegen der Stetigkeit von f auf (R,— N,) x R, gibt es daher eg Nachbar- 
schaft K, von r3, so daB gilt: sup (sup |f(r,, 72) —f(r,, 7)|) < =: Aus der 
r,€K, r,€Ri — 0, 
Ungleichung 


If (ras %2) — F (ri, 72)| SIF > 2) — f(r» 13)| + lf lr» 72) — P(r, 72)) 
folgt jetzt, daB fiir alle (r,,r,) ¢ K, x Ky, gilt: |f(r,, 7.2) —f (rj, 72) < ¢. Somit 
ist f in (rj, 73) und daher in ganz R, x R, stetig. 

Sei nun auch R, beliebig. Wie eben gezeigt, ist { jedenfalls in R, x (R,—N,) 
stetig, da R,— N, eine komplexe Mannigfaltigkeit ist. Analog wie vorhin 
folgt daraus die Stetigkeit von f in ganz R, x R,. — Damit ist (A) bewiesen. 

Es werde nunmehr Hilfssatz 4 bewiesen. Wir zeigen zunachst: 

(1) Hilfssatz 4 ist fiir beliebige B-Réume richtig, wenn er fiir irreduzible 
B-Réume richtig ist. 

Es seien R,, « € J, die irreduziblen Komponenten von R. Sei A,: = AN R,, 
K,:= KaR,; K, liegt kompakt in R, und ist fiir fast alle «¢ J leer. Nach 
Voraussetzung gibt es zu der in R, nirgends dichten analytischen Menge A, 
eine Umgebung U, von A, und einen relativ kompakten Bereich R/C R, mit 
R/ > K,, so daB R; — U, nicht leer ist und fiir jede in R/ holomorphe Funktion 
f, gilt: sup|/,(K,)| Ss sup|/,(R{ — U,)|. Nun bildet die Familie {R,},<; eine 
lokal endliche, abgeschlossene Uberdeckung von R (vgl. Satz 18). Daher enthalt 
U U, eine Umgebung U der Menge AC X. Ist I’ CJ eine nichtleere endliche 
sel 
Teilmenge von J, so daB alle K,, 1 € I —I’, leer sind, so ist weiter U R/ in 

ser’ 
einem relativ kompakten Teilbereich R’ von R, der K umfaBt, enthalten. 
R’— U ist nicht leer, da (R’— U) 7 R,2 R,—U,,«€1'. Offenbar gilt fir U, 
R’ die im Hilfssatz 4 behauptete Ungleichung fiir alle in R’ holomorphen 
Funktionen. 
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Wir beweisen weiter: 


(2) Ist R ein irreduzibler B-Raum, so gibt es zu jedem Punkt r,¢ R eine 
relativ kompakte Umgebung V von r, und eine Umgebung U von A, so daB 
V—U nicht leer ist und fiir jede in V holomorphe Funktion f gilt: sup|f(V)| 
= sup|f/(V— U)|. 


Als irreduzibler £-Raum ist R reindimensional; es gelte etwa d(X) = d. 
Dann gibt es zu jedem Punkt r,¢ R eine f-Karte (V’, y), r9¢ V’, so daB 
py (V’) =: M’ eine analytische Menge in einem Polyzylinder Z : = {z :|z,| < a,,..., 
|z,| << a@,} des CO", n2>d ist, die ttber Z*: = {|z,| << a,,.. ., |zq| < ag} ausge- 
breitet liegt; wir diirfen y(r,) = O ¢ C* annehmen (vgl. § 6, d)). Offensichtlich 
ist nur der Fall r,¢ A zu behandeln. Man kann durch eine lineare Trans- 
formation der z,,..., 2,4 allein erreichen, daB die in Z analytische Menge 
M*:= y(V'r\ A) tiber Z4-1: = {|z,| < ag, . . ., |z4| < ag} liegt (im Falle d=1 
besteht M* nur aus 0); man darf sogar annehmen, daB die abgeschlossene 
Hiille M* von M* keinen Punkt mit der Menge 7’: = {z €Z, |z,| =a, |z| 


=d;,6=—d+1,...,n} gemeinsam hat. Sei nun Z*: = |z €Z, lel <ts- 


\zal < oa . Wir setzen V: = y (M’-\Z*) und wahlen ein Umgebung U 
von ACR so, daB U*:= yw(V U0) sich nicht gegen T hauft; ein solches U 
existiert offensichtlich. Dann ist V— U nicht leer; wir behaupten, daB fiir U 
und V die Aussage (2) gilt. Dazu geniigt es zu zeigen, daB fiir jede in M: 
= M’' r\ Z* holomorphe Funktion / die Gleichung sup |f(M)| = sup |f(M — U*)| 
besteht. Ware das fiir ein f nicht der Fall, so gabe es einen Punkt b = (b,,...,5,) € 
€ U* mit |/(b)| > sup|f(M — U*)|. Wir betrachten dann den Schnitt S von M 
mit der (n — d — 1)-dimensionalen analytischen Ebene {z : z,= bg, . . ., 7g= bg}. 
S ist eine rein 1-dimensionale analytische Menge in Z; fiir die in S holomorphe 
Funktion /| S gilt: |f(b)| > sup|f(S —SU*)|. Da aber 6€ Sa.U* und 
S\U* nach Wahl von U* relativ kompakt in S liegt, widerspricht dies 
dem Maximum-Prinzip. 


Nunmebr 1a48t sich Hilfssatz 4 einfach beweisen. Wegen (1) diirfen wir R 
als irreduzibel annehmen. Wir wahlen gemaB (2) zu jedem Punkt r ¢ K eine 
relativ kompakte Umgebung V(r) und eine Umgebung U(A). K wird als 
kompakte Menge durch endlich viele Umgebungen V(r), etwa V,,..., V,, 
tiberdeckt. Bezeichnen wir mit U,, .. ., U,die zugehérigen Umgebungen von 4, 

& & 
so setzen wir: R’:= UV,,U:=NU,. Offensichtlich ist R’—U nicht leer, 
o=1 o=1 
und es gilt fiir R’ und U die im Hilfssatz behauptete Ungleichung fiir alle 
in R’ holomorphen Funktionen f. 


3. Es ist jetzt méglich, in wenigen Schritten den Satz von Harroes zu 
beweisen. Wegen der lokalen Natur des Satzes diirfen wir ohne Einschrankung 
der Allgemeinheit voraussetzen, daB die Raume R, und R, eine abzahlbare 
Topologie haben und daB die nach (A) in R, x R, stetige Funktion f beschrankt 
in R, x R, ist. Wir zeigen zuniachst: 
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(a) Hs gibt eine abgeschlossene Nachbarschaft U,+ R, der Menge N, der 
nicht gewohnlichen Punkte von R,, so daB jede Folge {g,} von in R, x 8 holo- 
morphen Funktionen, die in (R,— U,) x S kompakt konvergiert, auch in R, x 8 
kompakt konvergiert ; hierbei ist S irgendein B-Raum*). 

Wir schépfen R, durch eine Folge Q,, Q,, ... von relativ kompakten Teil- 
bereichen aus: ... C Q,C Q,4,¢ ..-. . Wir wahlen gema8 Hilfssatz 4 zur 
kompakten Menge Q,, eine Umgebung U,, von N, und einen relativ kompakten 
Bereich Rj,c R, Rj,>Q,. Man kann (durch evtl. Fortlassen gewisser Q,) er- 
reichen, da8 gilt: Q,,, , > Rj,. Dann ist Q, , ,— U,, nie leer, und fir jede in Q, , , 
holomorphe Funktion g gilt: sup|g(Q,)| < sup |g(Q,.,— U,)|. Setzt man 


oo 


U':= U(Q.4, 00, 0+++ 0 U,), soist U' eine Umgebung von N,, sodaB Q,, ,,—U’ 
k=1 


niemals leer ist. Man folgert leicht, daB fiir jede in R, holomorphe Funktion g 
gilt: sup|g(Q,,)| S sup|g(Q,.,— U’)|,n =—1,2,.... Es hat nun jede in U’ 
enthaltene abgeschlossene Nachbarschaft U, von N,, fiir die @U’ -\ U, leer ist, 
die in (1) behauptete Eigenschaft: Ist namlich {g,} eine Folge in R, x S holo- 
morpher Funktionen, die in (R,—U,) x S kompakt konvergiert, und ist B 
irgendeine in R, x S kompakte Menge, so wahle man ein g und eine in S kom- 
pakte Menge L so, dab BC Q,x L. Es gilt fiir jedes y € S und alle n, m: 


SUP |9n (TY) —Im(T¥)| S SUP [dn ltr¥) —Im(»¥)| - 

T,EQ, TE Qe4s -U0’ 
Da Q,.,— U’ relativ kompakt in R,— U, liegt, kann man nach Voraussetzung 
zu jedem ¢ > 0 ein py so finden, daB |g, (r,,¥) — 9m (71, y)| < €, falls n,m = py 
und (2,,y¥) €(Q,4,;— U’) x L. Mithin gilt erst recht: 


sup |gn(71,¥) —Gm("y)| <e, 
(71, WEB F 


falls n,m => po, W.z.b.w. 

Nach bekannten Satzen gibt es in der komplexen Mannigfaltigkeit R,— U, 
eine Riemannsche Metrik, so daB R,— U, beziiglich des zugehérigen Ober- 
flachenelementes do einen endlichen Inhalt hat. Es bezeichne H den Vektor- 
raum der in R, holomorphen Funktionen g, die in R,— U, in bezug auf do 
quadratintegrierbar sind ( f \gPdo< ~): In H liegen sicher alle in R, be- 


schrankten holomorphen Funktionen. Wir fahren vermége der Gleichung 
(915 92): = JS 919240, 9, 92 ¢ H, in H ein Skalarprodukt ein. Ist {g,} eine Cauchy- 


folge in H (d. h. gibt es zu jedem ¢ > 0 ein mo, so daB (g,—9,, 9,—9,) < & 
fir alle », u > n,), so konvergiert — wie sich aus geliufigen Abschitzungen 
ergibt — die Folge {g,} kompakt in R,— U, und nach (a) also auch kompakt 
in R,. Aus Satz 28 ergibt sich, daB die Grenzfunktion wieder in R, holomorph 
ist. Da sie tiberdies in R,— U, auch quadratintegrierbar ist, folgt, dab H 
ein Hilbertraum ist. Man beweist ferner leicht, daB es ein abzaihlbares voll- 
standiges Orthonormalsystem {g,} in H gibt (vgl. [14], p. 245). 


8) In der Terminologie von [14] ist R, x S also die Konvergenzhiille von (R,— U,)x 8. 
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Wir betrachten nun die vorgegebene, in R, x R, beschrinkte Funktion 
f(r,, 72). Fiir jedes feste r, gilt: {(r,, r.) ¢ H und somit: 


f(r, 72) = Ear) 9» (13) » (72): = (f(r, 72) » 9(71)) - 


Jedes Integral (/(r,, 72), g,(7;)) 14Bt sich durch eine Folge {s}, 9 = 1, 2,... 
Riemannscher Summen approximieren. Da alle s in R, holomorph sind 
und diese Approximation in jeder kompakten Menge von R, gleichmabBig ist, 
folgt aus Satz 28, daB alle Funktionen a,(r,) in R, holomorph sind. Man zeigt 
nun leicht, daB auf jeder kompakten Menge Qc R, das Quadratintegral 


(Cc T.) — 2 (ra) G9»(71) > f(t» 2) — 2 (2) a(r)) = »)’ |a, (r;)|* 


v=n+l1 


mit wachsendem n beliebig klein wird. Daher konvergiert die Reihe 
» a,(r-) g,(r,) in (R,— U,) x R, und mithin nach (a) auch in R, x R, kompakt. 
v=1 


Hieraus folgt durch nochmalige Anwendung von Satz 28 die Holomorphie von 
fin R,x R,, w.z.b.w. 


§ 10. Beziehungen zwischen «- und §-Riumen 


1. Wir- stellen in diesem Paragraphen eine erste Verbindung her zwischen 
den Begriffen des «-Raumes und #-Raumes. Wir nennen einen £-Raum R 
einen a-Raum (bzw. umgekehrt), wenn die §-Strukturgarbe iiber R eine 
a-Strukturgarbe iiber R ist (bzw. umgekehrt). Wir beweisen zunichst: 

Satz 30: Jeder B,,-Raum R ist ein «-Raum. 

Beweis: Wir brauchen nur zu zeigen, daB jeder Punkt r¢ R eine Um- 
gebung U besitzt, so daB die Beschrankung ©(U) der £,-Strukturgarbe 0(R) 
von R auf U eine «-Strukturgarbe iiber U ist. Wir wahlen um r eine f,,-Karte 
(U, py) gemaB § 6.d) und setzen M = y(U). Bezeichnet y: M > Z4 die Pro- 
jektion von M auf Z4 (Bezeichnungen wie in §6. d)), so ist M = (M, y, Z*) eine 
analytische Uberlagerung von Z¢ gema8 Satz 9, da M lokal irreduzibel ist. 
Das Tripel (U, y, M) ist dann eine «-Karte, die auf U eine «-Strukturgarbe 
0’(U) definiert. Wir behaupten: 0’(U) = 0(U). 

Es sei A + Z eine analytische Menge in Z*, iiber der alle Verzweigungs- 
punkte von I liegen. Dann umfaBt y (A) insbesondere die nichtgewéhnlichen 
Punkte von M. Setzen wir D: = ¥ (7 (A)), so ist D eine mindestens 1-codimen- 
sionale analytische Menge in U beziiglich der beiden Strukturgarben 0(U) 
und 0’(U). Wir zeigen nun zunachst: 0(U — D) = 0’(U — D). Die Inklusion 
0(U — D)c O'(U — D) ist trivial. Aber auch umgekehrt ist jede in einer 
offenen Menge W von M — y (A) holomorphe Funktion (im Sinne der Holo- 
morphie auf analytischen Uberlagerungen) ein Element aus H®(W, 0(W)), da 
alle Punkte von W gewoéhnliche Punkte von M sind, und somit jede holo- 
morphe Funktion aus H®(W,0'(W)) lokal als Spur einer holomorphen 
Funktion aus dem umgebenden Zahlenraum darstellbar ist. Also gilt : 0(U — D) 
= 0'(U—D). 
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Die Identitat «: U + U bildet somit den £,-Raum U auBerhalb D biholo- 
morph auf den «-Raum U ab. Dann folgt aber aus dem Korollar zu Satz 15, 
da D sowohl beziiglich ©(U) als auch ©’(U) eine analytische Menge in U ist 
und beide Riume (U, O(U)), (U, O'(U)) vom Typ F sind, daB ts: VU +U 
schlechthin biholomorph ist. Somit ist gezeigt: O(U) = 0’(U), w.z.b.w. 


2. Wir wollen in diesem Abschnitt «-Strukturen, die zugleich £,-Strukturen 
sind, durch eine besonders einfache Eigenschaft charakterisieren. Zundchst 
sei definiert : 

Definition 35 .( Algebroide Uberlagerung): Eine analytische Uberlagerung 
% =(Y, », X) heiBt eine algebroide Uberlagerung, wenn es zu jedem Punkt 
az € X eine Umgebung U gibt, derart, dap in “4 (U) eine holomorphe Funktion f 
existiert mit [f: 1(U)] = 6(D). 

Definition 36 (Komplexer «,-Raum): Ein a-Raum R heiBt ein «,-Raum, 
wenn es zu jedem Punkt r € R eine a-Karte (U, w, G), r ¢ U, aus dem a-Struktur- 
atlas von R gibt, so daB © eine algebroide Uberlagerung ist. Die Strukturgarbe 
eines «,-Raumes R heiBt eine «,-Strukturgarbe iiber R. 

Wir zeigen nun: 


Satz 31: Eine geringte Struktur O(R) auf einem Hausdorffschen Raum R 
ist genau dann eine B,,-Struktur, wenn sie eine «,-Struktur ist. 

Beweis: Wir zeigen zunichst, daB jede f,-Struktur O(R) tiber R eine 
«,-Struktur ist. Nach Satz 30 wissen wir bereits, daB ©(R) eine «-Struktur 
ist. Sei dann r,¢ R irgendein Punkt und (U, y, G) eine a-Karte mit r,¢ U. 
U sei so klein gewahlt, daB es eine biholomorphe Abbildung » von U auf eine 
in einem Gebiet des C"(z,, . . .,z,) normale analytische Menge gibt. g werde 
durch die holomorphen Funktionen z,= ff (r), . . ., z,= f(r), r € U, gegeben. 
Gilt nun G =(Y, 7, @), so werde gesetzt: /,(y): = ffo y', »=1,...,n, 
(es ist y: U + Y biholomorph!). Da @ eineindeutig abbildet, gibt es zu zwei 
verschiedenen Punkten y,, y,€ Y stets ein v, so daB gilt: /,,.(y,) + f,, (ye). 
Dann gibt es aber auch eine in Y holomorphe Funktion /, die in allen Punkten 
yé Tn (Zo), WO 2,€ G@ geeignet gewahlt ist, paarweise verschiedene Werte be- 
sitzt (Satz vom primitiven Element). Offensichtlich gilt mit diesem / die Glei- 
chung : [f:1(@)] = 6(G). Daher ist G eine algebroide Uberlagerung; es ist be- 
wiesen, da8 jede £,,-Struktur iiber R eine «,-Struktur ist. 

Es bleibt noch zu zeigen, daB auch jede «,-Struktur ©(R) tiber R eine 
6,-Struktur ist. Es sei wieder *,¢ R ein beliebiger Punkt; (U, y, G) sei eine 
a-Karte mit r,¢ U, so daB G = (Y, 7, @) eine algebroide Uberlagerung mit 
der «-Strukturgarbe 0(Y) ist. Es werde G so klein gewahlt, daB auf Y eine 
holomorphe Funktion f existiert mit [f : 7(@)] = b(G). f annuliert ein Polynom 
w(w;z) mit in @ holomorphen Kocifizienten. Die holomorphe Produkt- 
abbildung g: = n x {w = f(y)} bildet dann Y auf die in G x C'(w) analytische 
Menge M : ={w(w, z) = 0} ab. Ist DC G die Diskriminantenmenge von w(w; z), 
so ist g eine biholomorphe Abbildung von Y,:= Y — 7 (D) auf die komplexe 
Mannigfaltigkeit M,: = M—DxC'(w). Da Dx C'(w) eine mindestens 
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1-codimensionale analytische Menge in M ist, @ eigentlich und nirgends ent- 
artet abbildet, und jede mindestens 1-codimensionale analytische Menge in 
einem Teilbereich von Y diesen Teilbereich nirgends zerlegt, so folgt, daB 
(Y, gy) eine Normalisierung von M ist. Nach Satz 24 gibt es auf Y genau 
eine £,-Struktur 0’(Y), so daB o:(Y, 0'(Y))-(M, O(M)) holomorph ist. 
Die Identitat i:(Y,0’'(Y))—>(Y,0(Y)) ist dann, beschrinkt auf Y,, bi- 
holomorph. Da £,-Raéume und «,-Raiume vom Typ F sind, ist dann i sogar 
biholomorph schlechthin. Mithin ist die «,-Struktur 0(U) tiber U auch eine 
8,,-Struktur. 

3. Wir werden in den restlichen Paragraphen dieser Arbeit den folgenden 
Hauptsatz beweisen: 

Satz 32: Jeder a-Raum ist ein B,,-Raum. 

Hierzu geniigt es, auf Grund von Satz 31, folgendes zu zeigen: 

Satz 33: Jede analytische Uberlagerung % =(Y, 7, X) einer komplexen 
Mannigfaltigkeit X ist eine algebroide Uberlagerung. 

Der Beweis dieser Aussage wird in mehreren Schritten gefiihrt. 


§ 11. Typen analytischer Uberlagerungen 


1. Um eine bequeme Ausdrucksweise zu gewinnen, wollen wir auch ana- 
lytische Uberlagerungen von «-Raumen betrachten. 

Definition 37 (Analytische Uberlagerung eines a-Rawmes): Es sei R ein 
a-Raum. Ein Tripel % =(Y,n, R) heift eine analytische Uberlagerung von 
R, wenn 

1) Y ein lokal kompakter Raum und n: Y > R eine stetige eigentliche und 
nirgends entartete Abbildung von Y auf R ist, 

2) es eine analytische Menge A in R gibt, so daB 7 (A) den Raum Y nirgends 
zerlegt und »: Y — 7 (A) > R—A lokal topologisch ist. 

Die in § 2 fiir analytische Uberlagerungen komplexer Mannigfaltigkeiten 
eingefiihrten Begriffe iibertragen sich unmittelbar; insbesondere kann man 
holomorphe Funktionen in offenen Mengen von Y betrachten und somit die 
Garbe ©(Y) der Keime von holomorphen Funktionen in Y definieren. Man 
zeigt leicht: 

Der Raum Y ist, versehen mit der Strukturgarbe O(Y), ein a-Raum, die 
Abbildung n: Y + R ist holomorph. O(Y) ist die einzige a-Struktur auf Y, so 
daB » holomorph ist. 

n induziert wieder eine Einbettung von J(R) in den Ring J(Y) der in Y 
holomorphen Funktionen. Wie in § 2 zeigt man: 


(1(Y): 1(R)) s 6(Q) = Blatterzahl von H*) . 


2. Mit @ werde fortan ein beliebiges einfach zusammenhingendes Gebiet 
im C" der komplexen Veranderlichen z = (z,,. ..,z,) bezeichnet. P! sei die 





*) Wir pent UY): I(R)): = max (f:1(R)). 
P 1€1(¥) 
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Riemannsche Zahlenkugel mit der inhomogenen Veranderlichen w; der un- 
endlich ferne Punkt von P! heiBe p,.. A sei eine rein n-dimensionale analyti- 
sche Menge in B:=G x P!; wir wollen stets AC B,: = @ x{w, |w| <1} 
voraussetzen. Dann gilt, wie leicht einzusehen (vgl. Satz 3): 

Es gibt ein Polynom w(w; z) = w* + a,(z) w*-1+ +++ + a,(z) mit in G holo- 
morphen Koeffizienten a,(z), x =1,...,k, das keine mehrfachen Faktoren ent- 
hilt, so daB A die genaue Nullstellenmenge von w(w; z) ist. 

Es werde definiert: 

Definition 38 (a-Uberlagerung): Eine analytische Uberlagerung von B 
= Gx P heift eine a-Uberlagerung, wenn sie héchstens iiber einer in B,= G x 
x {w,|w| < 1} enthaltenen analytischen Menge A verzweigt ist. 

Ist B = (P, 2, B) eine b-blattrige a-Uberlagerung von B, so besteht die 
Beschrinkung | B,=(a (B,), x, B,) von B auf B,: = @ x ({w,|w| > 1} Up.) 
aus genau 6 schlichten, nicht zusammenhangenden Blattern; denn B, ist ein- 
fach zusammenhiangend. 


Der folgende elementare Satz zeigt, daB jede analytische Uberlagerung 
,,lokal* als Teil einer a-Ubérlagerung aufgefaBt werden kann. 

Satz 34: Es sei 3 =(Y,n, X) eine analytische Uberlagerung einer rein 
(n + 1)-dimensionalen komplexen Mannigfaltigkeit X. Dann gibt es zu jedem 
Punkt x,¢ X eine komplexe Karte (U, wy) mit x,¢ U wnd eine a-Uberlagerung 
DB =(P, 2, B) eines Gebietes B= G x P!(w), GC C*(z) mit folgender Kigenschajt: 
die Menge V : = w(U) ist in B enthalten; es gibt eine biholomorphe Abbildung 
@: y (U) +> 2(V), 80 dak yo n=20 ©. 

Beweis: Es sei M eine rein n-dimensionale analytische Menge in X, tiber 
der alle Verzweigungspunkte von 3 liegen. Gilt 2)¢ M, so ist J iiber x, un- 
verzweigt, und die Aussage des Satzes ist trivial. Sei also x,¢ M. Man kann 
dann eine relativ kompakte Umgebung U von z, und eine biholomorphe Ab- 
bildung y von U auf eine Menge V des O*+1(2,,. . -» Z_,W) mit p(x) = O 
finden, so daB das ,,Ebenenstiick“ {xz ¢ U, z,0 p(x) =0, v=1,...,n} die 
Menge M in z, punkthaft schneidet; (U, w) ist ersichtlich eine komplexe Karte 
auf X mit z,¢ U. Offensichtlich kann man U so wahlen, daB gilt: 


V=@ x K, wo G: = {2, || <1,.... lel <1}, K: = [w, |eo| < $1, 
und w(M)-(@ x @ K) leer ist. 

Die Abbildung y induziert cine Uberlagerung B’ von V, die iiber G x @ K 
unverzweigt ist. “Wir fassen nun w als inhomogene Koordinate ciner-Riemann- 
schen Zahlenkugel P' auf und ziehen den folgenden, weiter unten bewiesenen 
Hilfssatz heran: 

Hilfssatz 5: Es sei T ein Gebiet des C" und S ein einfach zusammenhingendes 
Gebiet mit glattem Rand @S in. einer Riemannschen Zahlenkugel. Dann lapt 
sich jede endlich-blittrige, unverzweigte und unbegrenzte Uberlagerung von T x a8 
zu einer analytischen Uberlagerung von T x S fortsetzen, die héchstens iiber einer 
Ebene T x py verzweigt ist; dabei ist p,¢ S ein beliebig wihlbarer Punkt. 


Math. Ann. 136 20 














300 


Hans Gravert und REmInHOLD REMMERT: 


In een ogeeky =G6,8:= ({w, \w| > 3} U Px) Jor, und py der 
Punkt w==. Die Uhberlagerung J’ von V kann dann zu einer analyti- 
schen Saibons $ = (P,2, B) von B=G@ x P" fortgesetzt werden, die 
héchstens iiber der analytischen Menge 4: =(y(M)@ x K)U(@ xF)c 
CG x {w, |w| < 1} verzweigt ist. Mithin ist B eine a-Uberlagerung, die Existenz 
einer biholomorphen Abbildung ® : Tn (U) > 2 (V) mit yo n=x0 ® ist offen- 
sichtlich. Damit ist Satz 34 bewiesen. 

Es ist noch der Beweis des Hilfssatzes nachzutragen. Wegen des Riemann- 
schen Abbildungssatzes kann man S als Einheitskreis {w, |w| <1} und py 
als Nullpunkt w = 0 voraussetzen. Durch die Abbildung g: (t, re‘*) + (t,e**) 
wird 7 x (S — 0) stetig auf 7 x @ S abgebildet. Bezeichnet daher 8 = (Z, ¢, 
T x @8) die vorgelegte Uberlagerung von 7 x @S, so ist 8 =(Z x{r,0< 
<r<1},f, Tx (S5—0)), woE(z, r) = (t, re), falls C(x) = (t, e*), eine Fort- 
setzung von 8 zu einer unverzweigten analytischen Uberlagerung von 7’ x 
x (S—0). Diese Uberlagerung 1a8t sich nach dem Fortsetzungssatz weiter 
zu einer analytischen Uberlagerung von 7’ x § fortsetzen, q.e.d. 

Wir werden spater zeigen, daB jede a-Uberlagerung algebroid ist. Aus dem 
soeben bewiesenen Satz folgt dann, daB jede analytische Uberlagerung einer 
komplexen Mannigfaltigkeit eine algebroide Uberlagerung ist. 

3. Der Beweis des Hauptsatzes 33 braucht nur fiir zusammenhangende 
Uberlagerungen erbracht zu werden. Es gilt namlich: 

Satz 35: Es sei 9 = (Y, n, X) eine beliebige analytische. Uberlagerung einer 
zusammenhingenden komplexen’ Mannigfaltigkeit X. Q zerfalle in die zu- 
sammenhiingenden Komponenten H,= (Y,, 7,,X), x= 1,...,k. Dann ist 
genau dann eine algebroide Uberlagerung von X, wenn jedes UH, eine algebroide 
Uberlagerung von X ist. 

Beweis: Gibt es zu jedem Punkt x, ¢ X eine Umgebung U undin V: = 7 (U) 
eine holomorphe Funktion f mit (f: 7(U)) = 6(%), so gilt fir die in Vr Y, 
holomorphe Funktion f,:=/|V Y, offensichtlich: (f,:7(U)) = 6(%,), 
x=1,...,k. Ist also algebroid, so auch jede Uberlagerung %,, x = 1,...,k. 
Sei nun umgekehrt jedes %, eine algebroide Uberlagerung. Dann gibt es zu 
jedem z,¢ X eine Umgebung U und in V,=:V 7 Y,, V: =7(U ), eine holo- 
morphe Funktion /, mit (/,: 7(U)) = 6(%,), x =1,..., &. Die Funktionen f, 
konnen offenbar so gewahlt werden, daB jeder Durchschnitt /, (V,.) > f,,(V.,), 
%, + Xp, leer ist. sg f, definieren aber eine holomorphe Funktion f in V mit 


(f: 1(U)) =b@) = E 60, w.z.b.w. 


Als Corollar zu "Satz 35 ergibt sich sofort: 

Jede analytische Uberlagerung % = (Y,n, X), deren Verzweigungspunkte 
stimtlich Windungspunkte sind, ist eine algebroide Uberlagerung. 

In der Tat! Zu jedem Punkt x ¢ X gibt es eine Umgebung U, so daB jede 
zusammenhangende Komponente %, von %| U aquivalent zu einer Uber- 
lagerung W,,(U) = (W,,, y, U) ist, x =1,.., k (vgl. § 2. Beispiel 1; U kann 
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so gewahlt werden, daB U beziiglich geeigneter holomorpher Koordinaten ein 
Polyzylinder ist). Jede Uberlagerung %,(U) ist aber algebroid, da }’z, als 
holomorphe Funktion auf W,, definiert werden kann, die tiber 7(U) den 
Grad b, hat, x=1,...,%. Mithin ist auch %| U und daher % selbst eine 
algebroide Uberlagerung. 

4. In den folgenden beiden Abschnitten werden zwei weitere Typen von 
analytischen Uberlagerungen untersucht. X sei eine rein n-dimensionale kom- 
plexe Mannigfaltigkeit und M eine rein (nm —1)-dimensionale analytische 
Menge in X. 

Definition 39 (b-Menge): M heiBt eine b-Menge, wenn es zu jedem Punkt 
X%_¢ M eine Umgebung U mit lokalen Koordinaten (z,, . . ., Z,) =z gibt, so daB 
folgendes gilt: 


k-1 
1) Es gibt ein Pseudopolynom w (2; 2, - . -,%) = + DL Ay (Zy - « -s 2p) * 2% 
x=0 
mit in U holomorphen Koeffizienten A, (z», ..., 2), * =0,...,k—1, 80 daB 
UnNM={z¢eU, w(z)=90}. 


2) Die Menge UA M {a « U, 52 @) = 0, 2) + 0} ist leer. 

Nach dieser Definition ist jede rein 1-dimensionale analytische Menge in 
einer rein 2-dimensionalen komplexen Mannigfaltigkeit offensichtlich eine 
b-Menge. Weiter ist im Falle beliebiger Dimension n sicher jede rein (n — 1)- 
dimensionale analytische Menge, die nur gewdhnliche Punkte besitzt, eine 
b-Menge. 

Wir definieren nun 

Definition 40 (b-Uberlagerung): Eine analytische UberlagerungY = (Y,n,X) 
iiber einer rein dimensionalen komplexen Mannigfaltigkeit X heift eine b-Uber- 
lagerung, wenn es eine b-Menge in X gibt, so daB Yj héchstens iiber M verzweigt ist. 

Es folgt sofort, daB jede analytische Uberlagerung einer rein 2-dimen- 
sionalen komplexen Mannigfaltigkeit eine b-Uberlagerung ist. 

Wir zeigen im folgenden Satz, daB jede a-Uberlagerung auBerhalb einer 
speziellen (n — 1)-dimensionalen analytischen Menge eine b-Uberlagerung ist. 
% =(P,2, B), B=GxF', GcC* sei irgendeine a-Uberlagerung ; AcG~x 
x {w,|w| < 1} eine rein n-dimensionale analytische Menge, iiber der alle Ver- 
zweigungspunkte von $ liegen. w(w; z) sei wie friher ein Polynom in w ohne 
mehrfache Faktoren, dessen genaue Nullstellenmenge A ist. D sei die Dis- 
kriminantenmenge von w, D ist leer oder rein (n — 1)-dimensional. Wir be- 
zeichnen mit N die héchstens (n — 2)-dimensionale analytische Menge der 
nicht gewohnlichen Punkte von D und behaupten: 

Satz 36: Die Uberlagerung 

P| (G—N) xP! =(x(G—N) x P, x, (@—N) x P') 
ist eine b-Uberlagerung. 

Beweis: Es ist zu zeigen, daB A —(N x P") eine b-Menge in (G x P") — 
—(N x P*) ist. Bezeichnet K die Menge der nichtgewéhnlichen Punkte 

20* 
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von A, so ist, da A in jedem gewoéhnlichen Punkt eine b-Menge ist, nur zu 
zeigen, daB A in jedem Punkt (wp, z) ¢ K — N x P' eine b-Menge ist. Sicher 
gilt z,¢ D, da zu jedem z ¢ D nur gewéhnliche Punkte (w, z) von A gehéren. 
Nach Voraussetzung ist z, ein gewohnlicher Punkt von D; daher gibt es eine 
Umgebung V(z,) von 2, in der sich vermége'einer biholomorphen Trans- 
formation so komplexe Koordinaten 2,, .. ., z, einfiihren lassen, daB V be- 
ziiglich der Z,,..., Z, ein Polyzylinder wird und iiberdies gilt: z,=(0, . . , 0), 
VAD = {z¢V,z,= 0}. Schreiben wir w(w;z) tiber V x (P!— p,.) als Polynom 
4(w, 2) in den neuen Koordinaten, so sind fir U: = V x (P!— p,.) und p(w; 2) 
die Forderungen von Definition 39 erfiillt. Mithin ist A auch in allen Punkten 
(wo, 2) € K — N x P? eine b-Menge, w.z.b.w. 

Anmerkung: Da alle Verzweigungspunkte von B =(P, x, B) iiber A liegen, 
so ist sogar B|(@x P4)—AnN(N x P= (x(@ x P!})—An(N x P#), a, 
(@ x P!\— An(N x P})) eine b-Uberlagerung. Da A/(N x P!) héchstens 
(n — 2)-dimensional in G x P! ist, ist also jede (nm + 1)-dimensionale a-Uber- 
lagerung J = (P, a, B), B=G x P', Ec C*, sogar auBerhalb einer (n — 2)- 
dimensionalen Menge eine b-Uberlagerung. 

5. Wir definieren in diesem Abschnitt c- Mengen und c-Uberlagerungen. 
X sei wieder eine rein n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit und M eine 
rein (n — 1)-dimensionale analytische Menge in X. 

Definition 41 (c-Menge): M heiBt eine c-Menge, wenn jede irreduzible 
Komponente von M und die Menge K der nichtgewéhnlichen Punkte von M nur 
aus gewohnlichen Punkten besteht. 

Definition 42 (c-Uberlagerung): Eine analytische Uberlagerung % =(Y, 
n, X) heift eine c-Uberlagerung, wenn % héchstens iiber einer c-Menge Mc X 
verzweigt ist. 

Wir beweisen den wichtigen 

Satz 37: Es sei% = (Y, n, X) irgendeine b-Uberlagerung von X, die héchstens 
tiber der b-Menge MC X verzweigt ist. Dann. gibt es zu jedem Punkt x < M eine 
Umgebung D = D(x), eine c-Uberlagerung H* = (Y*, n*, D*) eines Gebietes 
D* <0" und holomorphe Abbildungen %: Y*> V: = 7 (D), a: D* + D, so daB 
folgendes gilt: 

1) D = (D*, «, D) ist eine algebroide Uberlagerung von D;® = (Y*, a, V) 
ist eine analytische Uberlagerung von V. 

2) b(9) = b(9), oS") = b(B). 

3) nOa@= ao wf. 

Anmerkung: Die Mengen D*, Y*, tragen zundchst zwei komplexe Struk- 
turen. Die durch die Uberlagerung 9 in D* definierte komplexe Struktur 
stimmt jedoch mit der komplexen Struktur des Gebietes D* CC” iiberein, 
da « holomorph ist. Ebenso stimmen die in Y* durch die Uberlagerungen %}* 
und © definierten komplexen Strukturen iiberein, da «0 1*= 70 & holomorph 
ist. 

Beweis von Satz 37: Zu jedem Punkt x ¢ M gibt es nach Voraussetzung 
eine Umgebung U mit lokalen Koordinaten z,, . . ., z,, und ein Pseudopolynom 
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k-1 
H(25 2g) - + +» 2m) = A+ Y A, (2g, - . .) Zn) * 2 -mit in U holomorphen Koeffi- 
x=0 
zienten, so daB gilt: 
MAU ={z€ U, u(z) = 9}, Mrv{z€U, 3 ule) = 0,440 = leer. 
1 


Wir diirfen z= (0,...,0) annehmen. Dann gibt es, da yu(z,;0,...,0) = 0, 

einen in U enthaltenen Polyzylinder 

D: = D, x Dg, Dy: = {2, |z| < €:}, Dg : = {(Zas - «5 Zn)s [2g] < Egy - - +» [2nl < En}, 

so daB M -\(é D, x D,) leer ist. Die Koeffizienten A, von a sind in D, holo- 

morph, durch evtl. Abspalten eines Faktors von y laBt sich noch erreichen, 

daB alle Nullstellen z, von yu fiir einen Punkt (2, . . ., z,) € D, in D, liegen. 
Wir betrachten nun im C"(zf, . . ., z*) den Polyzylinder 


D* : = Dt x DE, Dt: = (ef, |et| <e), Dt: = {(eh,.. 028), el < Va» 
|z¥| < &5,..., jel < e,| . 
wobei s eine noch zu bestimmende natiirliche Zahl ist. Durch die Gleichungen 
%= 2}, 2y= (2¥)*, 23= 23, -- -s Zn= 2 


wird eine holomorphe Abbildung «: D* + D vermittelt. Offensichtlich ist 
das Tripel 9 = (D*, «, D) eine analytische Uberlagerung von D, die iiberdies 


als das Existenzgebiet der algebroiden Funktion Vz eine algebroide Uber- 
lagerung ist. 

Das Pseudopolynom p* (zt; 23, .. ., 2%) = u(a(z*)) zerfallt bei geeigneter 
Wahl von s iiber D# in endlich viele Linearfaktoren u* = zf — C,(z3, . . ., 2%), 
x = 1,..., &; dies folgt, da die Menge jz, u(z) = 0, oa p(z) = o} in der Ebene 
{z,= 0} enthalten ist, sofort aus dem weiter unten angefiihrten und bewiesenen 
Hilfssatz 6. Wir denken uns s in dieser Weise gewahlt und setzen: M¥: 
= {z* ¢ D*, u*(z*) = 0}, x= 1,..., &. M¥ ist stets eine irreduzible analyti- 
sche Menge in D*, die nur aus gewéhnlichen Punkten besteht. Der Durch- 
schnitt M¥ -\ M¥% zweier solcher Mengen ist jeweils leer oder eine rein (n — 2)- 
dimensionale singularitaétenfreie analytische Menge in D* ; denn die Funktionen 
ux (z*) haben héchstens auf der Ebene {z¥ = 0} gemeinsame Nullstellen. Daher 
ist M* : = {z*¢ D*, u*(z*) = 0} eine c-Menge in D*. 

Sei nun Y* die Menge aller Paare (y, z*), y ¢V: = 7 (D), z*¢ a(n(y)). Wir 
versehen Y* mit der natiirlichen Topologie und bezeichnen mit 7* : Y*-— D* 
die Projektion (y, z*) > z* von Y* auf D*. Das Tripel 3*= (¥*, 7*, D*) ist 
dann offensichtlich eine analytische Uberlagerung von D*, die héchstens 
iiber M* verzweigt und mithin eine c-Uberlagerung ist. Bezeichnet weiter 
a : Y*+V die ersichtlich holomorphe Projektion (y, z*) > y von Y* auf V, 
so ist auck 9 = (¥*, x, V) eine analytische Uberlagerung. Da no a = «0 7* 
und b(S) = b(D), 6(Y*) = 6(B), so ist Satz 37 bewiesen. 
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Wir formulieren und beweisen nun den benutzten 

Hilfssatz 6: Es seien ,(2,; 2, . . -,2,) Pseudopolynome in z, mit im Poly- 
zylinder D,: = {(Zq,-.-s%n), |e] < €g - - -» [en] < &,} Aolomorphen Koeffizien- 
ten, o=1,..., 17. @. set irreduzibel tiber D, und vom Grade k, in z, 9 =1, 


r 
.. +7} fiir das Produkt w: = IT w, gelte: 


e=1 
z, w(z) =0, 52 (2) = 0| CE: = {z, z,= 0}. 


Wird dann die natiirliche Zahl s von allen Zahlen k,, .. ., k, geteilt, so zerfillt 
das Pseudopolynom 


w* (zt; 2f,. . ., 2) = w(a(z*)), 
wobei a: 2*-+z die Abbildung z,= z}, z.= (23), z3= 2, :..,z,= 2% ist, tiber 
dem Polyzylinder D# : = {(zf,.. ., 2#), |2¥| < Vex |z4| <€5,- - -» lef] < eq} in 


Linearfaktoren. 


Beweis: Ist der Hilfssatz fiir ein s richtig, so auch fiir jedes ganze Vielfache 
desselben. Wir diirfen daher ohne Einschrinkung der Allgemeinheit «(z) 
selbst als irreduzibel tiber D, voraussetzen und s = k annehmen, wenn k der 
Grad von in z, ist. Es sei dann Y’: = {z, w(z) = 0} und 7: Y’> D, die 
Projektion z-> (zp, . . ., z,). Das Tripel %’=(Y’— 7 (E), , D,—£) ist eine 
s-blattrige unverzweigte Uberlagerung von D,— E, die zusammenhangend ist, 
da w irreduzibel ist. % =(Y, y, D,) sei die eindeutig bestimmte Fortsetzung 
von 3’ zu einer analytischen Uberlagerung von D,. Die Funktion z,= f(y)| Y, 
die man durch holomorphe Fortsetzung der Funktion z,| Y’— 7 (2) erhalt, 
geniigt der Gleichung w = 0. Da JY aquivalent zur Windungsiiberlagerung %, 
ist (vgl. § 2), kann f als eindeutige Funktion f{ // il oi 29) aufgefaBt werden. 
Die Menge {z* ¢ D}, w* (z*) = 0} ist daher die Vereinigungsmenge der Graphen 
der Funktionen zf = f(e*z}, z},.. ., 2%), o=1,...,8, wobei ¢ eine primitive 
s-te Einheitswurzel ist. Somit folgt: 


& 
w* (2) =JI (ef — flere, af, ..., 28), 
w.z.b.w. PPS 
6. In § 14 werden wir zeigen, daB jede c-Uberlagerung eine algebroide 
Uberlagerung ist. Daraus folgt, daB auch jede b-Uberlagerung algebroid ist, 
denn wir zeigen jetzt unter Benutzung des letzten Satzes: 
Satz 38: Ist jede c-Uberlagerung algebroid, so ist auch jede b-Uberlagerung 
Beweis: Sei % = (Y, , X) eine b-Uberlagerung, die héchstens iiber der 
b-Menge MCX verzweigt ist. Es ist nur zu zeigen, daB jeder Punkt z< M 
eine Umgebung D besitzt, so daB %| D algebroid ist. D, H* = (Y¥*, n, D*), 
® = (D*, «, D), 9 = (Y*, a, V) seien gemaB Satz 37 gewahlt. Nach Voraus- 
setzung ist %}* eine algebroide Uberlagerung. Werden D und D* hinreichend 
klein gewahlt, so gilt sogar: 


(1(¥*) : 1(D*)) = 6(B*) , (1(D*) : 1(D)) = b(®) (= 8). 
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Aus der Gleichung 
(I(¥*) : 1(D)) = (1(¥*) : 1(D*)) - (I(D*) : I(D)) = (1(¥*) : 1(V)) (1(V):1(D) 
folgt nun wegen b(%*)-= 6(%) und b(9) = b(9): 

(1(¥*) : 1(V)) «(1(V): 1(D)) = 6) - 6). 


Da sicher (J(¥*):1(V)) < (©), (1(V):1(D)) <(B), so muB gelten: 
(1(V): I(D)) = 6). Mithin ist | D eine algebroide Uberlagerung, w.z.b.w. 

Aus Satz 38 ergibt sich sofort, wenn man voraussetzt, daB jede c-Uber- 
lagerung algebroid ist: 

Satz 39: Jede analytische Uberlagerung einer rein 2-dimensionalen kom- 
plexen Mannigfaltigkeit ist eine algebroide Uberlagerung. Ist J = (P,2x, B), 
B=G P', GCC", eine a-Uberlagerung, so gibt es eine (n — 2)-dimensionale 
analytische Menge N in G, so dap B|(G—N) x M=(x((@—N) x P), 2, 
(@ — N) x P") eine algebroide Uberlagerung ist. 


§ 12. Bildgarben 


1. Es sei X eine beliebige zusammenhangende komplexe Mannigfaltigkeit, 
S eine koharente analytische Garbe tiber X. Wir bezeichnen mit r,(G) den 
Rang (die Dimension) des Moduls ©, iiber 0,, x ¢« X*°). 

Satz 40: r,(G) ist von x € X unabhingig. 

_ Beweis: Da © koharent ist, gibt es zu jedem Punkt z,¢ X eine zusammen- 
haingende Umgebung U(z,), in der eine exakte Sequenz 0+ ol S+0 
definiert werden kann. Offensichtlich gilt in jedem Punkte x ¢ U die Gleichung 
r.(S) =q—r,(M), wobei Mc Ot die Garbe «(O”) bezeichnet. Die Garbe M 
hat aber in jedem Punkte z¢ U den gleichen Rang r,(M): bezeichnen wir 
namlich mit /,(x), ...,f,(z) die g-tupel holomorpher Funktionen, die ver- 
mége « Bild der p-tupel (1,0, ...,0),..., (0,...0, 1) konstanter Funktionen 
sind, so wird jeder Halm von M iiber U durch die Schnittflachen /,(z), ...,/,(2) 
erzeugt, so daB r,(M), «¢ U, immer gleich dem Maximum des Ranges 
rg(f,(x), . . ..fp(z)) der Matrix (/,(z), ..., f,(x)), 2 € U, ist. Dadurch ist Satz 
40 bewiesen. 

Definition 43 (Rang): r(S):=r,(G) heift der Rang der Garbe © iiber X. 

Bei freien Garben ist r(@) gleich dem in § 5 definierten Rang. 

2. Wir betrachten Untergarben der Garbe ©* der Keime von holomorphen 
Funktionen. ._ 

Definition 44 (Freie Untergarbe): Es sei X eine beliebige komplexe Mannig- 
faltigkeit und S eine Untergarbe von ©¢ iiber X. Dann heift SG in einem Punkt 
Xo ¢ X eine freie Untergarbe von 0%, wenn in einer Umgebung U (x) die Garbe © 
und die Quotientengarbe O*/G freie Garben sind. SG heift eine freie Untergarbe 
iiber X, wenn © in jedem Punkte x ¢ X eine freie Untergarbe ist. 


*°) Unter dem Rang von ©, iiber 0, werde wie iiblich die Maximalzahl linear unab- 
hangiger Elemente verstanden. 
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Es folgt sofort: 

Hilfssatz 7: Es sei G eine kohiirente Untergarbe der Garbe ©¢ iiber einer 
beliebigen rein n-dimensionalen komplexen Mannigfaltigkeit X. Dann gibt es 
eine héchstens (n — 1)-dimensionale analytische Menge KC X, so daf © iiber 
X — K eine freie Untergarbe von 0° ist. 

Beweis: Ist x,¢ X ein beliebiger Punkt, so gibt es eine zusammenhangende 
Umgebung U(z,)C X und endlich viele g-tupel /,,..., /, in U holomorpher 
Funktionen, die tiber U jeden Halm der Garbe © erzeugen. Es sei r(G) 
= sup rg(f, (x), .. .,/,(z)) der Rang von G. Bekanntlich ist K(f): = {x ¢ U, 
rg(fi(x), . - -» fe(x)) < r(G)} eine héchstens (n —1)-dimensionale analytische 
Menge in U, in U — K(f) ist © offensichtlich eine freie Untergarbe. Sind 
fi, ..-. fj weitere g-tupel von Funktionen, die in einer zusammenhangenden 
Umgebung U'(z,) holomorph sind und in U’ jeden Halm der Garbe@ erzeugen, 
so gelten in der Nahe von x, Gleichungen: /,= 2 a, f,, f,= 24a,,f, mit in x, 
holomorphen Funktionen a,,,a,,. Es gilt offensichtlich: K(f) V(z,) 
= K(f’) V(x), wenn V(z,)C Ur U’ eine hinreichend kleine Umgebung von 
x, und K(f’) analog wie K(f) definiert ist. Die g-tupel f, definieren also in zx, 
den gleichen analytischen Mengenkeim wie die q-tupel /,,v=1,...,t. Es ist 
also zu jedem Punkt x ¢ X ein analytischer Mengenkeim K, festgelegt. Die K, 
definieren eine héchstens (n — 1)-dimensionale analytische Menge K c X; in 
X — K ist © eine freie Untergarbe. 

3. Es sei eine Folgerung aus Satz 27 angegeben: 

Hilfssatz 8: Ist % =(Y¥, y, D) eine algebroide Uberlagerung eines Gebietes 
DCC" und © eine kohirente analytische Garbe iiber Y, so ist y(G) kohédrent 
und es gilt y,(6) = 0,» =1,2,.. . 

Beweis: Nach § 10 ist Y ein 6-Raum, py: Y > D eine eigentliche nirgends 
entartete holomorphe Abbildung. Also folgt unser Hilfssatz als Spezialfall 
von Satz 27. 

4. Es sei fortan B = (P, 2, B) eine a-Uberlagerung iiber einer komplexen 
Mannigfaltigkeit B= G x P'. Die Zusammensetzung der Projektion a: @ x 
x Pi+ G@ und 2: P—> B sei mit t bezeichnet. Ist © eine analytische Garbe 
iiber P, so gilt stets t,(S) = a (2,(G)). Ist PB eine algebroide Uberlagerung 
und © eine koharente Garbe, so hat man wegen 2,(6)=0, » > 0, sogar: 
t,(S) = a, (2, (S)) (vgl. [19], § 2). Nach Satz I sind dann alle 1,(G) iiber G 
koharent. 

Das ausgezeichnete Geradenbiindel F iiber G x P! hat eine holomorphe 
Schnittflache h, die genau G@ xp, zur Nullstellenflache 1. Ordnung hat. 
Wir ,,liften‘‘ F vermége az nach P und erhalten iiber P ein komplex-analyti- 
sches Geradenbiindel F : = Fo a. h nach P geliftet wird zu einer holomorphen 
Schnittflache h von P, die genau auf den } n-dimensionalen Flachen E®),...,#® 
tiber G x p,, von 1. Ordnung verschwindet (b = b($)). Die Garbe der Keime 


von holomorphen Schnitten in F bzw. F sei mit § bzw. F bezeichnet. 


Es sei nun £,, y= 0,1,2,... eime Folge von paarweise verschiedenen 
(n — 1)-dimensionalen analytischen Mengen, die durch a topologisch auf 
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paarweise verschiedene Ebenen G x w,, 1 < |w,|<0o abgebildet werden. Es sei H 
das komplex-analytische Geradenbiindel iiber P, das zu dem Divisor (Z,) ge- 
hért. H besitzt eine holomorphe Schnittflache h, die genau auf E, in 1. Ordnung 
verschwindet. Wir betrachten die Tensorprodukte H,,,: = H'@ F*, r= 0, 
1,2,...,8=0,1,2,... und bezeichnen mit 9, ,: = 9 @ F* die Garbe der 
Keime von holomorphen Schnitten in H,, ,**). Die globalen Schnittflachen in 
der Garbe §,,,deuten wir in der iiblichen Weise als holomorphe Schnittflachen 
im Geradenbiindel H,, ,. H,,, besitzt eine kanonische holomorphe Schnittflache 
h,. = h® he, die auf Z, von der Ordnung r, auf £®), 8 =1,..., 6, von der 
Ordnung s und sonst nirgends verschwindet. 
5. Es gilt folgender 


Hilfssatz 9: Es gibt iiber G einen Monomorphismus y von t,(%,,,) in die 
freie Garbe O° mit g: = r+b68s+1. 

Beweis: Es werden zunichst gewissen Schnittflichen in 9,,, g-tupel holo- 
morpher Funktionen zugeordnet. Ist U ein Teilbereich von G und h eine 
Schnittflache in 9,,,iiber V:= t (U), so sei 7 (h): = (f,,...f,)- Dabei sind f,, 
vy =1,...,q, in U holomorphe Funktionen, die wie folgt definiert sind: Der 





Quotient f: = ic ist als Quotient zweier Schnittflichen in einem Geraden- 
biindel eine meromorphe Funktion in V. Da h,, auf keiner Flache £,, » = i, 
verschwindet, ist i: = f| E, in E, holomorph, »>1. Wir setzen nun /,: 
= port, wobei t, die Beschrankung von t auf £, bezeichnet; ersichtlich ist 
t, : EZ, G biholomorph, vy > 1. Die Funktionen /,, . . ., {, sind also in U holo- 
morph; es sei 7 (h) = (f,, . . .» f)- 

y ist ein Homomorphismus des kanonischen Garbendatums von 1,(%,, ,) in 
das kanonische Garbendatum von ©. Wir zeigen, daB y injektiv ist. Ist 
naimlich y (kh) =0, so verschwindet die meromorphe Funktion j= h/h,,, auf 
allen Flachen (U) A£#,, v=1,...,¢q. Andererseits aber hat } nur die Flachen 
E, und 2(G X P) zu Polstellenflachen von héchstens der Ordnung r bzw. s. 
Ist D die Diskriminantenmenge des zu B gehdrigen Pseudopolynoms w (w;z)**) 
und z,¢ @— D, so gilt nach [16], Hilfssatz 3: D| z, x P!=(R, 2, zx P*) mit 
R:=2 (Zp x P) ist eine zu enhiingende kompakte Riemannsche Fliche iiber 
zx P'. Wahlen wir z,¢ U — D, so ist j/R eine meromorphe Funktion, die 
Nullstellen mindestens der Ordnung gq, aber Polstellen héchstens der Ordnung 
r+ bs <q hat. Das ist nur méglich, wenn j=0, d.h.h=0. 





Nun erzeugt jeder Monomorphismus zwischen kanonischen Garbendaten 
einen Monomorphismus der zugehérigen Garben. Also ist Hilfssatz 9 bewiesen. 

%) Die Garbe 9,, ist offensichtlich kanonisch isomorph zum Tensorprodukt der 
Garben der Keime von holomorphen Schnitten in H* und F. 

2) w(w;z) ist gem&B § 11.2 zu bestimmen, D ist als Nullstellenmenge der holomorphen 
Diskriminante von w eine analytische Menge in G. 
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6. Es sei nun G: = y(t)(,,,)) und N C G eine héchstens (n — 2)-dimensionale 
analytische Menge, so daB $|(G@ — N) x P, eine algebroide Uberlagerung und 
mithin © iber G — N koharent ist. 

Hilfssatz 10: Ist p:=r(©) der Rang der Garbe © iiber G — N, 80 gibt es 
einen Monomorphismus 4:G —> 0?. 

Beweis: Wir bezeichnen mit s,= (s{), . . ., 8) die Elemente der Garbe S 
iiber den Punkten z € @ und definieren 4 als Abbildung s,-> s,:= (s()), . . ., #6) € 
€ ©?, wobei die Indexreihenfolge noch bestimmt wird. Offenbar ist A ein 
Garbenhomomorphismus. — Da © iiber G— WN koharent ist, gibt es nach 
Hilfssatz 7 eine héchstens (n —1)-dimensionale analytische Menge K Cc G—WN, 
so daB © iiber G’: = G — N — K eine freie Untergarbe von © ist. Liegt z in 
G’, so lassen sich in z also g Keime },, . . ., {, von g-tupeln holomorpher Funk- 
tionen finden, derart, daB die /,,...,/, den Halm der Garbe © und die j,,.. ., /, 
den Halm der Garbe © iiber z erzeugen: Jedes Element s,¢@, 1aBt sich ein- 


P 
deutig als Summe s,= 3 a,/, darstellen, wobei die a, Keime in z holomorpher 
v=1 


Funktionen sind. Wir setzen /,=(/,..., {), fi:= (f,..., #). Da die Vek- 
toren /,(z), . . ., f,(z) linear unabhangig sind, ist bei geeigneter ¢-tupel-Nume- 
rierung Cie Determinante ||/;, . . ., f,|| um z nicht = 0. In z ist die Abbildung 


P 
A:8,> 3) a,f, mithin injektiv. Wahlt man an Stelle der g-tupel /,,..., f, 


v=1 


mu! p> 


q andere q-tupel /,, . . ., {, mit obigen Eigenschaften, so gilt in z: j.- y a, 

aw=l 
»-++,p, also bei gleicher Numerierung: Whi. ee fell + 0 um z, wenn 
i= (7, ..., {) und f,:= (7, . . ., () gesetat wird. 

Es sei nun die g-tupel-Numerierung der Elemente aus ©* so festgelegt, 
da8 um einem festen Punkt z,¢ G@" gilt: ||f{,..., f||= 0. Da G’ zusammen- 
hangend ist, folgt dann, daB dieses fiir jeden Punkt z ¢ @’ gilt. Mithin ist 2 
tiber @’ injektiv. Daraus ergibt sich, weil die s,¢@ Keime von g-tupeln stetiger 
Funktionen sind und die Menge G — G’ nirgends dicht in @ liegt, daB 4 iiber 
ganz G ein Monomorphismus ist, q. e. d. 

Nach § 12.2 muB A(G) fast iiberall mit ©” iibereinstimmen. Es ist also 
folgender Satz bewiesen : 

Satz 41: Zu allen r, 3 gibt es eine natiirliche Zahl p = r(to(H,,,)) und einen 
Monomorphismus 1 von T)(H,,;) auf eine analytische Untergarbe S C 0”; es gibt 
eine nirgends dichte Menge M C G, so da iiber G — M gilt: S = O”. 


§ 13. Der Beweis des Hauptresultates 


1. Wir beweisen nun das Hauptresultat unserer Arbeit, daB jede analytische 
Uberlagerung iiber einem Gebiet Gc C* algebroid ist. 

Wegen Satz 34 brauchen wir nur zu zeigen 

Satz 42: Jede a-Uberlagerung D = (P, x, G x P") ist eine algebroide Uber- 
lagerung. 





= 





= 
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2. Es sei fortan immer A = /,,, ein Isomorphismus von 1t)(9,,,) auf eine 
Untergarbe © von 0? gemaéB Satz 41; es- gelte p= p(r,s) = r(t(H,,,)) in 
G — N, dabei sei N gema8 Satz 36 gewahit. Wir zeigen zunichst: 

Hilfssatz 11: Ist J’ = (P’, x’, G’x P") eine a-Uberlagerung, die zugleich 
eine algebroide Uberlagerung ist, so gibt es zu jeder Schnittfliche f in O? genau 
eine meromorphe Schnittfliche f = (Aot,)-* (f) in H,,,, 80 daB folgendes gilt: 

1) Die Polstellenmenge S von f ist beziiglich t saturiert, d. h. es ist t (t(S))=8. 

2) {| P’— S wird vermége Ao 1, auf f| G’— 1(S) abgebildet. 

Beweis: Da die Zuordnung der Schnittflichen aus H(z (U ), Dy.) und 
H°(U,@) fiir alle offenen Mengen U c G’ eineindeutig ist, folgt zunichst, daB 
f eindeutig bestimmt ist. Wir zeigen die Existenz. 


S ist wie t,.(%,,,) koharent. Es gibt daher zu jedem Punkt z,¢ @’ eine 
Umgebung U(z,) und endlich viele p-tupel f,,...,f/, in U holomorpher 
Funktionen, die tiber U jeden Halm von © erzeugen, t= p. Bei richtiger 
Numerierung sind die Vektoren /,(z), . . ., /,(z) fast iiberall in U linear un- 
abhangig, es ist also die Determinante 4 =|/f,(z),. . ., f,(z)|| #0. Zu den 
Funktionen /,(z) gehéren nach Konstruktion von © holomorphe Schnitt- 
flachen s, in H,,, tiber 7 (U), die durch Ao t, auf /, abgebildet werden. Ist / 
ein beliebiges p-tupel in @’ holomorpher Funktionen, so gilt, da 4 +0: 
f= +» a,f,, mit in U meromorphen Funktionen a,. f:= by (a, © tT) 8, hat dann 

a=l a=l 
in bezug auf U, 7 (U) die in Hilfssatz 11 verlangten Eigenschaften. Da / 
von der Wahl der /,, . . ., f, unabhangig ist, so kann man diese Konstruktion 
fiir jedes z,¢ G’ durchfiihren und erhalt so die Schnittflache / tiber ganz P’ 
mit den verlangten Eigenschaften. 

Korollar: Hilfssatz 11 gilt fiir jede a-Uberlagerung DB = (P, x, G x P*). 

Beweis: Es sei wieder N C G eine héchstens (n — 2)-dimensionale analyti- 
sche Menge, so daB $\(@— N) x P! eine algebroide Uberlagerung ist. Ist 
dann f ein p-tupel holomorpher Funktionen in @ und f’:=/|@— N die Be- 
schriankung von / auf G—N, so ist j’: =(A07,)-1(f’) nach Hilfssatz 11 eine mero- 
morphe Schnittflache iiber 7(@ — NN), deren Polstellenmenge S’ beziiglich + 
saturiert ist. Nach dem Fortsetzungslemma [§ 3, b)] 148t sich die meromorphe 
Funktion _ zu einer meromorphen Funktion g iiber ganz P fortsetzen. 


f:=g¢h,,, ist eine.meromorphe Fortsetzung von /’. Da die Polstellenmenge S 
von / die abgeschlossene Hiille der Polstellenmenge S’ ist, so folgt, daB auch S 
beziiglich t saturiert ist. Ebenso hat / die Eigenschaft 2) von Hilfssatz 11. 
Es gilt also Hilfssatz 11 fiir beliebige a-Uberlagerungen, w.z.b.w.— Offenbar 
ist (AO t,)~! ein injektiver Homomorphismus des J(@)-Moduls H®(G, ©?) in 
den I (G@)-Modul der meromorphen Schnittflachen in H,, ,. 

Wir zeigen nun: 


Satz 43; Ist G ein Holomorphiegebiet, so gilt: dim, (gH®(P, 9,, .) = p(r,8)- 
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Beweis: Es werde gesetzt: /,:=(1,0,...,0), f,=(0,1,...,0),...f, 
:= (0,..., 0,1) und f,: = (Aot,)-1 (f,), »=1,.. ., p. Es bezeichne S die Ver- 
einigung der Polstellenmengen der /,, y = 1, . . ., p. Da S beziiglich r saturiert 
ist, muB Q:=1(S)=t(S\E£,) eine rein (mn —1)-dimensionale analytische 
Menge in G@ sein, die — da @ Holomorphiegebiet ist — in dem Nullstellen- 
gebilde einer in G holomorphen Funktion g + 0 enthalten ist. Verschwindet 
g auf den irreduziblen Komponenten von Q hinreichend stark — was man 
stets erreichen kann —, so ist (go t)-/,=: i, eine holomorphe Schnittflaiche 
in H,,,,¥=1,...,p. Da die f, tiber 7(@) unabhangig sind und (Ao 1,)-" eine 
Injektion ist, sind auch die Schnittflachen /, und mithin /, tiber 1(@) un- 
abhangig. Also ist dim, ,g H®(P, 9,,,) => p(r, 8); daS eine Untergarbe von 0” 
ist, gilt andererseits: dim; (gq H°(P, 9,,,) = dim, (gq H°(G,S) S p(r, 8). Somit 
ist dim, (g) H°(P, Dr, ») = p(r,8), q. e. d. e 

3. Es seien in diesem Abschnitt die Garben 9 (k):= 9,,, und §* untersucht. 
Durch die Zuordnung f, > h,,9 ® f,, WO hy .9= h, erhalt man einen Monomorphis- 
mus 6: Fe —+ 9(k). 6 ist auf P — EZ, ein Isomorphismus. Wir bezeichnen mit 
Q die Beschriankung von H (k):= H,,, auf Z, und erhalten die exakte Sequenz: 
(1) 0+ GF “+ H$(k) > Q>0, 
wobei Q die triviale Fortsetzung der Garbe der lokalen holomorphen Schnitte 
in Q bezeichnet. Wie man leicht sieht, ist das Biindel Q analytisch trivial, 
so daB Q also die triviale Fortsetzung der Garbe ©'(E,) ist. Man hat deshalb 
nach § 5, e) die folgende exakte Sequenz der Bilder: 


(2) O > t9(G*) > to(H(k)) > O > 4 (F) > - 
Wir behaupten nun: 
Hilfssatz 12: Ist = (P, x, G x P") algebroid, so gilt: 


7 (G*) = % (%(O(P)) @ F*), 
wenn a: Gx P!+G. 

Beweis: Nach § 12,4. gilt: 1,(%*) = a,((%*)). Es ist also nur die Glei- 
chung Io (F*) = 72,(0'(P)) @ F* zu verifizieren. Es sei p ¢ G x P' ein beliebiger 
Punkt und s, ein beliebiges Element des Halmes der Garbe 2, (F*) tiber p. 
Wir k6énnen s, als einen Keim einer holomorphen Schnittflache in F* ‘ber 
der endlichen Menge 2 (p) ansehen. s, wird deshalb durch ein Tensorprodukt 
{,®9, gegeben, wobei f, ein Keim einer holomorphen Funktion in x (p) ist 
und g , iiber (p) einen Keim einer holomorphen Schnittflache in F* bezeichnet, 
der durch ,,Liften“ eines iiber p definierten Keims g, einer holomorphen Schnitt- 
flache in F* entstanden ist (man beachte, daB man F* durch Liften von F* 
erhalt). Ordnen wir nun s, das Produkt /,@g,¢ (1(@'(P)) ®F*), zu, so 
erhalten wir einen natiirlichen Isomorphismus 2, (F*) ~ 19(O'(P)) @ F*, q.e.d. 

Nach Satz II gibt es zu jedem relativ kompakten Teilbereich BCG — N 
eine natiirliche Zahl k,, so daB tiber B gilt: a, (7(01(P)) @F*) = 0, falls 
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k>ky. Nach Hilfssatz 12 ist dann in B auch 1, ($*) =0, k= ky, und man hat 
dort die exakte Sequenz: 


(3) 0 > To(F*) > To (H(ko)) > A+ 0. 
Ist 0 +G’+S +S" 0 eine beliebige exakte Sequenz von koharenten ana- 


lytischen Garben, so gilt stets r(S) = r(S’)+ r(S’’). In unserem Falle folgt 
fir B und mithin fir G — N: 


r(t(H (%o))) =r(t(F*)) +1. 
4. Da unser Problem lokaler Natur ist und es beliebig kleine Holomorphie- 
gebiete gibt, diirfen wir ohne Einschrankung der Allgemeinheit voraussetzen, 
da8B G ein Holomorphiegebiet ist. Aus Satz 43 folgt also: 


dim, g)H°(P,§*) + 1 = dimy.g,H°(P, 9 (ke) » 


d. h. es gibt eine holomorphe Schnittflache s in H (k,), ‘die in (1) nicht 6-Urbild 
einer holomorphen Schnittflache in §* ist: 6-1(s) ist daher eine meromorphe 


Schnittflache in Pr», die genau EZ, zur Polstellenflache 1.Ordnung hat. g: = o 
= 5 muB8 mithin eine in P meromorphe Funktion sein, die auf Z, und evt). 
auf der Flache E“) Polstellen hat. Ist nun P zusammenhangend, so folgt: 

Hilfssatz 13: Ist pe Gx P\—A, wo A: ={w(w;z)=0} eine kritische 
Menge der Uberlagerung J ist, so hat g in den b verschiedenen Punkten p,, . . ., Pp 
von 2 (p) b verschiedene Funktionselemente, d.h. sind V,(p,) Umgebungen, die 


durch x biholomorph auf eine Umgebung U (p) abgebildet werden, und bezeichnet 
23 ' die Umkehrabbildung von 2: V,—> U, 80 erzeugen die Funktionen g,: =go aj! 
in p paarweise verschiedene Funktionskeime, B = 1,.. ., b. 

Beweis: Angenommen, die Aussage ware fiir den Punkt p falsch. Bei 
geeigneter Numerierung hat dann g in p, und p, gleiche Funktionskeime. Wir 
verbinden p, in P —7(A) durch eine Kurve c(t), 0S ¢<1, mit einem Punkt 
p ¢ E, (d. h. c(0) = p,, c(1) = p). Es gibt dann in P — 7 (A) eine Kurve c* (t), 
so daB gilt: c*¥(0)= p,, moc(t)=2oc*(t), OS t<1 (covering homotopy 
theorem). Es mu8 notwendig gelten: c*(t) + c(t) fiir alle t. Nach dem Iden- 
titatssatz fiir holomorphe Funktionen miissen jedoch die Funktionselemente 
von g in c(t) und c* (t) stets gleich sein. Also hatte g auch in c*(1) ¢ ZH, U U E) 
einen Pol im Widerspruch zur Voraussetzung. 

Ist U CG x P* eine offene Menge und g’ die Beschrinkung von g auf a (U), 
so gilt wegen Hilfssatz 13 stets: (g':7(U))=6. Da g in x (B,); B,: =@ « 
x {w,|w| < 1}, holomorph ist, folgt somit, daB QD iiber B, eine algebroide 
Uberlagerung ist. Uber B,: = G x P'\— B, ist jedoch % unverzweigt und 
mithin erst recht algebroid. Also ist jede zusammenhangende und wegen 
Satz 35 auch jede beliebige a-Uberlagerung algebroid und Satz 42 bewiesen. 
Wegen Satz 34 ist sogar gezeigt, daB jede analytische Uberlagerung iiber 
einem Gebiete des C* algebroid ist. Unser Hauptresultat ist damit bewiesen. 
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§ 14. Der Hopfsche o-Proze8 und c-Uberlagerungen 


1. In diesem Paragraphen soll bewiesen werden, daB jede c-Uberlagerung 
algebroid ist. Der Beweis stiitzt sich wesentlich auf die Tatsache, daB man 
,einfache Singularitaten‘‘ analytischer Mengen durch Modifikationen auflésen 
kann. Wir verwenden ausschlieBlich den verallgemeinerten Hopfschen o- 
ProzeB*). 

Es sei X stets eine rein n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit und 
KcX eine rein (n — k)-dimensionale analytische Menge in X, die nur aus 
gewohnlichen Punkten besteht, 2 << k < n. Durch Anwendung des o-Prozesses 
in K 14Bt sich dann eine komplexe Mannigfaltigkeit ‘X gewinnen, die durch 
eine natiirliche eigentliche holomorphe Projektion a: 'X + X auf X ab- 
gebildet ist und durch folgende Eigenschaften charakterisiert werden kann: 

1) 2|'X —’K, wo'K: = 2 (K), ist eine biholomorphe Abbildung von 'X —'K 
auf X — K. 

2) Zu jedem Punkt x,¢ K gibt es eine Umgebung U mit holomorphen Ko- 
ordinaten 2,, . . ., Z,, 80 daB gilt: 

a) UN K ={z2¢U,2z4=--:=2,=90}, 

b) Es gibt eine biholomorphe Abbildung wy von x (U) auf die in U x P¥-! 
(singularititenfreie) analytische Menge o(U): = {(z, u,,..., U,) € U x P¥-}, 
Z,U,— z,U,=0, x,A=1,...,k} mit ro p=a2; dabei sind u,,..., uz, homo- 
gene Koordinaten in P*-1, mit t wird die Produktprojektion U x P*-1+ U 
bezeichnet. 

Man sieht unmittelbar, daB x(x), x € K, stets ein (k — 1)-dimensionaler kom- 
plex-projektiver Raum ist; daher ist ‘K ein komplex-analytisches Faserbiindel 
iiber K mit dem P*-! als Faser. 

Es gilt nun: 

Satz 44: Ist G eine kohirente analytische Garbe iiber 'X, so sind die Bilder 
x,(S), v= 0,1, 2, .. . kohérente analytische Garben iiber X. 

Beweis: Da a :'X —'K + X — K biholomorph abbildet, ist 7, (@('X —'K)) 
koharent, und es gilt: 2,(6('X —'K)) = 0 fir »>1. Sei nun 2,¢ K irgendein 
Punkt. Wir wahlen gemaB 2) eine Umgebung U von zx, und iibertragen 
S(x(U )) vermége der biholomorphen Abbildung y nach o(U); dadurch er- 
halten wir die koharente analytische Garbe 6: = = yo(S) tiber o(U). Offen- 
sichtlich gilt: 1, (6) = 1,(S) fiir alle y > 0. Setzt man trivial zu einer ko- 
harenten analytischen Garbe S’ iiber ganz U x P*-? fort, so folgt: 2,(G) 
= 1,(S’) fir alle y > 0. Nach Satz I ist aber 1,(S’) stets koharent iiber U. 
Da x, ¢ K beliebig gewahlt wurde, ist somit bewiesen, daB alle 7-Bilder von S 
koharent iiber X sind, w.z.b.w. 

In der komplexen Mannigfaltigkeit ‘X, die durch einen o-ProzeB aus der 
komplexen Mannigfaltigkeit X erzeugt ist, kann man wiederum auf eine 
mindestens 2-codimensionale analytische Menge den o-ProzeB anwenden. Man 


33) Derselbe ist in der algebraischen Geometrie unter dem Namen ,,monoidale Trans- 
formation‘ bekannt; vgl. hierzu etwa [21]. 
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erhalt dann eine komplexe Mannigfaltigkeit ‘'X, auf die man wieder den 
o-Proze8 anwenden kann usw. Hat man durch g-malige Anwendung des 
a-Prozesses die komplexe Mannigfaltigkeit “ X erhalten, so sagt man, daB “ X 
durch einen q-fach iterierten o-ProzeB aus X entsteht. Bezeichnet man die 
Projektion ™X—+©-Y)X mit 2”,»=1,...,q, und setzt man: 2: = 2%o 
o 2@o-+--+o 2, so folgt unmittelbar aus Satz 44: 

Satz 45: Ist © eine kohirente analytische Garbe iiber X, so ist das Bild 
Mg (S) eine kohdrente analytische Garbe iiber X. 

2. Es sei nun Mc X irgendeine c-Menge. N bezeichne die Menge der 
nichtgewohnlichen Punkte von M. Ist N nicht leer, so ist N eine rein (n — 2)- 
dimensionale analytische Menge in X. Wir beweisen zunichst: 

Satz 46: Ist 'X durch Anwendung des a-Prozesses in N aus X entstanden, 
so ist auch 'M: = a (M) eine c-Menge (x bezeichnet die natiirliche Projektion 
'X +X). 

Beweis: Es sei N + 0, es seien M, bzw. N,, vy = 1, 2, 3, . . . die irreduziblen 
Komponenten von M bzw. N. Zu jedem M, gibt es eine irreduzible (n — 1)- 
dimensionale Komponente 'M, von 'M, die vermége x eineindeutig auf M, 
abgebildet wird. Jede Menge ‘N, : = a (N,) ist irreduzibel und besteht nur aus 
gewohnlichen Punkten: zwei Mengen 'N,, ‘N,,, ¥ + gw, sind disjunkt. Es gilt: 
‘M = -U 'M,u'N,'N: = sah 4 ‘N,= 2 (N). Da alle Punkte von M, gewodhnlich 
sind, ist auch 'M, singularitétenfrei. 

Man verifiziert alle diese Aussagen leicht, indem man zu jedem Punkt 
x,¢€ N eine Umgebung U(z,) mit in U holomorphen Koordinaten z,, . . ., z, 80 
wahlt, daB gilt: 


%= (0,...,0), VAN = {z ¢ U,2z,=2,= 0}, 


Un M=}26€ U, IT (e,— fe (Ze ---s 2) = 9); 
o=1 


dabei sind /,, . . ., f,in U holomorphe Funktionen in 2,, . . ., z, mit /,(0,25,...,2,) 
=0,¢=1,...,s8. Offensichtlich kann man stets Koordinaten z,, .. ., z, mit 
diesen Eigenschaften finden. Bei geeigneter Numerierung gilt: 


MAU = {z2¢ U, 2, = fa (zg, .- -»%)}, C= 1,...,8 


Wahit man nun eine inhomogene Koordinate w in P', so kann 7 (U) mit 
der in U x P' analytischen Menge o(U) = {(w, z), z € U, 2° w — z,= 0} identi- 
fiziert werden. Alsdann gilt: 


'M,A\2(U) = {(w, z), 2 € U, w= 9, (2g, . . -» Zp), % = fa (2g, - + +» 2n)} » 


WO 0.» <-%): = 8, fa (Zes ---»%n) im Zg,...,%, holomorph ist. Da (w, 
Za, ---;%,) (bzw. (w-1, z,...,2,)) holomorphe Koordinaten auf o(U) sind, 
sieht man sofort, daB ’M, in a(U ) singularitatenfrei liegt. 
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Es bleibt noch zu zeigen, daB die Menge K der nichtgewohnlichen Punkte 
von ‘M nur aus gewohnlichen Punkten besteht. Es gilt: 


R <{y'M,) A'N=U(M,n'N). 


Da ‘NA 2(U) =(NAU) x P', 0 folgt: 
& & 
RAx(U) =UK,, wo K,:=U {(w, z,,...,2,), 22= 0, w=g,(0, 2g, . . ., Z)}. 
ao=l1 o=1 

Jede Menge K, besteht offensichtlich nur aus gew6hnlichen Punkten. Zwei 
Mengen K,,, K,, sind aber stets identisch oder punktfremd; denn jede der in 
(N 7 U) x P' enthaltenen Schnittmengen ‘M, - 'M,. 7 x (U) ist leer oder 
rein (n — 2)-dimensional, so daB. auf N7\U in der Umgebung eines jeden 
Punktes gilt: 

Ga, (9, Z3, ah die. Zn) _ Jo, (9, 23) . 2 Zn) oder Go, (9, 23, Bre Zn) a Jo, (9, 23) Pa @ 2») 
fiir alle zulassigen z,,...,z,. Also besteht K An(U ) nur aus gewohnlichen 
Punkten. Mithin ist ‘M eine c-Menge, w.z.b.w. 

3. Es seien M,, M, zwei 1-codimensionale gewéhnliche analytische Mengen- 
keime in einem Punkt 2, ¢ X. Es gibt dann einen holomorphen Funktionskeim 
f, in 2, so daB df,(2.) + 0 und M, durch die Gleichung {f,(x) = 0} definiert 
wird, y = 1,2. Die Funktionskeime /,| M, bzw. f,| M, sind beide holomorph in 
xy ¢€ M, bzw. x, ¢ M, und verschwinden dort. Ist s, bzw. s, die Ordnung der 
Nullstelle von /,| M, bzw. /,| M, in x), so zeigt eine leichte Rechnung, da8 
gilt: s,= s,. Die Zahl 

8(M,. My, %) = 8, = 8, 


ist ersichtlich invariant (unabhangig von der Wahl der Funktionskeime /,, f,) 
definiert; wir nennen sie die Schnittzahl von M, und M, in 2. 

Es sei nun auf die Bezeichnungsweise von Satz 46 zuriickgegriffen. Da M 
als c-Menge in jedem Punkt z,¢ M nur gewoéhnliche analytische Mengenkeime 
erzeugt, und zwar genauso viele wie es irreduzible Komponenten M, von M 
durch x, gibt, so ist die Zahl 

8(29, M) = (Anzahl M,— 1) - (max s(M,, M,,, %»))® 
Te My vey 
wohldefiniert, wenn man setzt s(M,, M,,, x) = 0, falls x9¢ M, bzw. 2)¢ M,,. 
Nun gilt ‘M, An(U) == {(, 2g, .. .»2_), O= Ze * fa (Ze, - - -» %)}, falls M, 7 U 
= {(2, .. -, Zn), 2 = f, (Za, . - -, Z)}. Daraus folgt unmittelbar fiir jeden Punkt 
"2g Ht (ato) Cc'M: 


8('M,,'M,, ‘x) < 8(M,, M,, 2%), wenn s(M,, M,, x) +0. 


Da iiberdies fiir alle ‘x, ¢ ‘MAan(Un N) gilt: s(a (U AN), 'M,, '%) =1, 80 
haben wir das 

Korollar zu Satz 46: Ist x,¢ M ein beliebiger Punkt und ‘x, ¢ Ht (a) C 'M 
irgendwie gewdhlt, so gilt stets: s('x9,'M) < max(2, 8(%, M)). 
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Es werde nun definiert: 
Definition 44 (Primitive c-Menge): Eine c-Menge M in einer komplexen 
Mannigfaltigkeit X heiBt primitiv, wenn fiir alle Punkte x ¢ M gilt: s(x, M) < 1. 
Aus dem Vorstehenden ergibt sich unmittelbar: 
Satz 47: Ist M eine c-Menge in einer komplexen Mannigfaltigkeit X und 
gilt: sup s(x, M) < co, so laft sich X durch einen iterierten a-ProzeB in eine 
2€M 


komplexe Mannigfaltigkeit 'X iiberfiihren, so dag 'M: =x (M) eine primitive 
c-Menge ist (x bezeichnet die natiirliche Projektion 'X + X). 

Primitive c-Mengen kénnen in einfacher Weise charakterisiert werden. Wir 
zeigen: 

Satz 48: Eine c-Menge M in X ist genau dann primitiv, wenn es zu jedem 
nichtgewohnlichen Punkt x,¢€ M eine Umgebung U(x,) mit holomorphen Ko- 
ordinaten 2, . . ., Z, gibt, so daB: M -\ U = {z € U, z,z,= 0}. 

Beweis: Es sei N die Menge der nichtgewéhnlichen Punkte von M; nach 
Definition gilt s(z, M) = 0 fiir alle x ¢ N. Sei also x¢€ N. Ist dann die Be- 
dingung des Satzes erfiillt, so gibt es eine Umgebung U(x) mit holomorphen 
Koordinaten, so daB U r\ M = {z € U, z,z,= 0}. Dann gilt aber s(z, M) = 1, 
so daB M primitiv ist. 

Sei umgekehrt M eine primitive c-Menge. Nur im Fall, daB N nicht leer 
ist, ist etwas zu beweisen. In jedem Punkt z ¢ N schneiden sich mindestens 
zwei Komponenten von M. Daher gilt s(z, M) = 1 und also sogar s(x, M) = 1. 
Mithin miissen sich genau zwei Komponenten M, und M, von M in zschneiden; 
ihre Schnittzahl ist gerade 1. Man kann nun eine Umgebung von z mit holo- 
morphen Koordinaten z,,...,z, so wahlen, daB x=(0,...,0), NAU 
= {z¢U, z,.=—2,= 0}, und M,AU = {z¢ U, 2,=f,(z,, .. , 2,)}, dabei sind /, 
in U holomorph, v = 1, 2. Es gilt notwendig: /, (0, zp, . . ., Zn) = [2(0, Za).-.52n) 
= 0; da s(M,, M,, x) =1, so ist E = {(z,,..., 2), Z2= 0} eine Nullstellen- 
fiache 1. Ordnung von /,— /,. Durch die Gleichungen 


zt = 2,— fi, (Ze - - +» Zn) 
Ze = 2,— fe(Ze, - - -s Zn) 
ao = 2, » v=3,...,97 


werden deshalb in einer Umgebung von zx neue holomorphe Koordinaten 
2},...,2% eingefihrt. Da in dieser Umgebung M durch die Gleichung 
{z¥ - z¥ = 0} beschrieben wird, ist der Satz bewiesen. 

4. Wir untersuchen nun c-Uberlagerungen. 

Definition 45 (Primitive c-Uberlagerung): Eine analytische Uberlagerung 
% =(Y, 7, X) einer komplexen Mannigfaltigkeit X heift primitiv, wenn es 
eine primitive c-Menge MCX gibt, so daB Q héchstens iiber M verzweigt ist. 

Wir beweisen zunichst: 

Satz 49: Jede primitive Uberlagerung % =(Y,n, X) ist eine algebroide 
Uberlagerung. , 

Beweis: Es sei M eine primitive c-Menge in X, iiber der alle Verzweigungs- 
punkte von 9% liegen, N sei wieder die Menge der nichtgewéhnlichen Punkte 
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von M. Dann besitzt zunichst jeder Punkt x ¢ N eine Unigebung U, so daB 
jede Komponente von %| U als Verzweigungspunkte nur Windungspunkte 
besitzt. Solche Uberlagerungen sind aber stets algebroid; daher ist nach 
Satz 35 auch %| U eine algebroide Uberlagerung. 

Sei nun z¢€N. Es gibt dann nach Voraussetzung eine Polyzylinder- 
umgebung U von zx mit holomorphen Koordinaten z,, . . ., z,, so daB Ur, M 
= {z¢ U, z2z,= 0}. Wegen Satz 35 diirfen wir a(U ) als zusammenhangend 
voraussetzen. Die Beschriankung %,(c) von % auf ein Ebenenstiick Z,: 
= {z¢ U,z,=c}, v= 1, 2,c +0, ist dann — wie ohne weiteres ersichtlich — 
stets eine analytische Uberlagerung. Die Anzahl der zusammenhangenden 
Komponenten von 3, (c) sei mit b, bezeichnet; offensichtlich ist 6, unabhangig 
von c, vy = 1, 2. Setzt man noch b: = b(%| U), so zeigt eine einfache Rechnung, 


daBf,: = y abe, 4 und f,: “a z, als (eindeutige) holomorphe Funktionen auf 7 (U) 
definiert werden kénnen und daB eine geeignete Linearkombination /: = a,/, + 
+ a,f, iiber einem geeigneten Punkt % ¢ U sicher b verschiedene Werte und 
damit den Grad 6 iiber J(U) hat. Also ist % itiber einer Umgebung eines jeden 
Punkts x ¢ X algebroid und mithin algebroid schlechthin. 

Wir zeigen nun als letzten Satz dieses Paragraphen: 

Satz 50: Jede c-Uberlagerung % =(Y,n, X) einer komplexen Mannig- 
faltigkeit X ist eine algebroide Uberlagerung. 

Beweis: Es sei M eine c-Menge in X, iiber der alle Verzweigungspunkte 
von 9 liegen. Da die Aussage des Satzes lokaler Natur und fiir offene relativ 
kompakte Mengen U von X der Ausdruck sups(z, M) stets endlich ist, so 

z¢U 


kénnen wir ohne Einschrankung der Allgemeinheit annehmen: sups(z, M) < co. 
2eX 

Nach Satz 47 kann man dann durch einen iterierten o-ProzeB eine komplexe 

Mannigfaltigkeit ‘X gewinnen, sodaB ’'M: = x (M) primitiv ist (7 bezeichne die 

natiirliche Projektion 'X + X). 

Wir beschranken J auf X —M. Die Uberlagerung 9}| X — M gibt, da 
a:'X —'M + X —M biholomorph ist, AnlaB zu einer unverzweigten Uber- 
lagerung von ‘X —’M, die nach Satz 8 zu einer analytischen Uberlagerung 
‘'% = ('Y,'n,'X) von ganz 'X fortsetzbar ist. ‘J ist eine c-Uberlagerung; es 
gibt eine holomorphe Abbildung 2:‘'Y + Y mit 20’n = no A, die’ Y—7,('M) 
biholomorph auf Y—7(M ) abbildet (man benutze Satz 2). 

Da ‘J nach Satz 49 algebroid ist, ist die nullte Bildgarbe 2, (’n.(O(' ¥))) 
der Strukturgarbe von ‘Y beziiglich der Abbildung 20’ nach Satz 27 und 
Satz 45 eine kohirente analytische Garbe ‘© iiber X. Wir behaupten nun, 
daB auch G: = y,(O(Y)) iiber X koharent ist. Zu dem Zweck geniigt es zu 
zeigen, daB © und ’© kanonisch isomorph sind. Das wird bewiesen sein, wenn 
man zu jeder offenen Menge UC X einen natiirlichen Isomorphismus /*: 
H°(U,6) + H®(U,’S) angibt. Jede Schnittfliche tiber U in 'S bzw. © kann 
als eine holomorphe Funktion in (20 ‘n)-1 (U) bzw. 7 ( U) gedeutet werden. 
Es induziert 2: (20'n)-1(U)+%(U) aber einen Ringhomomorphismus 
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a* : 1(% (U)) +1 ((20'n)- (U)), dersogarein Isomorphismus ist,da A auBerhilb 


7M ) biholomorph ist. 2* gibt AnlaB zum gesuchten Isomorphismus von 
H°(U,©) auf H°(U,’S). 


Da die GarbeS = y(O(Y)) mithin koharent ist, besitzt ‘eder Punkt x, ¢ X 
eine Umgebung U, so daB endlich viele Schnittflichen s®,.. ., 8 in S(U) 
alle Halme von @(U) erzeugen. Ist also s,,¢G,,, x,¢ U —M, ein beliebiger 

omer eh, 

Keim einer in 7 (x,) holomorphen Funktion, so gibt es r holomorphe Funktions- 


r 
keime gf) in z,¢ X,@=1,..., 7,80 daB gilt: s,,= 3 g®- #), dabei bezeichnet 
e=1 : 
se) den von s®) in x, erzeugten Keim. Wir wahlen nun fir s,, insbesondere 


einen solchen in 7 (z,) holomorphen Funktionskeim, der in den 6(%) verschie- 
—1 
denen Punkten von 7 (x,) paarweise verschiedene Werte hat. Dann hat auch 


die in y (U) holomorphe Funktion / = 3’ g? (z,) -@, wo g®(x,) der Zahlen- 
e=1 , 


. (oe) : . = ° ° 
wert des Keimes g in 2, ist, g=1,..., r, in 9 (z,) paarweise verschiedene 


Werte. Also gilt: (f: 1(U)) = 6(%), so daB J eine algebroide Uberlagerung ist. 
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Ganze Cremona-Transformationen von Primzahlgrad 
in der Ebene 


Von 
Wotreane EnGet in Halle (Saale) 


Es seien g(x, y) und h(x, y) zwei Polynome in zwei Unbestimmten z, y 
mit Koeffizienten aus dem Kérper der komplexen Zahlen, die eine konstante 
von Null verschiedene Funktionaldeterminante besitzen. Im Band 130 dieser 
Zeitschrift habe ich gezeigt [1], daB diese Polynome eine ganze Cremona- 
Transformation der Ebene definieren, d. h. setzt man 2’ = g(z, y), y’ = h(z, y), 
so sind auch x und y Polynome in 2’ und y’. Man kann nun fragen, wie die 
Koeffizienten in diesen Polynomen aussehen. Die Antwort lautet fiir ganze 
Cremona-Transformationen von Primzahlgrad: 

Damit zwei Polynome g(x, y), h(x, y) eine ganze Cremona-Transformation 
von Primzahlgrad p definieren, ist notwendig und hinreichend, daf fiir sie 


p 
x= Jo+ Jot + Iny + B 2 ella 910 — B hyp) x + (&% Go — B hey) ¥)*, 
(1) i. 


Pp 
y= hot hyyx + hy y + a 2 tulle 910 —.B hyo) * + (&% Jo, — B hy) vy 


Mit Jioho: — Jor hyo+ O gilt. 

Zunachst zeigen wir, daB zwischen den Gradzahlen von zwei Polynomen 
in zwei Unbestimmten mit konstanter von Null verschiedener Funktional- 
determinante eine Relation besteht. Es seien 


k 
g(x, y) = X G(s y), gx(z, y) #9, 


A(z, Y) =X hye, y), hy (2, y) #0 
n= 


die gegebenen Polynome, wobei die g,(z, y) bzw. h,(z, y) Formen vom x‘** 

bzw. uw" Grad bedeuten. Wir nennen k den Grad von g(z, y) und m den 

Grad von h(x, y). Die Polynome seien so angeordnet, daB k = m ist. - 
Fassen wir x und y als Koordinaten eines Punktes der komplexen affinen 

Ebene A, auf, so definieren die Gleichungen 

(2) a= g(x, y), y= h(z, y) 

eine ganzrationale Transformation der affinen Ebene von der Ordnung k. 

Fiigen wir zu den Punkten der affinen Ebene A, noch die Punkte mit den 

Koordinaten (co, y), (%, 00), (co, 00) hinzu, so erhalten wir die funktionen- 

theoretische Ebene F,. 
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Die Kurven der Biischel g(x, y) —s = 0, h(x, y) t=O mit den Para- 
metern s bzw. ¢ besitzen in der affinen Ebene A, keinen singularen Punkt, 
denn in diesem wiirden 3e und 52 baw. — 
und damit die Funktionaldeterminante Null werden, was der gemachten 
Voraussetzung widerspricht. Ferner kénnen sich zwei Kurven g(x, y) — 8,= 0 
und A(z, y) —t)= 0 nirgends in der Ebene A, beriihren, denn im Berihrungs- 
punkt ware im Widerspruch zur Voraussetzung 


dg dh = ag Ah 


oh : anes : 
und ay gleichzeitig verschwinden 


Die gegebene Transformation kann man sich erzeugt denken aus einer 
affinen Transformation mit Fixpunkt (0, 0) 


,” 
Lo = AX + Ayy, 
y= Ay + Agey, 


(3) 


1 Ag9— A424, + 0, 


aus einer ganzrationalen Transformation mit dem Fixpunkt (0, 0) 
(4) B=" (2",y"), y=h"(x",y") 

und der Translation 

(5) w=E+g, y=¥ thy. 


ey ist, so besitzt die 
Transformation (4) die Funktionaldeterminante 1. Durch geeignete Wahl 
der a;, kann man noch erreichen, daB sowohl in g” (x’’,y’’) die Glieder 2’’* 
und y’’* wie in h’’ (x, y’’) die Glieder z’’™ und y’’” auftreten. Ferner laBt es 
sich einrichten, daB die Koeffizienten von x” und y” in den Polynomen 
g(x", y”’) und h" (x, y’’) nicht verschwinden. 

Wir betrachten nun die Transformation (4), lassen aber die Akzente wieder 
weg. Dann haben die Kurvenbiischel g(z, y) — s = 0 und A(z, y) —t = 0 nur 
den Punkt (co, co) als Basispunkt. Beachiet man, daB die Zeuthen-Segresche 
Invariante Z = 6 — 4q — N der Kurvenbiischel in der funktionentheoretischen 
Ebene F, den Wert Null hat (6 ist die nach June verallgemeinerte Anzahl 
der Doppelpunkte, g das Geschlecht der allgemeinen Kurve und N die nach 
June verallgemeinerte Anzahl der Basispunkte eines der Biischel [3]), so findet 
man, wie ich in der Arbeit [1] gezeigt habe, daB die Geschlechter der allgemeinen 
Kurven von g(x, y) — s = 0 und h(z, y) —t = 0 gleich Null sind. Ferner ergibt 
sich, daB die Zahl der Zweige einer allgemeinen Biischelkurve im Punkt (00, oo) 
gleich eins ist. In der genannten Arbeit habe ich dann die Puiseux-Entwick- 
lungen von v = y~ in der Umgebung von (co, co) aus 


Wahlt man die a;, in (3) so, daB a,,4..— 4.4, = 


G(u, v) = u®y*g(u,v) —su*yt—0 
hergeleitet. Sie sind 
Saat Beret 3k—1 
(6) v=0,(u,8)—eut+ Seu F + eegy(s)u F  +:"°, 
i=2 i=1,2,...,k 








und entsprechend fiir 


H(u, v) = u™ v™h (u,v) — tu™o™= 0: 
2m—1 m+i—1 3m—1 
(7) v=w,(u,t) =fyu+ z fist ™ +fieemlt)u = +°°:, 
— i=1,2,...,m. 


Dabei sind ¢;(,,)(8) bzw. f;(gm)(t) die ersten Koeffizienten, deren Ableitungen 
nach.s bzw. ¢ nicht identisch verschwinden. Hiermit li8t sich die Zahl der 
Schnittpunkte der allgemeinen Kurve von g(z, y) — s = 0 mit der allgemeinen 
Kurve von h(z, y) —t = 0 im Punkt (co, 00) berechnen. Sie erweist sich als 
um eins kleiner als die Gesamtzahl der Schnittpunkte in der funktionen- 
theoretischen Ebene F,. Also besitzen zwei Kurven g(z, y)—8,=0 und 
h(x, y) —t)= 0 in der affinen Ebene A, genau einen Schnittpunkt. Daraus 
ergibt sich dann, daB xz und y Polynome in 2’ und y’ sind: 


7 
c=g'(z'y')= SD gary’, 
x=OA=0 
(8) ae" 
y=W(a'y)= SY hypa'ry’, 
p=Ov=0 
die Transformation (4) also eine ganze Cremona-Transformation (vom Grad k) 
ist. Da die Transformation (2) aus (4) durch die linearen Transformationen (3) 
und (5) hervorgeht, ist auch (2) eine ganze Cremona-Transformation, die nur 
im Punkt (co, co) einen Fundamentalpunkt hat. 
In g'(x’,y’) sei mindestens ein Koeffizient g;,(0 < A < I’) und mindestens 
ein Koeffizient gi, (0 < x < k’) von Null verschieden. Entsprechendes gelte 
von h’(z’,y’). Dann ist mit z= uw, y = vo, 2’=s, y= v' 


Kk K 
| QL Mr +e LY gew-ye+-: | —vyt=0, 
x=0 x=0 
(9) - ~ 
O01 DS hunt DS hiw-yets*|—v'"=0. 
u=0 w=0 
Die Puiseux-Entwicklungen von v’ aus der ersten Gleichung von (9) ergeben 
1 


sich als Potenzreihen in u" , die mit der ersten Potenz beginnen. Setzt man eine 


solche Entwicklung in die zweite Gleichung ein, so bekommt man fiir v eine 
1 n’ 


gewohnliche Potenzreihe in u! , die mit u’ beginnt. Da diese mit einer Ent- 
wicklung (6) tibereinstimmen muB, ist n’=l'= k und analog k’= m'= m. 

Auch die Kurven der Biischel g’(z’,y’)—s=0 und A’(z’,y’)—t=0 
haben, da sie eine ganze Cremona-Transformation definieren, nur je einen 
durch den Punkt (co,oo) gehenden Zweig und im Punkt (co, co) 2km—1 
Schnittpunkte. Daher sind die fiir z’= u’—, y’= v' aus 


k 
G' (u’,v’) = w’™v'*g’ (u,v) — 8 u'™v’*= a’ (u’,s) TT [v'— vi(u',s)), 


x= 


22¢ 
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bzw. k 
9’ (u’,v’) = u'™v'*h’ (u’, vo’) — tu’ v’* = b (u’,t) IT [v'— wi (u’,t)] 
x=1 


(a’ (u’, 8), b’(u’, t) sind Polynome mit der Eigenschaft a’ (0, s) + 0, b’ (0, t) = 0) 
zu gewinnenden Puiseux-Entwicklungen 


y—l1 m+j—1 m+y—1 
(10) v'=v,(u',s)= J eu" F + e,(s)u" free, 

she x=1,2,...,k 
und 

6—1 m+j—1 m+é6—1 
(11) v’=w,(u',t)= 2" fisu E+ fialt)w FE +e, 

yaa x=1,2,...,k, 


wo ¢,,,(8) bzw. f,,(t) die ersten tatsichlich von s bzw. t abhaingenden Koeffi- 
zienten sind. 

Wegen der Birationalitat der Transformation haben zwei verschiedene 
Kurven aus g’(z’,y’')—s=0 bzw. A’(x’ y’)—t=0 nur im Punkt (~, o) 
Schnittpunkte, und zwar 2km. Die Ordnungen 20(G’) bzw. 20(’) der 
Divisoren der mehrfachen Stellen einer allgemeinen Kurve von g’ (z’, y’)—s =0 
bzw. h'(x’,y’) —t =0 sind wegen des verschwindenden Geschlechts nach [3] 


(12) 20 = 2a(G’) = 20(H’) = 2(k — 1) (m—1). 


Ersetzen wir in (10) s durch 3, so erhalten wir 

k 2km 
(13) G'(u’,vj(u’,s)) =a’ (u’,s) IT [vj(w’,s)— vi (u’,s)] =u" FE, 
x=1 


und 
20+k—1 


k 
2 6 (u’,v;(u’,s)) =ka'(u’,s) IT [vj(u’,s)—vi(u',s)] =u FG, 
x=2 


(l4) 35 


mit Potenzreihen €, und €,, die Einheiten in bezug auf wu’ sind. vj (u’,s) — 
—v;j(u',s) und vj (u’,s) — vi (u’,s) sind fiirx > 1 durch dieselbe Potenz von w’ teilbar, 
denn in keiner Reihe v,(u’,s) kénnen die y ersten Glieder (einschlieBlich 
€,.,(8)) mit den y ersten Gliedern von v,(u’,s) tibereinstimmen ([3], S. 61). 


m+y—l1 
Da v;(u’,8) — vj (w’,s) = (e1,(8) —ej,(s)) uw’ = * ~—sist; findet man durch 
Vergleich von (13) und (14) und Beriicksichtigung von (12) 
2km = 20+ k—1+m+ y—1 =2(k—1) (m—1)+k—-1l+m+ y—l, 
also 
(15) y=kim. 


Besitzen k und m den gréBten gemeinsamen Teiler d > 1, so beginnen 
genau d von den Potenzreihen v,(u’,s),x = 1,2,...,& mit demselben Glied 
wie v}(u’,s). Von den Reihen v}(u’,%)—v;(u’,s),x=1,2,..,% sind also 

1 


genau d durch eine héhere Potenz von u’# als die m** Potenz teilbar. Weil sie 
andererseits héchstens durch die (k + 2m —1)” Potenz teilbar sein kénnen, 
gilt nach (13) 


d(k + 2m —1) + (k—d)m=2km 











Cremona-Transformationen 


(z-1)(F-1)s1-F<1, 


also k = d oder m = d. Wegen k > m ist dann 

(16) k=mk,. 

Da sich der Grad der Polynome bei den affinen Transformationen (3) und (5) 
nicht andert, haben wir den Satz: 

Sind zwei Polynome in zwei Unbestimmten mit konstanter von Null ver- 
schiedener Funktionaldeterminante gegeben, so ist notwendig der Grad des einen 
Polynoms ein Vielfaches des Grades des anderen Polynoms. 

Es ist nach (6) 


k 
(17) G(u,v) = a(u,s) LT [v — v,(u,s)). 
x=1 


oder 


Dabei bedeutet a(u, 8) ein Polynom mit a(0,s) + 0. Weil 
2km—1 


k 
(18) G(u, w,(u, t)) = a(u, s) I] [w,(u,t) — v,(u,s)] =u * € 
x=1 


ist, gilt e,=/,=—e. Fihrt man die Multiplikation auf der rechten Seite 
von (17) aus, so erhalt man als Glieder mit der niedrigsten Exponentensumme 
Juo(v —eu)*. Entsprechendes gilt von $(u,v). Also ist 


G(u,v) =geg(v—eu)®+ VD’ gu-va-y wv'—sut vt, 


x+A>k 
H (u,v) =hyag(v—eu™+ YY? him-,)(m-») wv’ — tue™ 
aterm 
oder 
9(x,Y¥) =Geo(x—ey)*®+ YD g.,2*y’, 
(19) x+Ack 
h(x, y) = hno(z —ey)™ + 22 hy» x y’. 
pt+vcm 


Geht man wieder durch die affinen Transformationen (3) und (5) zu der 
allgemeinen Transformation ne, so erhalt man den Sota; 


In zwei Polynomen g(x, y)= y 9,(x,y), h(x,y) = 2 h, (x,y) mit konstanter 


und von Null verschiedener aaa! vind die Glieder g(x,y) 
und h,,(x,y) bis auf konstante Faktoren Potenzen ein und derselben Linearform 
f(z, y). 

Nun findet man leicht: 

Wird durch x'= g(x,y), y’'=h(x,y) eine ganze Cremona-Transformation 
vom Grad k = 2 definiert, so lapt sich durch geeignete Wahi des Koordinaten- 
systems in der affinen Ebene erreichen, daB der Grad von h(x,y) kleiner als dei 
Grad von g(x,y) ist. ' 

Ist nimlich der Grad von A(z, y) gréBer als der Grad von g(x,y), so ver- 
tauschen wir x mit y und 2’ mit y’ und sind fertig. Sind aber die beiden 
Gradzahlen einander gleich, also gleich k, so folgt aus dem eben bewiesenen 
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Satz, daB zwei von Null verschiedene Zahlen « und # existieren, derart daB 


ag, (x,y) sa B h, (2, y) =0 
ist. Dann wird nach der Koordinatentransformation 
z= 2’, x, 
y=ax'—By, Y=ar—By 
die vorgegebene Transformation zu Z’= 9 (z,y), y’= 4 (Z, y) mit Polynomen 
9 (Z,¥) und &(z,¥), die die gewiinschte Eigenschaft haben. 
Weiter gilt: 
Ist x'= g(x, y), y'= h(x, y) eine ganze Cremona-Transformation vom Grad 
k => 2 und ist der Grad k von g(x, y) gréBer als der Grad m von h(x, y), so ist 
k = mk, und 


&! 
ll 


ke 
‘=g , 7 h ’ Pi 
pe v= 9 (29) + ¥a,(h(e, v) 


y= h(x, y) : 
Dabei ist x'= G(x, y), y'=h(x, y) eine ganze Cremona-Transformation vom 
Grad m. 
Die Glieder héchster Ordnung in g(x, y) bzw. h(x, y) sind nimlich wegen(19) 


IA 2, y) _ B (f(x, y)}*,. h,,(2, y) = a[f(x, y))". 


Durch Zusammensetzen der gegebenen ganzen Cremona-Transformation mit 
der ganzen Cremona-Transformation 


oe , B tke ~~ , 
= x'—— yh, oy my 


erhalten wir wieder eine solche Transformation 2x’’= 9 ( (x,y), y= h(x, y). 
Fiir diese ist aber der Grad k von g (x, y) kleiner als k. Ist k > m, so wiederholt 
man diesen Schlu8, bis man eine Transformation vom Grad m erhalt, womit 
der Satz bewiesen ist. 

Aus diesen Satzen folgt nun sofort: 

Eine ganze Cremona-Transformation vom Primzahlgrad p wird bei geeigneter 
Wahl des Koordinatensystems durch die Gleichungen 


Pp 
== x afhyyx +h Py 
(21) Jo+ JrioX + Jn Y + 2. (hyo oY) Guelea — Gea ne 0 


y= hy+ hx + hyy, 


definiert. 

Wir kénnen namlich die Koordinaten so wahlen, daB der Grad des zweiten 
Polynoms kleiner als der Grad p des ersten ist. Nach (16) ist dann aber jener 1, 
und aus (20) folgt die Behauptung. 

In einem beliebigen Koordinatensystem haben dann die Gleichungen (21) 
die unter (1) angefiihrte Gestalt. Die allgemeine ganze Cremona-Trans- 
formation der Ebene vom Primzahigrad p hangt also von p + 7 Parametern ab. 





Cremona-Transformationen 
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A Generalization of Boolean Rings 
By 
Irvine SussMAN in Santa Clara, Cal. 


1. Introduction 


It is well known that a Boolean algebra (B,.,/7), or algebra of sets, 
may be considered as a ring (B, +, x), given suitable definitions for + and x 
in terms of and /\; and, moreover, the resultant ring is a subdirect 
sum of two-element fields (See [15]). 

Boolean algebras, qua rings, have been extended to more general classes 

which include them as a special case (see [3], [4], [13]). In this paper we 
‘proceed from the subdirect sum structure aspect of Boolean rings and by 
broadening the component rings (fields) of the structure we generate an 
-overclass of rings which not alone includes as subclasses the Boolean and 
generalized Boolean rings referred to, but also classes of rings which hitherto 
have not been suspected of having any particular Boolean affiliations: for 
-example, the so-called regular rings introduced by von NEUMANN in [14] and 
having identity but lacking proper nilpotent elements (therefore all com- 
mutative rings of this class) ; also, as will be shown in a subsequent communi- 
cation, all finite rings not having proper nilpotent elements — ef al. It is 
further shown for this general overclass, to which we have given the name 
associate rings, that the lattice theory of Boolean rings carries over in an 
extended but entirely natural manner, and moreover brings with it augment- 
ed implications by means of which an associate ring is shown to be composed 
of maximal lattices made out of the elements of the original ring, and which 

are, in fact, shown to be Boolean rings, all isomorphic with one another. 
In what follows, all rings will be assumed to contain an identity element. 


2. Definitions and Preliminary Theorems 
We consider rings R which are (isomorphic to) subdirect sums of rings R,, 
the component rings being domains of integrity (i.e. they have no right 
‘or left non-trivial divisors of zero. We shall refer to these simply as “‘do- 
mains” in what follows. It is well known (see [12]) that every commutative 
ring without proper nilpotent elements is a subdirect sum of integral 
domains; however, a comparable result for non-commutative rings seems 
not to be available. No a priori assumption is made regarding finiteness or 
countability. 
2.1. Definition. Enclosure. a < 6 (‘a is enclosed in b’’). 


a<b if ab=a?* (=a-a). 





ee eee | 6 
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2.2. Definition. Compatibility. a ~ b (‘‘a is compatible to b’’) 
a~b if ab®*=a*bd. 


The following implications of these definitions are obvious and will 
be used hereafter without specific reference: 


(i) a<b impliesa~b. 
(ii) a<a 
(iii) 0<a_ for all elements a . 


The lemmas hereafter stated are referred to the class of subdirect sums 
of domains R,, although some of them may be applied to more arbitrary 
systems. The proofs are entirely straightforward and follow directly from 
the definitions. 

2.3. Lemma. Given positive integers m,n, m’,n' such that m+ n=m’' +n’, 
then if a ~ b,a™-b" =a™ -b”. 

2.4. Lemma. a <b if and only if at least one of the following conditions is 
met in each component place of the subdirect sum representation of the elements 
a and b: 

(i) a-=6, or (ii) a,=0, (e R,). 


2.5. Lemma. a ~ b if and only if at least one af the following conditions 
is met in each component place: 


(i) ag= 6; or (ii) one of a; or b; vanishes. 


It may be noted here that, given any ring, the relations of enclosure 
and compatibility may be characterized in terms of congruence relations 
modulo prime ideals, but this type of characterization is of no assistance in 
the present discussion. 

2.6. Theorem. The ring R is partially ordered by the enclosure relation <. 

Proof. a < b and 6b < a together imply that a,= 6, in each component; 
hence a = b. 

a <b and b <c imply, if a, 4 0, that b;=a,, and then that b;= c,, and 
so a,;=c,. If a,=0, then the condition for enclosure of a in c is already 
met in this component. In every event, then, a < c. 

(Note: we are omitting the subscript of 0, and J, whereever no confusion 
as to the meaning can arise). 

The idempotent elements of R, if such exist, are those elements, and 
only those, whose subdirect sum representation consists of zeros and identi- 
ties in the components; i.e. elements such as (.. ., 0,1,0,0,1,...) — or, 
alternatively, since we do not assume a countable number of component 
domains R,, the class of functions on the index set d such that for each 
i € d, either {(i) = 0,¢ R, or else f(i) = 1, € R, for all i € d. 

Without particularizing the component domains, which may be quite 
arbitrary, or placing some restrictive condition on the subdirect sum, 
little of a definite nature can be said about R outside the fact that it is a 
ring without nilpotent elements; R may itself be a domain, or it may consist 
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entirely of zero divisors. Examples may be found exhibiting each of these, 
and other, possibilities. Some preliminary results which can be stated now 
and which are of importance in the sequel follow. The proofs again are 
straightforward. 

2.7. Lemma. I} a subdirect sum R of domains R, has an identity element I, 
then I is the identity of the full direct sum; i.e. I =(...,1,1,1,.. .) 

2.8. Lemma. Jn a subdirect sum R of domains: 

(i) Idempotent elements belong to the center (i.e. commute with all the 
elements of R). 

(ii) Compatible elements commute with each other (and hence, a ~ b 
implies b ~ a). 

(iii) Left zero divisors are right zero divisors; in fact, ab = 0 implies ba = 0. 

In specifying that an element is not a zero divisor, then, it is not necessary 
to qualify the statement with the words “‘left” or “right”. 

We note that the presence of zero divisors in R implies the existence 
of compatible elements. The converse of this fact is also true: if R contains 
distinct compatible elements (4 0) there are proper zero divisors. In fact, 
ab*= a*b (a + b, and neither zero) implies a(b?— ab) =0. If a is not a 
zero divisor, then since (b — a)b = 0, 6 must be a zero divisor. It is readily 
seen, in addition, that every zero divisor in R is necessarily compatible to 
at least one other zero divisor from it. 

2.9. Definition. Associated idempotent. Leta = (. .., @;, ...) be an element 
of the subdirect sum R of domains R;. If there exists an element a°¢ R 
whose subdirect formulation consists of 1; in each place for which a,# 0,, 
and zeros elsewhere, then we call a® the associated idempotent of a in R. 

Such idempotents may or may not exist in R. For example, consider 
the direct sum of the two element field (2) and the integral domain D of 
integers. Let R be the subdirect sum consisting of the following “number 
ogee": (0, even integers) and (1, odd integers) . 

This is a proper subdirect sum (albeit ‘trivial’ in the sense that R = D), 
and is an integral domain — i.e. R contains no proper idempotent element. 

We note a peculiarity here. In a full direct sum of domains, the zero 
divisors are characterized by the presence of a zero in at least one component. 
The example just given contains such elements, but they are not zero 
divisors. Hence we are not enabled to identify zero divisors in a subdirect 
sum by noting the presence of zeros in some components. Even in a non- 
trivial representation of a ring R as a subdirect sum of domains, if an 
element a ¢ R has a component a;# 0, there is no assurance that there 
exists in R any other element, save the zero of R, which has a zero in this 
particular component. (We have tacitly assumed that the zero of R has 
component zeros in each place; this may be trivially proved). The following 
definition and subsequent restriction of R clarifies this situation. 

2.10. Definition. Associate ring. If a subdirect sum R of domains has an 
identity, and if R has the property that with each element a it contains 
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also the associated idempotent a° of a, then we call R an associate sub. 
direct sum — or, simply, an associate ring. 

A full direct sum of domains is, of course, an associate ring, as well as 
some of the “special’’ subdirect sums of the literature. We note also that 
this concept compares with what Fosrzr calls a ‘normal subdirect sum” 
when dealing with so-called J-extension algebras [4]. In that instance 
the component domains are all the same integral domain and the concept 
is also applied to universal algebras. 

2.11. Lemma. In an associate ring R, the associated idempotent a® of an 
element a has the properties: 


(i) a°a =aa®*—a 
(ii) a°b® = b°a®°= (ab)®°= (ba) 
(iii) Ifa ~ b, then a°b = ab®(= b°a = ba®). 


The proofs are immediate verifications. 


2.12. Lemma. The zero divisors of an associate ring R are precisely those 
elements which have at least one zero component. 

Proof. Let a(# 0) €¢ R have a zero component, say a;= 0. Since a%¢ R, 
also J — a®°¢ R, and moreover, I —a®4 0. We have a(I — a®) = (I —a®)a 
=a—az=O. Therefore a is a zero divisor of R. 

Conversely, if a(# 0) is a zero divisor, there exists an element b(# 0) ¢ R 
such that ab = 0. Since R, is a domain, and since for at least one component, 
b,;# 0, the corresponding component a, of a must vanish. 

It is readily seen that proper zero divisors will exist in R if R contains 
proper idempotent elements, and this condition is also seeri to be necessary. 
Of course, R may itself be a domain: domains fall trivially under the classi- 
fication of associate rings in which identity is the sole associated idempotent 
(#0). Hence, the “extremes” of the class of associate rings are domains 
and Boolean rings, respectively. 

2.13. Lemma. Every element a of an associate ring R determines a non-0- 
divisor belonging to R and which encloses a. 

Proof. If a is not itself a non-0-divisor, consider the element a’= a + 
+I—a®. This element of R is seen to coincide with a in every component 
for which a;# 0, and to place a 1, in each component for which a;= 0. There- 
fore, a’ contains no zero component and so is a non-0-divisor of R. Moreover, 
a(a+ I—a®)=(a+ I—a@)a=a?, and soa<a’. ‘QED 

It is clear that.an element a ¢ R is enclosed in every element which coincides 
with it in each i-component for which a;# 0 — and only in such elements. 
Therefore, a non-0-divisor is enclosed by no other element. of the ring. We 
note, also, that 2.13 implicitly states that every associate fing contains non-0- 
divisors. These will consist of the identity alone if and only if R is a Boolean 
ring (subdirect sum of 2-element fields). 

2.14. Lemma. In an associate ring: 


(i) a ~ b and a°= b° implya=b. 
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Proof. a°= b® implies that a and b have non-zero “coordinates” in precisely 
the same components. a~ 6b then implies that these components are the 
same element of R,. 


3. Abstract formulations 


Subclasses of Associate rings. Besides obtaining an abstract characterization 
for associate rings in the commutative case, we indicate in this section the 
significance of the class of associate rings by displaying two important (proper) 
subclasses: regular rings (without nilpotent elements) and rings which we 
call simply periodic rings (rings in which a) = a). 

3.1. Lemma. The following three properties characterize the associate idem- 
potent a°® of any element a of an associate ring R: (i) a® is an idempotent element 
of R; (ii) aa®°= a°a = a; and (iii) a + I — a® is a non-0-divisor of R. 

Proof. The associated idempotent a° of a ¢ R has been shown to possess 
the three given properties. 

Conversely, assume that a° is an idempotent element having properties (ii) 
and (iii) relative to some non-zero element a in R. 

a.a°= a implies that in every i-component where a,# 0, (a°);=1,. Now, 
suppose that 1, appears in an i-component of a® [i.e. (a°);= 1,) where a;= 0,. 
Then (a + J —a®),—0, and so a + J —a® fails to be a non-0-divisor of R, 
which contradicts (iii). Therefore, any idempotent of R also fulfilling (ii) 
and (iii) is the (unique) associate idempotent of a. QED 

We note that requirement (i) of the lemma is quite necessary: i.e. (ii) and 
(iii) do not suffice to assure the idempotence of a°. For example, in the ring (6) 
of integers modulo 6, (which will shortly be seen to be an associate ring), 
3.5 = 3 and 3+ 1—5=5. But 5 is certainly not idempotent. 

3.2. Lemma. Every commutative ring with indentity and containing no 
nilpotent element (+ 0), and which contains with each element a an element a° 
meeting conditions (i), (ii) and (tit) of the previous lemma, is an associate ring. 

Proof. A commutative ring without nilpotents is known to be a subdirect 
sum of integral domains (see, for example [11], Theorem 4). The idempotents 
here mentioned are, by the previous lemma, precisely the associate idempotents 
defined for an associate ring. QED 

We may now go further and inquire whether the existence of the required 
idempotents in any ring alone suffices to characterize an associate ring. (The 
existence of the identity is hypothecated by requirement (iii) ). That is, does 
such a ring necessarily have the structure as a subdirect sum of domains ? 
An affirmative answer is given for the commutative case in the following 
theorem. 

3.3. Theorem. Given any commutative ring R with- identity, having the 
property that for each element a there exists an idempotent element a® having the 
properties (i) a-a°= a and (ii) a + I — a® is anon-0-divisor, then R is an associate 
ring. 

Proof. In view of the foregoing lemma, it suffices to demonstrate that R 
cannot have any proper nilpotent element. 
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Suppose that, for some z #0, z*=0. By hypothesis, there exists an 
element z® in R such that x- 2°= z, and also z + J — x° is a non-0-divisor. 

Now, it is easily seen that if an element 6 of a ring is a non-0-divisor, 
then no power of b can be a zero divisor. (In fact, b™y = 0, y # 0, implies 
b"-1y = 0, etc.). It is seen, then, that z°+ 1, for in this case z itself is by the 
hypothesis a non-0-divisor, and this contradicts z*= 0. 

We shall show that (zx + J — x°)" is a zero divisor, and this produces a 
contradiction of (ii). 


{[e—(I—2°)p= J (7) a*-*(I — x®)* . 
i=0 


Since (J — x°) is an idempotent element (4 0), and 2*= 0, this binomial 
expansion yields simply J—zx®. This is a zero divisor, for z(J — x®) =0. 
QED 

Note: it is seen at once from this theorem that Boolean rings with identity 
are (commutative) associate rings, and it yields almost immediately their 
well-known structure as subdirect sums of two-element fields. 

Regular rings. A regular ring has been defined by von NeuMANN [14] as 
one in which, for each element a, there exists an element x such that aza = a. 
It is noted that if the regular ring is commutative, it can have no nilpotent 
elements, hence the nilpotent restriction of the following theorem is redundant 
in that case. 

3.4. Theorem. A regular ring R, with identity but without proper nilpotent 
elements, is an associate ring. 

Proof. It is already known that R has the necessary subdirect structure: 
the commutative regular ring is a subdirect sum of fields and the non-com- 
mutative regular ring without nilpotents is a subdirect sum of division rings 
(See [10]). In view of the abstract formulation of 3.2 we do not require this 
knowledge for the commutative case. 

To carry out the proof of the theorem, it is merely necessary to show the 
existence of the required associated idempotents. 

Let a #0 belong to R. We have (xa)*= (xa) (xa) = x(axa) = za. 
Therefore xa is an idempotent element of R. By lemma 2.8.(i), za belongs 
to the center of R. Hence, (xa)a =a, or xa®= a. 

Consider the element a’= a+ 1—-z2aé¢R. This element does not vanish, 
for if a’= 0, then a + 1 = za, and so a*+ a=aza=a; accordingly, a?= 0, 
a contradiction. 

Now, assume the existence of an element y+0 in R such that (a + 1 
—2xa)y=0. Then ay + y= xay. Upon multiplication on the left by a(+ 0) 
we get a? y + ay = axay = ay, and soa*y = 0. This implies that 0 = za*y=ay. 
However, 

0=(a+1—za)y=ay+y—xay=0+y+0=y. 
This is a contradiction. Therefore, we must conclude that a’ = a+ 1 — za is ne- 
cessarily a left non-0-divisor (and hence, by 2.8. (iii), also a right non-0-divisor). 

We have shown, then, that the element xa is the associated idempotent 
of a. Therefore, R is an associate ring. QED 
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We note that in view of Theorem 3.3. for the commutative case, we have 
available a new independent proof that commutative regular rings are sub- 
direct sums of integral domains (which may readily be shown necessarily 
to be fields). 

We have also shown in the course of the proof that the defining equation, 
axa =a, for regular rings is, if the ring has an identity and no nilpotents, 
equivalent to ra*=a. Also, since (az)*?=az-ax = (ara)x=azxz, we have 
because of 2.8: 

a=axa=a*x = xa* (for the suitable z). 

3.5. Theorem. A ring R with identity in which every element a €-R satisfies 
an equation a"\*) =a, where n(a) is a natural number > 1 (depending on a, 
but not necessarily fixed, or even bounded) is a commutative associate ring. 

Proof. Such rings have been shown (see [8] and [2]) to be commutative. 
They are clearly a subclass of regular rings, with x = 1 if a is idempotent, 
and with associated idempotent a" )-! (ie. =a" ™-*) otherwise. (Veri- 
fication that a" ‘*)-1 is an idempotent element is easily made). 

3.6. Corollary. All Boolean rings with identity, all p-rings {4}, and p* rings (3), 
are (commutative) associate rings. 

Note: The class of rings in which a" ‘* = a, has been given the name simply 
periodic rings by the author, and will be dealt with in detail in a subsequent 
communication. It may readily be verified that all residue class rings of 
integers modulo an integer which is a product of non-repeated prime factors 
are simply periodic rings, thus furnishing any number of finite examples. 


4. Maximal compatible sets in an associate ring 


All the elements of an associate ring which is not itself a domain display 
in some non-trivial way the relation of compatibility. The zero is enclosed in 
every element, and so is compatible with everything. Although two non-0- 
divisors cannot be compatible with each other, each such element determines a 
set of zero divisors which it encloses, as will be shown. Every zero divisor 
of R, on the other hand, has been shown to be enclosed in (hence compatible to) 
at least one non-0-divisor, as well as being compatible with every other zero 
divisor which it annihilates. 

A classification of the elements of R via maximal sets of pairwise compatible 
elements yields surprising lattice and Boolean properties which we proceed 
to examine in this and the following section. 

4.1. Definition. Maximal compatible set. Let M =(...,a,b,¢,...) 
be a set of pairwise compatible elements of an associate ring R. Let M be 
maximal in the sense that each clement of M is compatible with every other 
element of M and no other such elements may be found in R. We call M a 
maximal compatible set (or, simply, a maximal set) of R. In view of 2.8(ii) 
non-commutativity of R is not of consequence in this definition. 

4.2. Definition. Uni-element. If the maximal set M contains an element u 
which has the property that a < u for all a ¢ M, then we call u the uni-element 
of M. It is clear, by 2.6, that a uni-element of a set M is necessarily unique. 
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4.3. Lemma. The set J of idempotent elements of a ring R with identity 
form a maximal set in R whose uni-element is the identity of R. 

Proof. The fact that every idempotent element of R is compatible with 
every other idempotent element is immediate. If a ¢ R is not idempotent, 
then a?-1 4 a-1*, hence no non-idempotent can belong this maximal set. The 
final statement is obvious. 

4.4. Lemma. The elements of any maximal set M of an associate ring R 
commute with each other. 

This lemma is merely a restatement of lemma 2.8.(ii). It is pointed out 
that there is no implication here that a maximal set is closed under multi- 
plication; it generally is not, unless M = J. 

4.5. Lemma. Every uni-element in R is a non-0-divisor of R. Conversely, 
every non-0-divisor of R determines uniquely a maximal set of R of which it is 
the uni-element. This maximal set is composed of all elements b € R such that b < u. 

Proof. Let u be the uni-element of a maximal set M. Suppose wu contains 0, 
in some i-component. Then the element u’ =u + J — u®, which places a 1, 
in this component, and coincides with u in every component u, where u,# 0,, 
encloses u:u <u’. Moreover, it is clear that u’ is compatible with every 
element of M, and in fact dominates by enclosure every element of M. This 
yields the contradiction that M contains two distinct uni-elements. 

In the other direction, let u be any non-0-divisor of R. Consider all the 
elements of R in whose subdirect display one or more components a, duplicate 
the corresponding component u, of u, the other components of a being zeros; 
i.e. all elements a such that a <u. These elements are clearly compatible 
with each other, and moreover, together with u, form a maximal set in R 
for which u is the uni-element. This set is readily seen to be unique. QED 

4.6. Lemma. Every element a of an associate ring R belongs to at least one 
maximal set M containing a uni-element. 

Proof. If a is a non-0-divisor of R, then it determines a maximal set of 
which it is the uni-element by the previous lemma. If a is a zero divisor of R, 
it belongs to the maximal set determined by the non-0-divisor a’= a | I -a’®. 

It is now clear that the non-0-divisors of R are one-to-one with the maximal 
sets of R containing uni-elements, and that these sets cover the elements of R. 
in the extreme cases (i.c. FP is a domain, or R is a Boolean ring) the maximal 
sets will be two element scts or, respectively, the whole ring. The following 
theorem characterizes the maximal sets with uni-element. 

1.7. Theorem. Every maximal set M with uni-element of an associate ring R 
is of the form M = uJ, where u is a non-0-divisor of R and ./ is the set of idem- 
potent elements of R. 

Proof. After the previous lemmas, it suffices to show that (i the set uJ 
is a maximal compatible set having u as its uni-element, and (ii)-if b belongs 
to the maximal set determined by wu, then b has the required form b = eu 
for some e € J. 

(i) It is readily verified that ue ~ uf, for all e,/ ¢ J, since idempotents 
belong to the center of R. Also, we < u, since ue-u = ute = (ue)?. 
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(ii) If a¢ M,, then since a<u, and w®°=1, we have a=wu°*a=au® 
=a°u(a°< J). (We have used 2.11.(iii)). QED 

The enclosure relation is, of course, transitive. However, the relation of 
compatibility need not be transitive. In the event that it is, we have the 
following interesting theorem for associate rings. 

4.8. Theorem. An associate ring in which the relation of compatibility is 
transitive for non-zero elements is either a domain or a Boolean ring. 

(We note that the converse of this theorem is trivial). 

Proof. We note first that the introduction of zero into this scheme would 
yield a trivial result: 0 is compatible with all elements, whence all elements 
are compatible with J and are therefore idempotent. 

Assume, then, that transitivity holds for compatibility of non-zero 
elements. It follows that non-zero elements from two maximal sets cannot 
be compatible (much less equal), and hence, except for the element 0, the 
maximal sets are disjoint. Let a(# 0) be arbitrary in R. If a is a zero divisor 
of R, then the idempotent element J —a®¢4 0. Moreover, I — a® belongs to 
the maximal set generated by the non-0-divisor a’= a + I —a®, since it is 
readily verified that (J — a®) a’= J —a®°= (I —a®)*?; ie. I—a®< a’. Since 
also a <a’,a ~ I —a®. Therefore, a is idempotent. All the zero divisors of R 
are therefore idempotent. 

Consider the maximal set uJ, where u is any non-0-divisor. This maximal 
set contains only the one non-0-divisor u (4.5). The other non-zero elements 
of uJ are perforce idempotent, and so either uJ = J (i.e. u = J) or else every 
maximal set uJ is the two element set (0, u) and Ris thenadomain. QED 


5. Lattice theory of associate rings 
5.1. Theorem. Given two compatible elements, a ~ b, of an associate ring R. 
Then 
(i) there exists an element a\ b in R which is a least wpper bound for a and b 
under <. This element is given bya.b =a + b —a°b = lub(a,b); 
(ii) there exists an element ar\b in R which is a greatest lower bound for a 
and b under <. This element is given by a7\b = a°b(= ab®) = glb(a, b’. 
Proof. We shall use freely the facts that a and b commute with each other, 
and that idempotent elements belong to the center of R (2.8), also (2.11) that 
a°b = ab®. 
a(a + b—a°b) =a? + ab—a.a°b=a 
b(a + b—a°b) = ba + B® — ba®d = ba + b*— bb°a=B*. 
Therefore, a < aUb and b < aub. 
Let x be an element of R such that a < x and b < xz. Then by definition 
of <, ax = a? and bz = b?. Also, x commutes with both a and b. 


(a+ b—a%b)x=ax+ bx—a*bz =a? + b?—a°b? = a?+ b?—ab. 


However, it is easily verified that 
(a + 6 —a%b)?= a?+ b?—ab. 
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Therefore, a\ b < x, and accordingly, a\ b is the least upper bound of a 
and 6 in R. 

Using the same references quoted above, we have: 

(a°b)a = ab = a°b? = (a°b)* 

(a°b)b = a°b? = (a%b)* 

Therefore, a7\b < a and ar\b < b. 

Let y be any element of R such that y<a and y<b. Then ya=y* 
and yb = y’, and also y commutes with a and b. 

y(a°%) =a y= ay = ya=y’. 

Therefore, y < a7\b, and so a7\b = glb(a,b). QED 

We note how a\/b and a/\b are formed in their subdirect sum notation: 
if a,= 6; in the ith component, place this element of R,; in the same component 
of ab. If a;= 0, place 6; in this component; if b;= 0, place a, in this com- 
ponent. It is readily verified that this process yields precisely the element 
a+b—a°b. 

For the glb, ar\b, if a;= b,, place this element in the same component 
of ar\b. If either of a, or 6, vanish, place 0, in this component. It is again 
easily verified that this process yields precisely the element a°b. 

It may be seen from this component-wise construction of a/b and a/b 
that these twoelementsare also, respectively, the lub (a,b) and the gl b (a,b) in the 
full direct sum of the component domains. It may also be shown that the 
compatibility of a and b is necessary for the existence of these bounds. For 
-example, if a < g and b < g, then since ag = a* and bg = b?, we have agb = a*b 
and abg = agb = ab*, whence a ~ b. Therefore, compatibility is both neces- 
sary and sufficient for the existence of the bounds. 

5.2. Theorem. Every maximal set M, with uni-element u in an associate 
ring R forms a distributive lattice (M,U ,7\) = (M, <), with lattice identity u. 

Proof. M is partially ordered by <. (2.6). Any two elements a and b 
of M, being compatible, have alub,a\Wb, andaglb,ar\b,in R. Itis necessary 
to show that these actually belong to M. This may be done by an examination 
of components, or abstractly by the following verification. 

Let c € M. Then c ~ a and c ~ b, and these elements commute with each 
other. 

c2(aUb) = ca + c2b — c2a®b = a®c + B® ce — abe 

c(a\ b)?= c(a?+ b?— ab) = a®c + b®c — abc. 

Since c is arbitrariiy chosen in M, and since c ~ (ab), it follows that 
a\/b belongs to M. The verification for a/\b is quite similar. 

Therefore, M is a lattice (M,,/). The lattice identity is seen to be 
the uni-element u of M,, since avu=a+u—a°u=—a+ u—au*=u, and 
ar\u=a°u =au°=a, for alla¢ M,. The null element of the lattice is the 
zero of R, which trivially is a member of every maximal set. 

The distributivity of (M,U,/7) follows from the readily verifiable facts 
that 

a(bUc) =abUac, and a(bsr\c)=abnac. 
Math. Ann. 136 
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(Note: in the commutative ring, the element a may be quite arbitrary in R 
for this to be true.) 
arn (bUc) =a%(bUc) =abU ate = (anb)Ul(ane). 

The other distributive property: aU (bc) = (aU b) A (ar \c) is known to 
follow from the first one ({2], pg. 133), or may be quickly verified here. QED 

Some further connections between the ring operations in R and the lattice 
operations between compatible elements of R, in addition to those of the above 
proof, are displayed in the following theorem, whose verification is straight- 
forward. 

5.3. Theorem. Jf a ~ b in an associate ring R, then 


(i) ab = (ar\b) (aU b) = a(anb) = b(anb) = (anby? 
(ii) (a — b) (ar\b) =0 
(iii) (a + b) (aU b) = a?s BD. 


5.4. Theorem. Every maximal set M with uni-element in an associate ring R 
forms a Boolean ring (M,+,X) with identity under suitable definitions for + 
and x, with corresponding lattices (M, <) (M, <), and 

a+b=a+b—2a% = (aUb) —(anb) 
aX b=anb=ab(= ab). 

Proof. Let a and b be two elements of M: a~b. We define a+ 6 as 
follows : 

If a,;= 6; in the i-component, let (a + 5),= 0,. 

If a; + b;, then since a ~ b precisely one of these is zero. If a;=0, let 
(a + b);= 6,(# 0); if b;= 0, let (a + b);,= a,(+ 0). 

It is immediately seen that if a + b actually belongs to the associate 
ring R, then a+b <u, where u is the uni-element of M, and therefore 
aitbeM. 

Consider, then, a + b—2a°b¢ R. If in the i-component, 0 4 a;=5,, 
then since (a°);= 1,= (6°);, we have (a + b — 2a°%b),=0,; and if 0;=a,;= b,, 
then (a°),;= 0 and (6°);= 1, whence (a + b — 2a°b),=5,; if a;# 0 and b; = 0, 
then (a + b — 2a°b),=0,. Therefore, a + 6 belongs to the maximal set M. 

The element a x 6 =a7\b has already been defined and shown to belong 
to M as the glb(a, b). 

We now show that (M, +, x) is a Boolean ring. 

a+a=0, since a;=a,; in every i-component, whence (a + a), vanishes 
by our definition of +. 

a <a=a/\a=a%a =a, and so a is idempotent under x . 

It has already been shown that M is closed under + and x. Associativity 
is a direct verification, and each element is its own inverse under +. For 
distributivity of x over +, we may use the facts of 5.4. Let c be arbitrary in M. 


ex (a+ b) =c%(a+ b) = c®(aUb) —c®(anb) 
= (c°a VU cb) — c®a°b = (c®°a + c®°b —c®ab) — c®a®d 
= (ce x a) + (ec x 5b). 
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To show that (M, <) is the Boolean lattice corresponding to (M, +, x), 
it is necessary to demonstrate that if < is the ordering relation in (M, <) 
= (M,+, x), then <= <. 

Now, a < b implies a x b =a; i.e.,a®%> =a. But this implies that ab = a’, 
and so a < b. Conversely, let ab = a®; i.e. a < b. Then, in each i-component, 
either a;= 0, or else a,=b,. If a,=0, then (ab),= (a°b),=0. If a,=b,, 
then (a°b),=—b,=a, That is, a x b=a°b=a, in every case. Therefore, 


sS=<. 
Finally, it is clear from the foregoing that the Boolean identity of (M, +, x) 
coincides with the uni-element of (M, <). QED 


It is readily shown that if x < y (or, equivalently, z < y) in M, then 
y+ 2(= y— 2x) =y—z, these relative complements belonging, of course, 
also to M. This concept coincides precisely with relative complementation 
in the lattice (M, <), which is a complemented lattice. 

We also make reference here to [5], where it was shown by Foster that 
the idempotent elements of any commutative ring with identity form a Boolean 
ring. The definitions there given for the Boolean operations are specializations 
of those herein defined inasmuch as a = a° if a is idempotent. The present 
theory requires only there be “enough” idempotent elements in the (com- 
mutative) ring, and poses the interesting question of “how many” is “enough” 
in order to assure that the given ring is indeed an associate ring. It is con- 
jectured that the matter is intimately concerned with whether the set of 
idempotents of the given ring form a complete atomistic Boolean algebra. 

5.5. Theorem. The maximal sets M with uni-element of an associate ring R 
— considered as lattices, or as Boolean rings (M, +, x) — are all isomorphic. 

Proof. We have shown (4.6) that each maximal set is (uniquely) generated 
by a definite non-0-divisor (uni-element) u, as the set M,—uJ over the 
idempotent set J of R. We make the mapping: 


M,—>M,, via ue>ve 


(u, v distinct uni-elements; e ¢ J). This is a lattice homomorphism: M,~ M,, 
since if we > ve and uf —> vf, 


uevuf=uleUf) > v(eUf) = vevnf 
uer\uf = ulernf)> v(enf) =venvf. 


The kernel of this homomorphism can be only the zero element, since 
ue = 0 implies that e = 0(u,4 0, for all i). Therefore, the mapping VM, M, 
is an isomorphism. Since the isomorphism extends to M,, as a Boolean lattice, 
it also applies to the Boolean ring (M,, + x). QED 

For the two extreme cases: (i) if R is an integral domain the maximal 
sets are the two-element sets (0, u), and it is seen that u + u = QOandu x u=u, 
i.e., we have 2-element Boolean rings; (ii) if R is a Boolean ring, we seem 
to have a new “addition” for it, but the difference is illusory, for in a Boolean 
ring a +a=0, and soa+b=a+b—2ab=a+b. Thus, we have as an 
immediate result of the two theorems just proved: 

23* 











338 Irvine Sussman: A Generalization of Boolean Rings 


5.6. Corollary. An associate ring is a Boolean ring if and only if the identity 
ts the only non-0-divisor, and is a domain if and only if 0 and I are the only idem- 
potents. 


6. Semigroup decomposition of associate rings 


If, having considered sets uJ, we reverse the procedure and consider sets 
e U, where e is a fixed element of J, and U runs through the set of non-0- 
divisors of R, we will find that we have a true decomposition of the associate 
ring R into disjoint semigroups with local identity e. The relation of these 
semigroups to the maximal sets, and in particular to the subdirect structure 
of R, is quite marked and interesting, but detailed comment on them is with 
held for a subsequent communication. 
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Einige Satze tiber Ideale in algebraischen Zahlkérpern 
Von 


G. J. Rieeer in College Park, Maryland 


Es sei K eine endliche algebraische Erweiterung vom Grade n des Kérpers P 
der rationalen Zahlen und # eine den Kérper K erzeugende Zahl: K = P(#). 
Unter den Konjugierten von @ seien r reell und die restlichen 2s =n —r 
nicht reell. Diese Konjugierten denken wir uns so numeriert : 

8M, ..., 8 reell, 
#r+*+*) konjugiert komplex zu #¢+") (k=1,.. ., 8). 
Wir bezeichnen mit 
a, b, c, } (ganze) Ideale in K, 
Na die Norm des Ideals a, 
a, B, y, &, , t ganze Zahlen in K, 
Né die Norm der Zah] é, 
<&) das von & erzeugte Hauptideal, 
(a, b) den gréBten gemeinsamen Teiler von a und b, 
A die Diskriminante von K. 


Das System der Zahlen sgn «®), .. ., sgn a” heiBe die Signatur von a. 

Folgende Satze gehéren zum klassischen Bestand der algebraischen Zahlen- 
theorie und gehen bereits auf DEDEKIND zuriick’): 

Satz a. Zu zwei beliebigen Idealen a und b gibt es stets eine ganze Zahl « mit 


(1) (<a),ab)=a. 
Satz b. Jedes Ideal a lapt sich durch Multiplikation mit einem zu einem 
gegebenen Ideal b teilerfremden Ideal d in ein Hauptideal (x) verwandeln. 
Satz ec. Jedes Ideal a ist als gréBter gemeinsamer Teiler von zwei Haupt- 
idealen darstellbar : 
(<é), <n) =a. 


Das Ziel dieser Note ist es, diese Sitze zu verscharfen: 
Satz A. Zu zwei beliebigen Idealen a und b gibt es stets eine Zahl & von vor- 
geschriebener Signatur mit 
(<é),a6)=a, 
n 
|\N &| < c(n) |A|2@-" Nab, 
wo c(n) dte nur von n abhéngige positive Konstante von Hilfssatz 1 ist. 


1) Vgl. [1], XI. Supplement, § 178. 
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Satz B. Jedes Ideal a lift sich durch Multiplikation mit einem zu einem ge- 
gebenen Ideal b teilerfremden Ideal } in ein Hauptideal (&) verwandeln, wobei & 
eine vorgeschriebene Signatur hat und 


n 
|N &| < c(n) |A|2-® Nab 
ist. 
Satz C. Zu jedem Ideal a gibt es stets Zahlen — und ny von vorgeschriebener 
(gleicher oder verschiedener) Signatur mit 


(2) (<é), <>) =a, 
(3) |N £|< c(n)? Wied Na, 
(4) |N y| < e(n) \A\z@ — 5 Na. 


Zum Beweis dieser drei Sitze verwenden wir ein von mir in [2] bewiesenes 
Ergebnis”): 

Hilfssatz 1. Zu jedem Ideal ¢ und jeder Zahl y gibt es stets eine ganze Zahl 
— + 0 von vorgeschriebener Signatur mit 


€=ymodc, 


IN &| < c(n)|A/2@—9 Ne, 


wo c(n) eine nur von n abhingige Konstante ist. 
Beweis von Satz A. Mit « hat auch jede Zahl 


—& =a modab 


die Eigenschaft (1). Wir wahlen é gemaB Hilfssatz 1, und Satz A ist bewiesen. 
Beweis von Satz B. Setzt man in Satz A das durch a teilbare Hauptideal 
<&) =a d, so geht Satz A in Satz B iiber. 
Beweis von Satz C. Zunachst wahlen wir 


(5) n = 0 moda 


gemaB Hilfssatz 1. Das ergibt bereits (4) und die gewiinschte Signatur fir 7. 
Wegen (5) gibt es ein b mit ab = <7). Die Anwendupg-von Satz A ergibt 
ein € mit (2), mit 


(6) |\N &| < c(n) |A|2@-" N <n) 


und mit der gewiinschten Signatur. Aus (6) und (4) folgt (3), womit auch Satz C 
bewiesen ist. 

AuBerdem betrachten wir noch den wohlbekannten 

Satz d*). Sind a, b teilerfremde Ideale aus K, so gibt es stets ganze Zahlen 
aca, B eb mita+ B= 14). 


*) Vgl. [2], Satz 6.4. 
%) Satz d gilt allgemein in Ringen mit Einselement. 
4) Die Umkehrung ist auch richtig und trivial. 
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Fiir P besagt dieser Satz: Sind a, b teilerfremde natiirliche Zahlen, so ist 
ax+by=1 ganzzahlig lésbar. Da nun mit x,y, auch 2+tb, y,—ta 
(¢= 0, +1,...) Lésung ist und da auf diesem Weg alle Lésungen erhalten 
werden, kann man durch die Forderung 0 < <6, d.h. 0<azsab eine 
solche eindeutig festlegen. Dieser Gedanke fiihrt zu einer Verschirfung von 
Satz d: 


Satz D. Sind a, b teilerfremde Ideale aus K, so ist 


&+n=1 (Eca, 4 €b) 
lésbar, wo — von vorgeschriebener Signatur und 


n 
(7) \N £| < c(n) |A[2@-9% Nab 
ist. 
Beweis. Wir wahlen a, 8 gemaB Satz d und dann 
E=amodNab, also f=a+1rNab 


gemaB Hilfssatz 1. Dann hat & bereits die gewiinschte Signatur, erfiillt (7) 
und liegt in a. Fir 7 = 1 — & gilt 
n=l—-a-—-tNab=f-1tNab. 

Also liegt 7 in 6, womit Satz D bewiesen ist. 

Aus dem geliufigen Satz iiber die Auflésung von Kongruenzen in K folgt 
in Verbindung mit Hilfssatz 1 noch 

Satz E. Zu c,a und B mit (a, c)| B gibt es stets eine Zahl — +0 von vor- 
geschriebener Signatur mit 

a&= BP mode, 


|N &| < e(n) |A| 2@ + ~ wis 


(a,¢) ° 


Literatur 


[1] Depexinp, R.: Dirichlets Vorlesungen iiber Zahlentheorie, 4. Aufl., 1894. — 
[2] Rrecer, G. J.: Uber die Anzahl der Ideale in einer Idealklasse mod / eines algebraischen 
Zahlkérpers. Math. Ann. 135, 444—466 (1958). 


(Bingegangen am 2. Juli 1958) 








Tietz, H. 
Math. Annalen, Bd. 136, S. 342 (1958) 


Uber Teilreihen von Potenzreihen 
Von 
Horst Tietz in Minster (Westf.) 

Jede Teilreihe einer Potenzreihe hat mindestens denselben Konvergenz- 
radius wie diese; falls die Konvergenzkreise iibereinstimmen, hat die Teilreihe 
auf der Konvergenzgrenze im allgemeinen andere Singularitaten als die Aus- 
gangsreihe. Es gilt jedoch folgender 

Satz: Eine beliebige Teilrethe einer Potenzreihe hat entweder einen gréBeren 
Konvergenzkreis als diese, oder beide Reihen haben auf der Konvergenzgrenze eine 
Singularitét gemeinsam. 

Bemerkung: Dieser Satz wurde von H. F. Bonnensuust [Note on sin- 
gularities of power series, Proc. Nat. Acad. Science USA 16, 752—754 (1930) ] 
fiir den Spezialfall ausgesprochen, daB die Ausgangsreihe auf der Konvergenz- 
grenze nur eine Singularitat besitzt. Merkwiirdigerweise scheint BoHNENBLUST 
iibersehen zu haben, daB sein Beweis auch obigen allgemeinen Satz liefert'). 

Der Volistandigkeit halber wiederholen wir kurz den Beweis, der auf zwei 
klassischen Satzen beruht, namlich 

a) dem Satz von PrInGsHEIM, nach dem eine Potenzreihe mit reellen, nicht- 
negativen Koeffizienten im positiv-reellen Punkt der Konvergenzgrenze eine 
Singularitat besitzt, 

b) dem Hadamardschen Multiplikationssatz in seiner einfachsten Fassung, 
die besagt, daB jede Singularitét auf der Konvergenzgrenze der Potenzreihe 
Xa,,6,,2", falls deren Konvergenzradius das Produkt der Konvergenzradien der 
Reihen 2a, 2" und Xb,,z" ist, Produkt von Singularitaten auf den Konvergenz- 
grenzen der letztgenannten Reihen ist. 


Beweis: Die Konvergenzradien von f(z) = 2a,2" und der Teilreihe 
1 


1\2 
t(z) = Le, 4,2", &, = 0 oder 1, seien beide gleich R. Wegen (e,,|a,,|2)" = (\e.a,1") 
hat die Reihe h(z) = Le, |a,|22" 


den Konvergenzradius R?; sie ist das ,,Hadamard-Produkt‘ von t(z) und 
{*(z) = XG@,z" die beide den Konvergenzradius R besitzen. Da A ferner reelle 
nicht-negative Koeffizienten hat, ist z3= R? nach a) Singularitaét von h; diese 


hat nach b) die Form R= 2,2, |z| = |2| =F 
— ae ’ aa — > 


wobei z, und z, Singularitéten von t bzw. f* sind; es folgt Z,= z,. Andererseits 
hat /* wegen /*(z) = f(Z) nur solche Singularitaten C, fiir die § eine Singularitat 
von f ist; folglich ist 7,= z, nicht nur Singularitét von t, sondern auch von/. 
q.e.d. 


(Bingegangen am 5. Juli 1958) 


~ 2) Auch E. C. Trrcumarsu bringt in der Auflage seiner Theory of Functions von 1952 
auf Seite 244 nur die Bohnenblustsche Aussage. 
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n-Commutative Matrices 
By 
BERNARD FriepMAN in Berkeley, Cal. 


A set of square matrices M,, M,, ..., M, over the complex field will 
be called n-commutative if all products of n elements of the set (repetitions 
allowed) commute with each other. This definition is a generalization of a 
commuting set of matrices and reduces to such a set when n = 1. It is well 
known that if a set of matrices commute with each other and if they generate 
a semi-simple ring, then all the matrices of the set can be simultaneously 
transformed into diagonal form. In this paper we shall generalize this result 
to a set of n-commutative matrices. 

To explain this generalization, we introduce the concept of broken-diagonal 
matrices. A square matrix M is said to be a broken-diagonal matrix if all 
its non-zero elements are either on the diagonal below the main diagonal or 
in the upper right-hand corner so that it has the following form: 


_ A 


a.) 

Here all the dots represent zero elements of M. 

It is easy to verify that any set of k-dimensional broken-diagonal matrices 
is a k-commutative set. We shall prove the following partial conver :: 

Theorem. If M,, ..., M, are an irreducible set of n-commutative matrices, 
and if some linear combination of M,, My,,...,M, is non-singular, then the 
matrices M,,...,M, can be simultaneously transformed into broken-diagonal 
matrices of dimension k where k divides n, and the matrices are k-commutative. 

If the matrices M,,...,M, generate a semi-simple ring, they can be 
written as the direct sum of irreducible representations; consequently, by the 
above theorem the matrices can be simultaneously transformed to a direct 
sum of broken-diagonal matrices. Since for k = 1, a broken-diagonal matrix 
reduces to a single element, we see that this result is a generalization of the 
previously stated result about commutative matrices. 

Before proving the theorem we prove a useful lemma’). 

Lemma. If M, is a non-singular matrix and if the set M,,...,M, is 
n-commutative, then M? commutes with every M, (1 <i S p). 


1) This lemma was communicated to me by Dr. J. BRENNER. 
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By hypothesis M? commutes with M"~' M,, that is, 
M* M*~) M,= M*-1M, M®. 


Since M, is non-singular, we may multiply this equation on the left by M}-" 
to get 

Mi M,~M, M} 
which proves the lemma. 

We shall now prove the theorem. We note that the definition of n-com- 
mutativity implies the following: If L is the linear space spanned by the 
matrices M,,..., M, then all products of n elements of L commute with 
each other. Since some linear combination of M,,..., M, is non-singular, 
we may, by an obvious change in notation, denote this non-singular matrix 
by M, and assume that it with matrices which we again denote by M,,..., M, 
span L. It is clear that the new set M,,..., M, is also n-commutative. 
We shall prove the theorem for this new set and it will follow immediately 
for the original set. 

By the lemma M? commutes with M; (1 <i sp), that is, with every 
matrix of an irreducible set; therefore by Scuur’s lemma M* must be a scalar 
multiple of the identity. Dividing M, by an appropriate scalar, we may 
arrange it so that we get a new matrix (which will again be denoted by M,) 
such that 


(1) Me= 1. 

The hypothesis that the set M,,..., M, is n-commutative implies that 
the matrices 
(2) Mt-i-1M,Mi- (OSjsn-—1, 2Sisp) 


all commute with each other; consequently they must have a common 
eigenvector. Denote this eigenvector by x. Then 


(3) MS )-' MMi cz =A; 

and using (1) we get 

(4) M (Mj x) = 4,,;Mj*'2. 

If we put 

(5) 2,= Miz (0<jsn—1) 
then (4) becomes 

(6) M ; &)= 4, 5%) 44. 


From this result it follows that the set of vectors 2; is invariant under 
all the M,. Since the representation is irreducible, the set x; spans the space 
on which the matrices act. If the set x; were linearly independent we would 
be finished but in general it is not. 

Suppose the vector y is a common eigenvector of all the matrices (2), 
that is suppose 


(7) M}~)~* MMi y= Asy 
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where /;, is a scalar and where 2<is p, 0<j<n—1. Multiply (7) on 
the left by M, and we get 
(8) M3 ~')M,Mi~*(M,y) = 4;(M,y) 
where, because of (1); 

M;*= M}~". 
This result implies that M, y is also a common eigenvector of the matrices (2) 
so that we may write 


(9) M3 ~'-1 M,Mj (M,y) = 4;';(M,y) 
where, because of (8), 

j= Ai jar> (Osjsn—1). 
Here we understand that 4; ,= Aj. 

We shall call the matrix whose elements are /;; the eigenvalue matrix for 
the vector y and we shall denote it by (u’). Similarly, the matrix whose 
elements are /;'; is the eigenvalue matrix for M,y and it will be denoted by 
(u’’). From (9) we see that (u’’) is obtained from (u’) by moving the elements 
of each row of (u’) cyclically one place to the left. We write 

(u"’) = (u’) T 
where 7' is a matrix. 

From (8) and (9) we see by induction on (3) that all the z, are common 
eigenvectors of the matrices (2). Let (u;) denote the eigenvalue matrix for 
the eigenvector z;. Obviously 


(445 +1) = (4s) T = (Wo) T?*?. 
Suppose that & is the smallest positive integer such that 


(10) (uo) T* = (Up). 
Since, by the very definition of 7, 
(u) T= (u) 


for any matrix (yu), it follows that k exists and is a divisor of n. 
We now complete the proof of the theorem by showing that the vectors 
Sigg By - «+» Bg-y 
are linearly independent and span the space on which the matrices M, act; 
consequently they form a basis for the space. This will imply that the re- 
presentation of the M, by the z, is k-dimensional and from (6) we conclude 
that the M, are_broken-diagonal matrices, thus proving the theorem. 


Suppose the vectors 2, 2,,..., 2,—, were not linearly independent. Then 
there would exist a smallest positive integer ¢ < k —1 such that the vectors 
Zo, Z,..., 2% are linearly dependent but the vectors 2, 2,,...,2,-, are 
linearly independent; therefore there would exist scalars a», a, ...,%,—,, not 
all zero, such that ; 

(11) Lypt Agot ... + Oy-1%-,= 0. 


Denote the first non-zero « by «,. 
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Consider the eigenvalue matrices for z, and z,, namely (,) and (u,). If 


(41) = (4) 
then 
(49) T*= (uo) T* 
and 
(jo) T*-*= (uo) - 


This contradicts the definition of k by which it is the smallest positive integer 
such that 


(Ho) T* = (uo) ; 
consequently 
(ue) # (us) - 

Therefore, there is at least one element, the (a, b)-th say, which is different 
in the two matrices. If we denote the elements of (y,) by A{'} and those of 
(u,) by Xo, then 
(12) AQ, # AQ). 

By the definition of the eigenvalue matrix 

Pz,= M?~°-1M, Mtz,= 1}%,. 
Multiplying (11) on the left by P — A}, we get 
ay (A — 2) aot... + a, (AG — x) Zt... + 
1 (AE )_. A) T+-1 = 0 . 

Because of (12), at least the coefficient of z, is not zero. This contradicts 
the definition of t and consequently our original assumption that the vectors 
Xo, Ty, - - -» Lp-, were not linearly independent is wrong. 

We can show that because of (10) the set M,,..., M, is not only n-com- 
mutative but also k-commutative. We shall prove that the matrices 

N,= Mi-!-iM,Mi 
and 
N,= = ~T My Mi, 


where 0 <j, j’ < k—1 and 1 Si, i’ S p, are commutative. From (5) and (6) 
we find that 

NN 2%, = Ainsess Avaty Tater 
and 

NN tq = Aya tet ys Ainats Tatar - 
But (10) implies that 

Aste = 44,5 

for 1 <i< p,0 <j S n—1; therefore 


N,N,«,= N,N, 2, 








n-Commutative Matrices 


for 0 < «sn—1. This shows that 
In a similar way we can prove that all products of k matrices M, commute 
with each other. 
Just as before, by using the lemma, we find that M* will commute with 
all M, (1 <i < p) and since the representation is irreducible, M* must be a 
scalar multiple of the identity. Put 
From (5), (6) and (13), we see that the set of vectors z; (0 <j < k—1) is 
invariant under the action of all the matrices M,(1 <i < p). Because of the 
irreducibility of the representation, it follows that the vectors z, span the 
space. Since they are linearly independent, they will form a basis. Again 
from (5), (6) and (13), the representation of M, in terms of the basis z, will 
be the following broken-diagonal matrix: 
pe, 2 
hee ; 
M,= , 7 


. Aiea : 


This completes the proof of the theorem. 


(Bingegangen am 19. Mai 1958) 


Bauer, F.-W. 
Math. Annalen, Bd. 136, S. 348—364 (1958) 


Spezielle Homologiestrukturen 


Von 


FRIEDRICH- WILHELM BAUER in Frankfurt am Main 


Einleitung 


Diese Arbeit schlieBt sich an die Arbeit [3] an und setzt deren Kenntnis, 
was die dort dargelegte allgemeine Theorie betrifft, voraus. Die Anwen- 
dungen der Theorie der atomaren Homologiestrukturen sind im 5. Abschnitt 
von [3] nur sehr kurz behandelt worden, und es wurde eine weitere Arbeit 
angekiindigt, in der diese Fragen genauer dargelegt werden. Dies wird in der 
vorliegenden Arbeit geschehen. Zusammen mit [3] liefert sie daher eine im 
gewissen Grade abgeschlossene Darstellung der Theorie der atomaren Homo- 
logiestrukturen. Uber das in [3] bereits Erwahnte hinaus sollen aber hier 
auch Probleme behandelt werden, die in [3] keine Erwaihnung mehr finden, 
wie z. B. eine etwas verallgemeinerte Darstellung des Atombegriffes. 


Im einzelnen wird folgendes gemacht: 1. Abschnitt: Eine Erweiterung des 
Atombegriffes. Bisher hatten wir gefordert, daB ein Atom ein maximales 
Kernideal in der teilweise geordneten Menge M mit Norm in A sein sollte. 
Jetzt kann es auch noch solche Atome z geben, die nicht auf jedem ®¢ A 
mit ®= |z| ein Element von M erzeugen. Es wird eine Reihe von Bei- 
spielen angegeben. 

2. Abschnitt: Die Sitnikowsche Homologietheorie wird untersucht, und 
es wird gezeigt, daB sie atomar ist und mit $*(A,) zusammenfiallt. 


3. Abschnitt: Es wird eine vereinfachte Form des Eilenberg-Steenrodschen 
Eindeutigkeitssatzes fiir Polyeder bewiesen. 


4. Abschnitt: Es wird bewiesen, daB die Sitnikowsche Homologietheorie 
<dualisierbar ist, d.h. daB es auf dem Bereich aller Teilmengen des R* eine 
Kohomologietheorie D gibt, so daB beide Gegenstand eines Dualitatssatzes 
der Form 

H«(R"— X) = H,(X) (p+ q=n—1) 
sind. 

5. Abschnitt: Das gleiche wird fiir eine Homologietheorie {3 gemacht, die 
an und fiir sich nur eine Hilfskonstruktion ist und den Zweck hat, die Dualisier- 
barkeit der Vietorisschen Homologiestruktur und damit den zweiten Sitnikow- 
schen Dualitatssatz zu beweisen. 


6. Abschnitt: Der Begriff der Atomaritaét erfahrt noch eine weitere Ver- 
allgemeinerung, die geeignet ist, auch die singulare Homologietheorie in unsere 
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Betrachtungen einzubeziehen. Die neuen Atome nennen wir _,,induzierte 
Atome‘“. 

Wir erinnern kurz an die wichtigsten Definitionen aus [3]: 


V-Kategorie 

Sei A (1) eine Kategorie und (2) ein Verband V,, so daB es zu jedem Paar 
X = ¥ eine quapensionnete Abbildung ‘$: X -¥ in A gibt, so daB if = Ein- 
heit in A und if iy =if fir YsZ<X ‘gilt. Eine solche Kategorie heiBt eine 
V-Kategorie. 

A,. Sei A eine V-Kategorie und A, die Menge aller Paare (X,Y) mit 
X,YeA und Ys X, so bilden diese Elemente wieder eine V-Kategorie, die 
wir A, nennen. 

iF Homologiestruktur 

Sei A eine V-Kategorie, so ist eine Homologiestruktur B eine Reihe von 
Funktoren {H,,,} (n =0,1,...) von A, in die Kategorie aller G-Moduln (fiir 
ein festes @), so daB ein Randoperator 0: H, (X,Y) > H,_, (Y) existiert und 
folgende Bedingungen erfiillt sind: 


(1) fy 0=0f, fiir jede Abbildung fe A, mit /, = H,,,(/). 
(2) Die Homologiesequenz 
gies a: H,,(X, Y) > H,-,(Y) S H,,-,(X) - Bas (X, Y) 4d 


ist teilweise exakt. 

(3) Es ist H,,(X, X) =: 0 fiir alle n. 

Die Numerierung der Satze erfolgt nicht fortlausend, sondern nach den 
Nummern der Abschnitte, in denen sie enthalten sind. 


1. Atomaritit 


Unsere Methode besteht darin, wie in [3] ausgefiihrt wurde, zu einer ge- 
gebenen Homologiestruktur G, die iiber einer V-Kategorie A erklart ist, 
gewisse kleinste Elemente zu konstruieren, die allerdings selbst nicht mehr 
zu G(A) gehéren miissen, es aber ganz erzeugen sollen. Die Frage, bei ge- 
gebenem %(A) die Atome zu finden und (falls solche tiberhaupt voyhanden 
sind) zu charakterisieren, soll hier eine erste Erginzung und Vereinfachung 
erfahren. Im 6. Abschnitt werden wir den Atombegriff in einer anderen 
Richtung noch einmal erweitern. 

Die allgemeine Situation, die wir hier, wie in [3] 2, betrachten, ist folgende : 

Sei M eine beliebige, teilweise geordnete Menge, A ein Verband wnd |{+| 
eine Abbildung von M auf A, die den folgenden Bedingungen geniigt : 

(T1) AuscesPin®M folgt |a| < |B] in A, 

(T 2) Ist we m und X ¢ A, X = ||, so gibt es ein eindeutig bestimmtes 
B (= i,a) mit B = « und |f| = X, 

(T 3) Aus |a| = |f| und a < f folgt « = £, 
so nennen wir IM eine teilweise geordnete Menge mit Norm in A. Wir bezeichnen 
mit A die verbandstheoretische Hille von A. Wir sprechen davon, daB die 
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Norm |*|,, in einem M,>M (in A,= A) eine Fortsetzung der Norm |*|, 
von M in A ist, wenn fiir alle « ¢ M |a| 4 = |a|,4, ist. Sei nun I >M eine teil- 
weise geordnete Menge mit Norm in A}), die eine Fortsetzung der Norm in A 
von M ist, und sei N eine Teilmenge von M, wobei folgende Axiome erfiillt 
sein sollen: 

(1) M=NUM.~ 

(2) Ist ae N und a <a fiir ~« € M, so ist «=a. Es ist a,= a, fiir a,€ N, 
wenn fiir die Mengen (a;) = {a;| = a,} gilt: 

(a,) = (a,) 

(3) Zu jedem « € M gibt es ein a € N mit « ja. 

In diesem Falle sagen wir, dali IM atomar und N die Atome sind. In [3] 
wurde fiir diese Atome ein Eindeutigkeitssatz bewiesen, der dadurch zustande 
kam, daB wir die Atome durch gewisse Ideale in M kennzeichneten, die wir 
,maximale Kernideale“ nannten. Diese maximalen Kernideale lassen sich in 
jedem MM bilden und sie erfiillen auch stets die Forderungen (1) und (2), aber 
nicht mehr die Forderung (3). Hier soll eine andere Charakterisierung der 
Atome gegeben werden, die mit’ der Charakterisierung durch maximale Kern- 
ideale nur solange zusammen fallt, wie M atomar ist. Damit ist gemeint, daB 
im Falle M nicht atomar ist, durch den neuen Atomtyp eine weitere Klasse 
von ,,Atomen“ in I gegeben wird, der auch noch wichtige Eigenschaften der 
Atome beibehalt. Insbesondere wird dadurch der in [3] erwahnte Unter- 
schied zwischen starker und schwacher Norm aufgehoben, weil die neuen 
Atome das Verlangte automatisch liefern. 

Zunachst erinnern wir uns an den Idealbegriff: 

Eine Teilmenge Jc M heiBt ein Ideal, wenn sie den folgenden Forderungen 
geniigt: 

(1) Mit « ¢ J und £ = @ ist auch f € J. 

(2) Ist «, BET, so gibt es ein ya, B mit |y| = |a| A |B| und ye J. 

(3) Aus «, B € J und |«| = |A| folgt « = f. 

Unter der Norm eines Ideals J verstehen wir das Element aus A 


Z| = A lel. 
ael 


Das Ziel dieses Abschnittes sollte es sein, einen neuen Atombegriff einzufiihren, 
der den alten umfaBt. Es ist hierbei unsere Aufgabe, von der Beschriankung 
loszukommen, da jedes Atom z fiir jedes X ¢ A mit X 2 |z| ein « erzeugt. 
Wiirden wir diese Bedingung, die implizit in unserer eingangs gegebenen 
Atomdefinition enthalten ist, ersatzlos fortlassen, so wiirde unser Atombegriff 
trivial werden, denn die maximalen Ideale M in M erfiillen die folgenden 
Forderungen : 

(1) Zu jedem a € M gibt es ein M mit « ¢ M. 

(2) Ist ein Ideal J 2 M, so gilt J = M. 


1) Mit A bezeichnen wir die verbandtheoretische Vervollstandigung von A. 
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Nur (1) bedarf eines Beweises: Sei namlich {L,} eine aufsteigende Folge 
von Idealen, so ist L = U L,: wieder ein Ideal und daher ist jedes Ideal und 
erst recht jedes Hauptideal in einem maximalen Kernideal enthalten. 

Wir haben aber nach einem Ersatz fiir die weggelassene Bedingung zu 
suchen, die einerseits nicht trivial ist, andererseits aber doch noch eine ge- 
niigend groBe Klasse von M's enthalt. 

Definition 1: Seien M@ und N zwei teilweise geordnete Mengen mit Norm 
in A und g:M-—+> M eine anordnungserhaltende Abbildung von M in N, so 
daB |a| =| «| gilt. Wir nennen einen A-Homomorphismus. 

A. Sei gp: M+ N ein A-Homomorphismus und ist L ein Ideal in M, so 
ist {@ «| « € L} = p(L) ein Ideal in N. 

Beweis: (1) Ist BEN BS —(a), so gibt es ein f’, so daB : f’= «, |B’| = |p| 
und daher p’¢ L, also ist, da |p(6’)| = |B| und g(a) < 9(f’), B; 9(B') = B 
und Bedingung (1) fiir Ideale erfiillt. 

(2) Ist p(x), p(B) € p(L), so gibt es ein y= aA B (dh. ein y mit |y| 
=|a| \ |B] und y Sa, B). Das Element g(y) erfillt offenbar die Bedingung 
v(yY) = p(a) A o(A). 

(3) Ist |@(a)| = |p()|, so ist |x| = |f|. Sind nun a, f ¢ L, so heiBt das, 
a= fund g(a) = ¢(). 

Mit J (QM) soll der Idealbereich von M bezeichnet werden. Wir definieren: 

Definition 2: Sei N atomar und m~: M—+ N ein A-Homomorphismus. Zu 
jedem Atom z in % (d. h. jedem maximalen Kernideal) soll es ein und nur ein L 
in J(M) geben, so daB g~(L) =z ist. Jedes a € M soll in einem solchen L 
liegen. Sind die Forderungen erfiillt, so nennen wir I lokal atomar und die 
Ideale L die lokalen Atome von M (rel (N, @)). 

B. Ist M atomar, so ist es auch lokal atomar. 

Beweis: Man nehme M = N und setze m = Identitat. 

C. Ist L < L’ fiir zwei lokale Atome, so gilt L = L’. 

Beweis: Es ist p(L) =z, p(L’) =z’ und aus L Ss L’ folgt z sz’, was aber 
z = 2’ nach sich zieht. Nun ist @ eineindeutig fiir die Atome und daher L = L’. 
Wir nehmen an, dab M = B(A,) jetzt sogar eine exakte Homologiestruktur ist. 
Sodann kann man einen wichtigen Spezialfall der lokalen Atomaritat be- 
trachten. 

D. Sei A,, < A, eine V-Teilkategorie von A,, so daB es zu jedem « € B(A,) 
ein a, €U(A,,) mit aS « gibt. Wir nennen sodann 4A,, voll in A, rel. B. 
Wenn 3 (A,,) atomar ist, dann ist U(A,) lokal atomar. 

Beweis: Sei ® ¢ A,, so betrachten wir eine Berandungsklasse von Atomen 
(G war exakt) in ® und nennen sie (2. Da es zu jedem ¢? ein 0,< CP mit 
¢,€%G(A,,) und dazu ein z < ¢, gibt, wird jedes (% auf diese Weise erzeugt. 
Der Homomorphismus g von B nach % ordnet der Klasse C2, die von z < C2 
erzeugt wird, die entsprechende Berandungsklasse in U zu. Es braucht natiir- 
lich ¢ in keiner Weise eineindeutig zu sein, weil aus z — z,= 0 x mit z,,2,< C2 
nicht folgt, daB z,,2z,< C2 € w(C;) ist, weil x rel.U auf (X, Y) fiir kein Y 
etwas zu erzeugen braucht. 
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‘Man kann die lokalen Atome in einem beliebigen exakten U(A,) auch 
durch folgende Bedingung kennzeichnen : 

(1) Zu jedem a €B(A,) gibt es ein z < «. 

(2) Ist a S z, so ist a =z. 

(3) Setzt man fest, daB jedes z in jedem @ = |z| eine Berandungsklasse ¢° 
erzeugt, dann kommt man zu einer atomaren Homologiestruktur H(A,), 
deren Atome gerade die lokalen Atome von & sind. 

Die letzte Bedingung war bei den maximalen Idealen offenbar nicht er- 
fiillt. 

Nun geben wir Beispiele an: 


1. Beispiel: Die Cechsche Kohomologietheorie 9,, die auf endlichen Ko- 
ketten, auf den Nerven der Uberdeckungen basiert, ist lokal atomar. Die 
Cechsche Kohomologietheorie 9, bei der man unendliche, aber sternendliche 
Uberdeckungen nimmt und unendliche Koketten, ist atomar und jedes 
Atom z von 9 erzeugt nicht unbedingt ein 9,, aber jedes C9, wird durch ein 
Atom z von 9 erzeugt. 

2. Beispiel: Es wird Hy(®) = H,(®,) gesetzt, wenn ® ¢ A, (= alle Teil- 
paare im R") ein maximales, n-dimensionales, polyedrales Paar ®, enthalt, 
und sonst sei Hy(®) = {0}. Die lokalen Atome von BG sind die Atome von J, 
aber nicht jedesmal, wenn ein z vorhanden ist, mit |z| < ® gibt es in @ ein 
t? mit z< ¢?. Hier haben wir gerade die Situation von D, A,, ist mit der 
Gesamtheit aller n-dimensionalen Polyederpaare gleichzusetzen. Da jedes C% 
von einem £%: erzeugt wird, wo ®, ein n-dimensionales Polyederpaar ist, ist A 
voll in A,. 

Wiirden wir nicht fordern, daB das Paar ®, ein n-dimensionales polyedrales 
Paar ist, sondern irgend ein polyedrales Paar, so wire die so entstehende 
Homologiestruktur B, atomar, allerdings hatte sie weniger Atome als J, 
namlich nur die polyedralen, da alle anderen nicht mehr durch maximale 
Kernideale erzeugt werden. 


lp 


3. Beispiel: Hier geben wir nur eine teilweise geordnete Menge mit Norm 
an, also keine Homologiestruktur. Sie sei die Gesamtheit aller r-dimensionalen 
kompakten Mengen im R". Diese Menge ist in natiirlicher Weise angeordnet 
Als Normbereich A nehmen wir die Teilmengen des R" und setzen |X| = X. 
Aus M machen wir nun eine atomare Struktur N. Die Atome sind die maxi- 
malen Ideale in M. Deren Trager sind offenbar Punkte x. Jeder Punkt x 
ist aber Trager von vielen verschiedenen Atomen. Nehmen wir z. B. zwei 
r-dimensionale kompakte Mengen X,, X,, so daB dim X,™ X,+r, aber dab 
in X,  X, ein x liegt, welches sowohl r-dimensionaler Punkt von X, als auch 
von X, ist. Sodann werden sowohl X, als auch X, durch Atome f,, r, erzeugt, 
die beide x zum Trager haben. Es ist aber r,+ r,. Es ist jetzt so, daB nicht 
mehr N und Normbereich von X% identifiziert werden kénnen. Ein Element « 
aus N ist eine Klasse von Atomen fr, und es ist r,~ r,, wenn x, und r, beide 
dieselbe r-dimensionale Teilmenge von |«| erzeugen. 

Wir sehen hier, daB M lokal atomar ist. 
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4. Beispiel: Wir betrachten r-dimensionale, differenzierbare, kompakte 
Mannigfaltigkeiten und nehmen als Inklusionen differenzierbare Einbettungen. 
Auch hier bekommen wir lokale Atome heraus, die Punkte zum Trager haben, 
aber jeder Punkt ist Trager von sehr vielen Atomen. Man kann die lokalen 
Atome mit den Flichenelementen des Grassmannkalkiils in Beziehung setzen. 

Wegen der formalen Ahnlichkeit mit Beispiel 3 fahren wir hier die Einzel- 
heiten nicht genauer aus. 


2. Die Sitnikowsche Homologietheorie 

In [5] definierte K. Srrntkow eine Homologiestruktur © auf der Kategorie 
M aller metrischen Raume in folgender Weise: 

Definition 1: (1) Ein e-Simplex [1] o% in einem metrischen Raum X ist 
eine Menge von g+1 Punkten z,...,2,¢ X, wobei der Durchmesser 
d(2,,..., £_) <e€ ist. Die Zahl g ist die Dimension von o*. 

(2) Eine e-Kette in X ist eine Linearform x*= 2 u,of von orientierten 
e-Simplexen mit Koeffizienten in einer abelschen Gruppe 2. 

(3a) Ein relativer Sitnikowscher Zyklus auf einem kompakten Paar (X, Y) 
ist eine Folge {z?, 2?*"} von relativen e,-Zyklen z,;mod Y und Ketten 2?*! 
in X, fiir welche die Beziehung 0x?*!= 2z?, ,— z? mod Y gilt. Es ist {e,} eine 
Nullfolge reeller positiver Zahlen. 

(3b) Ein relativer Sitnikowscher Zyklus auf einem beliebigen Paar (X, Y) 
ist ein solcher auf einem kompakten Teilpaar von (X, Y). 

(4a) Sei x”*1= {x?*!, y?*?} ein relativer Zyklus auf (X, Y), so wird 

Aart l— (Bx? +1, —yPt24 gPt1— gPt} 
erkiart. 

(4b) Sei f irgend eine stetige Abbildung von (X,, Y,) nach (X,, Y,) und 
z= {2?, x?*}} auf (X,, Y,), so erklaren wir 

fa2”= {f 2, f P**}. 

(5) Es soll ,,homolog Null mit ,,Beranden‘‘ zusammenfallen. 

A. Es ist dx”*! ein Zyklus in Y und f, z” ein relativer Zyklus in (X,, Y,) 
und f,0 = Of,. 

Beweis: (1) Wir miissen nachrechnen, da8B 

O(—dyft* + apt! — at?) = dap! — adapt? 
ist. 

(2) Da z” auf einem Teilkompaktum erklirt ist und stetige Abbildungen 
Kompakten in Kompakten iiberfiihren, ist auch {7 z,}, {f z,} jeweils.eine Folge 
von 7,-Ketten mit {7,} > 0. 

(3) Die Beziehung /, @=0/, folgt aus der gleichlautenden Relation im 
simplizialen Fall. 

B. Es ist G@(M,) exakt. 

Beweis: Wegen [3] 1. B miissen wir nachweisen, daB 

(1) ,,Beranden“ und ,,homolog Null zusammenfallen und 

(2) es zu jedem (4.") mit 2¢4.") = 0 ein C* mit j, CF = C4." gibt. 

24* 
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Behauptung (1) ist mit Definition 1.5 gleichlautend. Im Falle (2) sei 
¢.¥) durch 2?+1— {x? +1, y?+?} reprasentiert. 26. ¥)— 0 heiBt, daB ein k?+} 
existiert mit 0z?*1=@ k*} fir k?+?— {kP*1, P*+*} in Y. Es ist Qy?+*= a? +} — 
— 2?+1+ a?*+! mit a?+1in Y. Nun gilt 


—Oy?*? + aft) — aft) = —olt? + ett — kPt+1 OaP+) — oke+! ; 
da 0z?*!= 0k?*! ist. Wir sehen also, daB 
—a, = — O+* + bet} — pr 


‘ 
und 
Oy?*? = (ff? — kp+1) — (zP+1 — kp+}) + a+? 
gilt. 
Daraus folgt also, daB 
apt) {qpt) __ pptl, ypt2 __ pte, 


das Element ist, fiir welches j, 2?+1= 2+! gilt, denn k, und I, gehérten zu Y. 

Wir fiihren die nachfolgende Bezeichnungsweise ein: 

P = V-Kategorie aller geradlinigen Polyeder im R*, 

A = V-Kategorie aller Teilmengen des R", 

O = V-Kategorie aller offenen Polyeder des R" (= Restmengen zu P), 

K = V-Kategorie aller Kompakten im R"*, 

= simpliziale Homologietheorie (auf P), 

© = Sitnikowsche Homologietheorie (auf A). 

C. Es ist S atomar. 

Beweis: Der Beweis zerfallt in zwei Teile. Zunachst zeigen wir: 

(a) Sei {®,} eine fallende Folge von kompakten Paaren (®;< @,_,) und 
{f°} = {C,} eine entsprechende Folge von Homologieklassen. Es gibt auf 
® = A @, einen Sitnikowschen Zyklus z, der alle diese £; erzeugt. 

Dann zeigen wir: (f) Aus («) folgt, daB jedes (v('¥¢ A,) von einem z, 
mit der Eigenschaft erzeugt wird, daB aus z,<z folgt, daB z,=—z ist. (Hier 
werden z und die auf |z| von z erzeugte Klasse mit dem gleichen Buchstaben 
bezeichnet.) 

Beweis von (f): Wenn wir nur wissen, daB unsere Behauptung auf K, Cc A, 
gilt, sind wir fertig, denn © ist eine Homologietheorie mit kompaktem Trager, 
d. h. zu jedem ® mit ® ¢ A, gibt es ein (” < (® mit ¥ ¢ K,. Wir kénnen zu 
diesem {* eine absteigende Folge {f%} derart konstruieren, daB es kein 
£* < ¢% fiir alle ®; geben soll. Eine solche Folge nennen.wir maximal. Wegen 
(a) gibt es nun ein z < (* mit dem Trager A ®;. Dieses z ist ein Atom, denn 
es kann kein z, < z ohne z,= z geben. 

Beweis von (a): Wir geben der Einfachheit halber den Beweis nur fiir den 
absoluten Fall an. Im relativen Falle schlieBt man genau so, nur da8 man 
iiberall noch ,,mod Y“ hinzufiigen muB. Jedes 6% wird von einem z°‘= z, 
= {zi, xi} erzeugt. Nun soll aber z,~ z,, , in Q, sein, es gibt also ein y,= {y}, wi} 
mit 
Oy} = 2f — 2i+? 
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und 
dw} = yj.,—yj—2}+ aft}. 


Wir bilden c = {zj, z{ — y{,,}, was offenbar ein Sitnikowscher Zyklus ist, 
und behaupten c ~ z, auf U 2,;— 2. Wir betrachten die Ketten u = {u,, v,} 
mit 
I=i—1 
= k 
l=k 
fiir k << i und 
Imk+1—i 
“%=- Sy y-' 
l=0 
fir i << k, bzw. die Ketten 
Imi—1 
%= J Wh 
i=k 
l=k+1—i 


Y= 
l=0 


Fir i=k wird v,= w,=0 gesetzt. Wir kénnen nun nachrechnen (wir be- 
schranken uns auf den Fall k < i): 


Au, = 2 (4 — 4+) = ef — a} 


2 (Yess — Ye) — Yb + 2 (xht? — xh) + vhs, 
Up 41 — Uy — E+ yk. + zh, 


und 


Ov, 


was behauptet war. 

Wir hatten unseren Beweis von («) beendet, kénnten wir folgendes zeigen : 

(y) Sei z* = {z,, z,} ein Sitnikowscher Zyklus und sei Y ¢ X die Menge 
aller echten Haufungspunkte von X, d.h. die Menge aller Limespunkte 
«= {a,} von Eckpunktfolgen {«,;} mit «,-Eckpunkt von z,, so gibt es ein 
2¥s 2k. 

Wir kénnten dann namlich zu c einen solchen Zyklus auf NM ®,= @ finden, 
da ® offenbar die Menge aller dieser echten Haufungspunkte von |c| enthalt. 

Beweis von (y): Zu jedem Eckpunkt a, in z,; nehmen wir ein a; in @, 
welches von a, minimalen Abstand hat und entsprechend bei z,. Dadurch 
bekommen wir eine ¢,-Verschiebung von z, mit ¢,-> 0, und das Prisma dieser 
Verschiebung 2(z,) liefert uns eine Homologie zwischen z und z’, denn es ist 
On(x,;) = a(z,4,) — 2(z,;) + 2,— 2j. Die Folgenglieder von z’,z; und zj,,, 
sind natiirlich wieder durch 2; homolog. 

Wir behaupten nun: 

Satz 2: Es ist B*(A,) =G(A,). 

Beweis: Da sowohl $* als auch G kompakte Trager haben, kénnen wir 
uns wieder auf die Kategorie K, beschranken. 

Zu einem Ideal L in $*(A;) nehmen wir ein polyedrales Erzeugenden- 
system {f°}, bestehend aus einer absteigenden Folge, so daB fiir jedes (°¢ L 
ein £* < ¢® vorhanden ist. Die ®, sind nun Paare von Polyedern ®,= (P;, Q,), 
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und wir nehmen in jedem 9, eine Kette z,¢ D(P,), so daB x,< ¢%. Es muB 
natirlich z,~ z;,, in ®, sein. Das aber heiBt, daB es ein y,; und ein v, derart 
geben muB, daB dy,=02,;,,—0xz, und 0v,= 2,,,— 2%,— y; ist. Das Ideal 
aL = {af°| C®¢ L} hat das Erzeugendensystem {06%}, und es ist dies ein 
erzeugendes starkes Atom, wenn L ein Atom, also ein maximales Kernideal 
war. Es ist L~0 mit L = {f¥}, wenn es ein solches Erzeugendensystem 
E = {C$ von L und ein L,= {f°} mit Erzeugendensystem E,= {f%} gibt, 
so daB 00%={¥: also nach obiger Bezeichnungsweise (1) z;-,—z,= 2 2, 
und (2) 0 y,=.2,;-,— x,— y, ist (z,S C¥s), was aber gerade die Sitnikowsche 
Konstruktionsvorschrift ist, wenn man noch C(y) beachtet, wo ein z’ < z auf 
der Menge aller echten Haufungspunkte von {®,} gefunden. wird. Sind £, 
und E, zwei Erzeugendensysteme eines und desselben Ideals, so gilt natiirlich 
{2;1, Xj} ~ {Z; 9, Xo} fiir die entsprechenden Sitnikowschen Zyklen, d. h. aber, 
die Darstellung ist wirklich unabhaingig von der Auswahl des Erzeugenden- 
systems. Wir nennen die Trager dieser beiden Erzeugendensysteme Q} bzw. Q?. 
Wegen Idealeigenschaft (2) muB es auf Q} 4 Q? ein z,< C@/9@ geben, was 
unsere Behauptung beweist. 

Nun kann man ebenso fiir die relativen Elemente vorgehen und sich auch 
hier die relativen starken Atome verschaffen. Das allgemeinste starke Atom 
bekommt man nun aber aus den Erzeugenden, indem man Summen bildet. 
Auf diese Weise bekommt man aber alle Sitnikowschen Zyklen und auch die 
richtige Homologiebeziehung, da sowohl D* als auch S@ exakt waren. 

Die gleichen Betrachtungen, die uns in C zeigten, daB © atomar ist, kann 
man auch verwenden, um die Atomaritaét von der Vietorisschen Homologie- 
theorie G nachzuweisen. 


3. Der Eilenberg-Steenrodsche Eindeutigkeitssatz 


In [4] haben S. Ertenperc und N. Sreenrop zusitzlich zu unseren 
Axiomen noch folgende Axiome aufgestellt, die fiir eine Homologietheorie 
auf topologischen Raumen giiltig sein sollen: 

(1) Homotopieaxiom : 

Sind zwei Abbildungen /, und /, homotop, so ist fyy = fi». 

(2) Abgeschwachte Ausschneidung : 

Ist (X, Y) gegeben und Uc ¥ derart, daB Uc Y, so gilt 


A, (X,Y) = H,(X —U,Y—U) 
fiir alle ¢. 
(3) Ist 2 ein Punkt, so gilt 
H,(x)=0 


fiir i + 0. 

A. Wir wollen hier zeigen, daB auf der Kategorie der geradlinigen Polyeder 
jede exakte Homologiestruktur B, die obige Axiome erfiillt und auf dem 
Bereich von P, atomar ist, mit {(P,) ibereinstimmt, Dazu verwenden wir 
vollstandige Induktion. 
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O-dim. Fall: Dieser Fall ist klassisch und kann iibergangen werden (s. [4]). 
Jedes Atom hat als Trager die Vereinigungsmenge von endlich vielen Punkten. 
Da fiir irgend zwei Punkte p,, p, G = H,(p,) = H,(p,) ist, muB jedes Atom x® 
die Form 2 a,o°, haben, wobei unter der Summe die freie abelsche Gruppen- 
summe mit Operatoren in G verstanden wird. 

n-dim. Fall: Sei fir n — 1 unsere Behauptung bereits bewiesen. Zunichst 
zeigen wir, daB unter den Atomen von G auch die endlichen simplizialen 
Ketten vorkommen. Sei |o"| irgend ein Simplex. Wir geben ihm eine feste 
Orientierung und finden wegen Induktionsvoraussetzung einen Zyklus 2” auf 
seinem Rande : Rd|o"|. Es berandet z"-' auf o” wegen Axiom (1) und ebenso 
wegen Axiom (1) auf keiner echten Teilmenge von |o"|. Es ist also |o"| Trager 
eines durch irgend ein Vielfaches von z"-! eindeutig bestimmten Atoms 
ao" (a € G = Koeffizientenbereich von B). Nun seien |o?| und |o}| zwei Sim- 
plexe und a of, bo} Atome mit dem Trager |o7| und |o3|. Wegen Induktions- 
voraussetzung erhalten wir fiir die Rander, daB ao} + bo} durch az,+ bz, 
berandet wird, wobei wir unter der ersten Summe die freie abelsche Gruppen- 
summe mit Operatorenbereich G verstehen. Auf diese Weise bekommen wir 
endliche Ketten 26,07 heraus mit der gewdhnlichen Randbildung und 
Addition. 

Sei nun 2" irgend ein n-dimensionales Atom. Da D auf P, atomar sein 
sollte, ist |x| ein Paar (X,Y), wobei X und Y beide Vereinigungsmengen von 
Simplexen sind, also als in einer festen Triangulation angenommen werden 
kénnen. Nun sei o irgend ein maximal dimensionales Simplex in |z|. Wir 
behaupten, daB dimo<n angenommen werden kann, d.h., man kann 
dim |z"| > zum Widerspruch fiihren. Es wiirde dann namlich ein maximal 
dimensionales Simplex o” in |x"| geben, welches mindestens eine freie Rand- 
seite o”~! hat. Wegen des Homotopieaxioms kann man dann aber, da o”-! 
wegen Induktionsvoraussetzung nicht zu |@ "| gehdrt, aus der baryzentrischen 
Unterteilung von o™ mindestens ein Simplex o/* aus den unterteilten |2"| fort- 
lassen, was gegen die Atomaritaét versté8t. Auch kann man dim o < n aus- 
schlieBen, da sonst z"= 0 und |z"|=0 ware. Dies folgt ebenfalls aus der 
Induktionsvoraussetzung und der nachfolgenden Betrachtung. Wir nehmen 
also an, daB dim o = n ist. Wir bilden (X — \o|) = X’ und (X,Y vy X’). Es 
gibt ein C1 = iy,» yx) 2" und wegen des Ausschneidungsaxiomes ein x} mit | x3] 
=(o", Rdo"), so daB z}<~". Wegen Induktionsvoraussetzung hat also 
0x} die Form 2 a,o?~' und wegen des oben gezeigten x} = ao” (mit passender 
Orientierung von |o"|). Wir kénnen also, da diese Betrachtung fiir jedes o” 
gemacht werden kann, das Atom 2" symbolisch durch "= = b,; oF charakteri- 
sieren. Diese Kennzeichnung ist offenbar eindeutig, bis auf Unterteilungen 
von x". Nun wissen wir, da G exakt ist, wie man beliebige Homologieklassen 
bildet, und kénnen also, da wir die Atome kennen ([3], 1), G konstruieren, was 
sich als mit % ibereinstimmend herausstellt. 

Wir brauchen in unserem Beweis das Homotopieaxiom nur, um zu zeigen, 
daB in jedem Simplex |o"| jedes z mit |z| < Rd|o| berandet, aber nicht in 
einem Mc |o|. Man kann auch einen dhnlichen Beweisgedanken fir die 
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Kohomologietheorie verfolgen und kommt zu einem entsprechenden Resultat. 
Weiterhin sieht man leicht, daB sich unser Ergebnis noch dann beweisen laBt, 
wenn man auch alle offenen Polyederpaare aus 0, zuléBt. Nun erinnern 
wir uns an die Konstruktion 1.5., wo zu jeder Homologiestruktur D eine duale 
Kohomologiestruktur ® konstruiert wurde. Man sieht leicht, daB mit 
auch R dem Ausschneidungsaxiom geniigt und natiirlich auch die Bedingung, 
daB jedes Simplex o" azyklisch in der Dimension (n — 1) ist, sowie die oben 
fiir o* formulierte Minimalforderung erfillt. Der Pontrjaginsche Dualitats- 
satz liefert uns auch einen Isomorphismus zwischen H®(X) und H,(R"— X) 
fir p+q=—n—1, X « P,, und obige Betrachtungen im Zusammenhang mit 
dem Eilenberg-Steenrodschen Eindeutigkeitssatz lehren uns, daB auch fiir die 
relativen Gruppen eine entsprechende Isomorphie besteht. Dieses Ergebnis 
kann man natiirlich auch leicht direkt, etwa aus dem Beweisverfahren von 
ALEXANDROFF in [2] herleiten. 

B. Ist G eine exakte Homologietheorie, die auf P, die Axiome von EILEn- 
BERG und STEENROD erfiillt, so ist sie atomar auf P, (d. h. es gibt solche Atome, 
deren Koérper auf P, liegen). 

Beweis: Zunachst betrachten wir die Kategorie S der endlichen Simplizial- 
komplexe, wobei S,< S, ist, wenn alle Eckpunkte von S, Eckpunkte von 8, 
sind und wenn jeder Satz z, . . . x, von Eckpunkten in S, nur dann ein Simplex 
aufspannt, wenn dies auch in S, der Fall ist. Da in S jede absteigende Folge 
nach endlich vielen Schritten abbricht, ist hier die Atomaritat einer Homo- 
logietheorie mit den oben geschilderten Eigenschaften offenbar trivial. 

Sei nun ® = (X,Y) € P, ein Paar in fester Triangulation t und ¢® eine 
Homologieklasse auf ®. Solange wir nur Paare ®, < @ zulassen, die auf einem 
Teil von t liegen, kommen wir auch hier zu einem Paar ¥ < 9, so daB es ein 
C%<*, aber kein (* < C” gibt. Sei jetzt r’ eine andere Triangulation, so kénnen 
wir (es handelt sich um geradlinige Polyeder) eine gemeinsame Verfeinerung 
7 von t und 7’ finden. Wir miissen also zum Beweis von B folgendes zeigen: 

C. Sind t und 1’ zwei Triangulationen eines Polyederpaares ® mit t’< tr 
und gibt es auf t zueinem C® kein £”< C®, so gibt es auch in 1’ kein solches C”. 

Beweis: Wir fiihren vollstandige Induktion nach dimf®=n. Fir n= 0 
ist offenbar alles trivial, weil es fiir ein 0-dimensionales Polyeder nur eine 
Triangulation gibt. Nehmen wir also an, unsere Behauptung sei fiir n — 1 
bewiesen. Daraus folgt aber wegen B und A, daB jedes C° mit diml°< n — 1 
atomar ist und es ein z = La,o7 mit €°>z gibt. Wir nehmen also an, es 
habe ¢° die Dimension n. Man sieht, wie oben, leicht, da8 es in ® mindestens 
ein n-dimensionales Simplex o” geben muB. Nun nehmen wir an, es wire C 
falsch, es soll also ein o” aus t geben, so daB |o"| =v |o%;| mit of; <1’ ist, 
daB a}, nicht zu einem {® mit ¢”< C% gehort, aber es ein o"-!< o% = 07 in ¥ 
gibt, zu welchem kein o’*+ o” mit o"-!< o’" in Y vorhanden ist. Ein solches 
Randsimplex nennen wir frei. 

D. Ist o*-!< o" in t ein freies Randsimplex vor |f°|, so ist entweder o”~! 
iiberfliissig (d. h. es gibt ein [”< f° mit Y%>|o"|) oder aber es gehért o”-! 
zu |a¢%|. 
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Aus D folgt, daB mit of, auch jedes of; und damit ganz o” in y iiberflissig 
war, was aber, da o” € t war, nicht sein durfte. 

Beweis von D: Wir nehmen an, o” sei nicht iiberflissig. Wir verwenden 
wieder, wie im Beweis von A (n-dimensionaler Fall) das Ausschneidungsaxiom 
und finden ein (°(Q = (\o"|, Rd|o"|)). Es hat 90° die Form La,o%-! mit 
o}-*=o"-! und a,+ 0. Wegen A fiir den Fall n —1 finden wir, daB sich 
jedes z,< 0¢° darstellt als £ b,o}~", wobei tiber alle (nm — 1)-dimensionalen 
Simplexe in @ (in einer festen Triangulation) addiert wird und sich der Koeffi- 
zient b; als Summe der oben fiir o*-! und o” berechneten a ergibt. Fir 
o ~} ist nun aber b;= a,+ 0, und daher ist |o*~*| < |@ £°|. 

Um den vollstandigen Satz von Ermenserc und Sreenrop herauszu- 
bekommen, miiBte man sich jetzt noch iiber die induzierten Abbildungen 
Gedanken machen. Fiir die Inklusionen war alles klar, weil wir aus der 
Kenntnis der Atome einer exakten Homologiestruktur bereits alles tiber 
dieselbe entnehmen kénnen, solange wir uns auf einer V-Kategorie befinden, 
d.h. einer solchen, wo nur Inklusionen als Abbildungen von Belang sind. 
Mit Hilfe des Homotopieaxiomes und des Satzes von der simplizialen Appro- 
maxion einer beliebigen stetigen Abbildung kann man aber auch den all- 
gemeinen Fall leicht behandeln. Wir wollen hier nur den folgenden Satz 
formulieren : 

Satz 3.1.: Erfiillt GB auf P, alle Axiome von E1LenBerc-STEENROD, 80 ist 
B(P,) = P(P,). 

Dieser Satz wiirde auch noch dann richtig bleiben, wenn die betrachteten 
Polyeder nicht mehr geradlinig sind, weil aus den urspriinglichen Eilenberg- 
Steenrodschen Axiomen die topologische Invarianz von B folgt. Der Schwer- 
punkt des Beweises lag offenbar da, wo gezeigt werden sollte, daB D atomar ist, 
also bei der Behauptung B. Aus Satz 4.4 [3] folgt leicht noch folgender all- 
gemeiner Eindeutigkeitssatz : 

Satz 3.2.: Jede exakte atomare Homologiestruktur U, die die gleichen Atome 
wie D hat, fallt mit S auf jeder beliebigen V-Kategorie B, zusammen. Hier ist 
die Forderung ,,atomar“ nicht mehr aus. den Eilenberg-Steenrodschen Axiomen 
herleitbar und darum unentbehrlich. 


4. Dualisierbarkeit von S 


In diesem Abschnitt soll die zu @ duale Homologiestruktur konstruiert 
werden, die sich darstellt als Kohomologietheorie auf der V-Kategorie aller 
Restmengen von A, die natiirlich mit A wieder identisch ist. Wegen des im 
vorigen Abschnitt Besprochenen kénnen wir zunachst voraussetzen, da8 auch 
ein Isomorphismus zwischen den relativen Homologiegruppen der Restmengen 
der Polyeder und den Kohomologiegruppen der betreffenden Polyeder selbst 
gegeben ist. 

Sei zg ein absolutes Atom von ©, von dem wir zunichst annehmen, dab 
es erzeugend ist. Wir beschreiben es durch ein Erzeugendensystem {[%} 
in dem Ideal aller polyedralen Homologieklassen mit [% <$(0) und (% < (%-1. 
Da €% ein duales Gegenstiick in R"—0;= P, hat, gibt es dort eine auf- 
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steigende Folge x?:> x:-1 fiir die entsprechenden Kohomologieklassen. Es 
wird _ P;= R*—1\0;=P, welches eine offene Menge ist, die trianguliert 
werden kann. Eine solche Triangulation heiBe tr. Wir kénnen, wie man leicht 
sieht, voraussetzen, daB die P; eine aufsteigende Polyederfolge in der Tri- 
angulation ¢ bilden. Dementsprechend findet man eine aufsteigende Folge {c,} 
von Kozyklen auf 1, so daB x’: von c,; erzeugt wird, und kommen zu einem — 
im allgemeinen unendlichen — Kozyklus c auf t. Sei jetzt {£%} bzw. {x?%} 
ein anderes Erzeugendensystem von zg, so kommen wir zu einem c,, welches 

-zu c in dem Sinne homolog ist, daB die die Kohomologie bewirkende Kette x 
unendlich sein kann, weil sie aus einer Folge von solchen {z,} mit x, auf P; 
hervorging. Mit t bezeichnen wir die durch unendliche Kohomologie erzeugte 
Klasse von c auf rt. 

In [3], 1.5 haben wir gezeigt, daB bei der Dualisierung der Homologie- 
sequenz zu einer Kohomologiesequenz der Randoperator @ in j* iibergeht. 
Wir haben die Méglichkeit, in der gleichen Weise wie eben auch, relative er- 
zeugende starke Atome zu beschreiben, und kommen zu den oben bereits 
beschriebenen unendlichen Koketten z. Durch Summen und Differenz- 
bildung erhalten wir aus den starken erzeugenden Atomen alle anderen, wie 
es in [3] ausgefiihrt wurde. Auch diese stellen sich wieder als unendliche 
Ketten auf rt dar. Es ist j*z=c mit einem |z| = (P, R), wenn fir die Ur- 
bilder 0 rg = zg galt. Ist hingegen j* x =¢, so sieht man, da der Isomorphismus 
des Pontrjaginschen Dualitatssatzes als ein solcher eineindeutig ist, daB dann 
auch 0 xg = zg gilt. 

Es folgt auch aus obigen Betrachtungen, daB, wenn z, ¢~ z,¢ in X (X kom- 
pakt) ist, dies besagt, daB fiir zwei Kozyklen c, und c,, die z, bzw. z, in D 
reprasentieren, c,~ c, in R"— X gilt. Sei also X ein beliebiger Raum, so sieht 
man, daB, wenn wir Hy(X) erklaren, als direkten Limes aller Hoo(U) (U offen 
U >X), wobei auf U unendliche Kozyklen mit unendlichen Berandungsketten 
erklart werden, D das zu © duale Gegenstiick ist. 

In [5] zeigt K. Srrnrkow durch ein geometrisches Lemma, daB D isomorph 
ist zur Cechschen Kohomologietheorie mit unendlichen, aber sternendlichen 
Uberdeckungen. 

Lemma: Zu jeder Uberdeckung w von X gibt es eine Umgebung U(X) 
und eine Triangulation t davon, so daf die Sterniiberdeckung von t und w 
isomorphe Nerven haben. 

Dieser Beweis ist geometrisch, wir wollen ihm einen mehr algebraischen 
an, die Seite stellen, der die Ergebnisse in [3] itiber Homologiestrukturen, die 
exakt sind, ausnutzt. 

Wir nennen 9 die Kohomologietheorie, die wir oben beschrieben haben, 
und & die zu  duale Kohomologietheorie, es soll gezeigt werden, daB E=9 
ist. Es ist atomar, weil es ist, und da jede Folge {x?:} (P,€ P) sowohl in 
als in D ein Element x* auf R = P; definiert, ist auch 9 atomar, mit den 
gleichen Atomen wie ©. Nun aber ist 9 exakt und wegen Satz 4.4 [3], d. h. 
aber, da jede atomare, exakte Homologiestruktur projektiv ist, ist S=9. 
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Satz 4: Es gilt auf A der folgende Dualitétssatz: 


He, (X) = H*%g(R"— X) (p+q=n—1). 


Hierbei ist G die Sitnikowsche Homologietheorie und 9 die Cechsche Ko- 
homologietheorie auf unendlichen, sternendlichen Uberdeckungen. 


5. Die Homologiestruktur D 

Fiir unsere Zwecke empfiehlt es sich, eine neue Homologiestruktur ein- 
zufiihren, die sich wie folgt beschreiben 1aBt: 

Definition 1: Sei {z,} eine beliebige abzéhlbare Folge von e,-Ketten mit 
€,> 0, die alle auf einem kompakten Paar @ liegen, so sagen wir fiir beliebiges 
y 2@ (py c A,), daB z= {z,} auf Y einen Zyklus definiert. Es soll z ~ 0 
heiBen, wenn es berandet ({0 z;} = 0 {x;,}). 

A. @ ist exakt. 

Beweis: Das einzige, was wir zeigen miissen, ist, daB wenn z eine Y-Kette 
mit dz = 0 ist, x ein W-Zyklus ist, was aber unmittelbar aus der Definition 
folgt. 

Offenbar unterscheiden sich 33 und © dadurch, daB bei G zwischen den 
Folgengliedern z; noch eine Homologie gefordert wird. 

B. ® ist atomar. 

Beweis: Dieser Beweis ist eine vereinfachte Form des entsprechenden Be- 
weises fiir @ in 2 B, auf den wir hier Bezug nehmen. Der Beweis von (8) und 
von (y) tibertragt sich wértlich. Im Beweis von («) muB man beriicksichtigen, 
daB das dort konstruierte u,—  y},, welches die Homologie zwischen c und z, 
herstellte, nicht die (bei I3 nicht vorhandenen) ai, sondern nur die yj benutzt. 

Man sieht leicht, daB schon auf PS + W ist. Man nehme nur irgend zwei 
polyedrale Zyklen z, und z, mit z, +z, auf |z,| |z,| und bilde die Folgen 
z = {z,} einmal mit z,= z, fir i= 0 mod 2 und z,= 2, fiir i+ 0 mod 2 und 
zum anderen mit 2,;= z, fiir i = 0 mod2 und z;= z, mit i = 0 mod2. 

C. @ ist dualisierbar. 

Beweis: Sei zy, ein Atom, so nehmen wir die Menge aller 0 2 |z| mit 0¢€ 0 
und finden eine unendliche Menge {f9} (j = 1,...) fiir jedes 0, so daB alle 
diese Familien von {¢%} das Ideal zy bilden. Damit zerfallt das Ideal zy in 
unendlich viele Ideale in J3(0). In jedem nehmen wir ein Erzeugendensystem 
{C%} (j fest) und finden, genau wie in 4, einen Kozyklus c,=c in R*—/0,. 
Indem wir die gleichen Betrachtungen wie dort wiederholen, kommen wir 
schlieBlich zur Y dualen Kohomologietheorie D, die sich so beschreiben 1aBt : 
Sei X ¢ A und {U} das System aller Umgebungen von X, und w"= {c?} eine 
Folge von Kozyklen auf U. Wie in Definition 1 bilden wir hier wieder Klassen, 
aber jetzt mit unendlichen Ketten, wie auch jedes cf schon unendlich sein 
kann. Die so entstehende Kohomologiegruppe nennen wir H,.(U). Hx(X) 
ist der direkte Limes aller H oo (U) fiir alle U> X. 

Auf Grund des in 4 angefiihrten geometrischen Lemmas sieht man ein, 
daB @® auch eine entsprechende Formulierung in der Cechschen Terminologie 
zulaBt. 
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Die Homologietheorie % hat fiir uns nur den einen Zweck, die Homologie- 
struktur G, zu konstruieren, die uns folgende Uberlegung liefert: Jeder 
Sitnikowsche Zyklus ist erst recht ein Zyklus in %, den wir (zg) nennen. 
Man kann also davon sprechen, daB z¢ ~ 0 beziiglich W ist. Die Zuordnung 
ist natiirlich nur ,,in‘‘ und nicht ,,auf“. 

DemgemaB definieren wir: 

Definition 2: Die Homologiestruktur Gz, wird durch Atome zg erzeugt. 
Es soll zg~ 0 beziiglich Gy sein, wenn (zg) ~ 0 beziiglich W ist. 

D. Es stimmt in der Kategorie M aller metrischen Raume Gy, mit der 
Vietorisschen und damit mit der Cechschen Homologietheorie 3 mit kom- 
pakten Trager iiberein. 

Beweis: Es ist bekannt, daB die Vietorissche Homologietheorie und die 
Cechsche mit kompaktem Trager iibereinstimmen, und den Beweis, daB Gy 
zu ersterer isomorph ist, sieht man sofort, wenn man sich an die Definition 
von B erinnert: Die Zyklen sind Sitnikowsehe Zyklen, und es soll z ~ 0 be- 
ziiglich @ sein, wenn es eine Folge {Y,} mit @y,—z, gibt (Masche y,- 0). 
Aus B, C und 4 folgt, daB die Vietorissche Homologiestruktur dualisierbar 
sind, was erstmalig in [6] von K. Strnrkow bewiesen wurde. 

Satz 5.1. Die Cechsche Homologietheorie mit kompaktem Tréger © auf der 
Kategorie A ist dualisierbar, d.h. es gibt eine Kohomologietheorie B, so dap 


Hs (X) = Hz5(R"— X) (X ¢€ A) p+ p=n-1 
gilt. 
Wir haben schon eine abgeschwichte Form des Eilenberg-Steenrodschen 
Eindeutigkeitssatzes, die sich aber auch viel leichter beweisen lieB, kennen- 
gelernt und benutzen nun den Satz 4.6.1 aus [3], um einen anderen Iso- 
morphiesatz herzuleiten: 

Satz 4.6.1. [3]. Ist auf einer V-Kategorie Z, Cc A, oder fiir einen bestimmten 
Koeffizientenbereich ein atomares D bereits exakt, so ist U(Z,) = U*(E£,) *). 
Dies liefert uns jetzt den Satz: 

Satz 5.2. Fiir kompakte Koeffizientenbereiche fillt die Cechsche Homologie- 
theorie mit kompaktem Triger (die Vietorissche Homologietheorie) mit der Sitni- 
kowschen zusammen. 

Beweis: Die Vietorissche Homologietheorie GU ist atomar, und es gilt 
%*—6. Nach einem Satz von ErLenBerc und StreenRop [4] ist fiir kom- 
pakte Koeffizientenbereiche die Cechsche Homologietheorie exakt. Fiir ein 
Kompaktum X fallt die Cechsche mit G (= Vietorisscher) und damit also 
mit @ zusammen. 

Da © eine Homologietheorie mit kompaktem Trager ist, ist unser Satz 
bewiesen. 





*) Man beriicksichtige, daB atomar und Bedingung (**) in 3 mit unserer Forderung 
von atomar identisch ist, da wir atomar nannten: Jedes Hauptideal ist in einem maxi- 
malen Kernideal enthalten. 
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6. Induzierte Homologiesirukturen 

Seien AC B zwei V-Kategorien und U eine Homologiestruktur, die auf 
A, atomar sind. Wir hatten U(B,) so erklart, daB ein Atom z in U(A,) in 
® ¢ B, dann und nur dann erzeugen soll, wenn |z| < ®, wobei diese Inklusion 
ja eindeutig erklart war, da AC B. Nun gehen wir zu einem etwas allgemeinen 
Fall tiber. Sei A, eine V-Kategorie, die in einer Kategorie A enthalten ist. 
Es braucht A belise reine V-Kategorie mehr zu sein, sondern es kann zusitz- 
lich zu den Inklusionen noch weitere Abbildungen geben. Dabei kann es 
auch vorkommen, daB die Objekte von A, und A iibereinstimmen, aber es 
in A mehr Abbildungen gibt. Diese Kategorie, die durch Erweiterung der 
Menge aller Abbildungen von A, durch die von A entsteht, nennen wir A, (A). 
Wenn wir eine Abbildung mit / bezeichnen, so meinen wir, daB sie keine In- 
klusion von A, ist. Sei nun U eine atomare Homologiestruktur auf A,,. Wir 
bilden eine neue Homologiestruktur U,(A,), indem wir die Homologie- 
klassen (7 von U, durch Paare z,;= (z, /) erzeugen lassen, wobei z ein Atom 
in U ist und f eine Abbildung von |z| in ®¢ A,. Es soll (z,, f,) ~ (z,, f/,) in ® 
sein, wenn es ein > |z,| y |z,| mit wy ¢ A,, und eine Abbildung / von ¥ in ® 
gibt, die eine Fortsetzung von /, und /, ist. Wir nennen diese Paare (z, /) die 
induzierten Atome in A,. Die Addition und den Randoperator erklirt man 
in naheliegender Weise. 

Nun kann es aber auch vorkommen, da8 wir von den Atomen von U(A,,) 
nur gewisse heranziehen, etwa im Falle der Sitnikowschen Homologietheorie 
alle simplizialen Atome. Wir sprechen sodann von den durch die Menge K 
von Atomen in U(A,,) induzierten Atomen und entsprechend von der Ho- 
mologiestruktur Ux (A,). 

A. Sei K die Menge aller simplizialen Atome, und A,, = P,, so ist Bx (A,) 
(A, Kategorie aller Teilmengen des R") mit der ingelieen Homologietheorie 
identisch. 

Beweis: Die singulire Homologietheorie wird bekanntlich erzeugt durch 
Paare (o", /), wobei o” ein orientiertes Simplex und / eine stetige Abbildung 
von / nach einem Raum X ist. Der Beweis, daB dies mit unserer Definition 
iibereinstimmt, ist technisch und kann hier tibergangen werden. 

B. Sei J die Gesamtheit aller Atome von © und wieder A,, = A,, 80 is 

S,(A,) =S(A,) . 

Beweis: Jedes Atom von © ist ein in Abschnitt 2, Definition 1, definierter 
Sitnikowscher Zyklus. Ebenso ist das /-Bild eines solchen Atomes z, welches 
offenbar mit (z, /) identifiziert werden kann, ein solcher Sitnikowscher Zyklus, 
aber nicht mehr notwendigerweise ein Atom. Da nun © durch diese Zyklen 
definitionsgemaB erzeugt wurde, ist das gerade die Behauptung. 

Die induzierten Atome sind im allgemeinen selber keine Atome mehr. 
Sei R bzw. I die Gesamtheit aller durch K bzw. J induzierten Atome. 

Es kann sein, daB in einem Pe € A,, 2% als Element von 1, aber nicht als 
Element von & berandet. Wir nennen N(®) die Untergruppe aller Klassen 
von in diesem Sinne rel. K berandenden induzierten Atomen. 














364 FriepRicH- WILHELM Bauer: Spezielle Homologiestrukturen 


Ay (® 
C. Sei U exakt, so ist F(®) = —*— + eine Untergruppe von Hy, (®). 


Beweis: Es ist RCT. Jedes (®¢ F wird durch ein zz erzeugt. Dabei ist 
zx ~ 0 rel. F, wenn es ein Element von I berandet, was offenbar die Be- 
hauptung zeigt. 

Insbesondere folgt daraus, daB, wenn U, atomar ist, auch F atomar ist. 
Dies trifft z. B. zu, wenn U,;,=© und Uz, die singulire Homologietheorie ist. 

Definition 1: Wir nennen eine Homologiestruktur U atomar in A, rel. A,, 
wenn U in A,, atomar ist und wenn es in A, durch die induzierten Atome von 
A, erzeugt wird. 

Wir kénnen unsere ganzen Betrachtungen, die wir in [3] fiir atomare 
Strukturen angestellt hatten, fiir relative atomare Strukturen wiederholen 
und kommen zu vollkommen gleichlautenden Satzen, in denen stets nur das 
Wort ,,Atom“ durch ,,induziertes Atom“ ersetzt werden miiBte. Zu jedem U, 
welches atomar rel. A, ist, kbnnte man ein U* rel. A, konstruieren, welches 
exakt und projektiv ist. Umgekehrt wiBte man auch wieder, daB exakt und 
projektiv aquivalente Begriffe sind. Insbesondere hatten wir hier als wichtige 
Anwendung: 

Satz 6: Die singulére Homologietheorie ist atomar rel. P, und projektiv, 
solange nur relativ atomare Homomorphismen als Abbildungen und simpliziale 
Atome als Atome in P, zugelassen sind. 

Diese letzte Behauptung folgt daraus, daB die singulare Homologietheorie 
exakt ist. 
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Flachenapproximation beim Jacobialgorithmus 
Von 
Wo rreane Scumipt in Wien 


1. Sei P (a,, x) ein Punkt des R,. Nicht beide Koordnaten sollen rational 
sein. Wir bilden den Jacobialgorithmus von «,, «,. Unter Verwendung der 
Bezeichnung von [5]') bilden wir 


A” A” Av-v Ag-v 
(1) D, — (2,— as) (x, a7) — (a, 7 ae i) ) (a,— ae) ) ‘ 


D, ist zweimal gleich der Flache des Dreiecks mit den Eckpunkten P und den 
beiden aufeinander folgenden ,,Naherungspunkten“ 


Ay? Aw A‘- 8] AY -) 
P= (fp ap) md Pam(Gpev. Sev): 


In dieser Arbeit beweisen wir den 

Satz. Fiir unendlich viele v ist 
(2a) D, < \ja AY’ AL—), 
wobei « die reelle Wurzel von a®-- «®— 31 =0 ist. («n = 3,51...) « ist best- 
méglich genau dann, wenn im Algorithmus von a,, %, fiir» = N af?=1, a=0 
ist. Dies ist z. B. bei o*-- 0,0 der Fall, wobei o die reelle Nullstelle von 
o® — op? — 1 = 0 ist. 

Endet der Algorithmus nicht so, dann ist unendlich oft 
(2b) D, < 1/B AQ AG—), 
wobei B die reelle Wurzel von B°— 3 B*— 23 = 0 ist. (8 = 4,26...) B ist best- 
méglich genau dann, wenn fiir ein N und allen >0 aS’ +2” = 1, af¥ +2"*") = 2, 
al’ + ") = 0, wenn also der Algorithmus so endet, wie jener von o*— a, a, wobei o 
die reelle Nullstelle von o? — ao — 1 = 0 ist. 

Endet der Algorithmus auf keine der beiden angegebenen Arten, dann ist 
unendlich oft 
(2c) D, < > AQ AL) 

2. Bemerkung 1. Der Satz ist analog den Approximationssiitzen mit 
Ungleichungen 

A, | - A, = 
a— Be) < 1/5 BP baw. a— Br) < 1//8 Be 

bei Kettenbriichen. Vermutlich lat er sich, ahnlich wie diese, so fortsetzen, 
daB wir eine Markoffsche Kette erhalten*). Wahrscheinlich lassen sich ahaloge 


1) Zum Verstandnis sind die ersten fiinf Paragraphen von [5] hinreichend 
*) Siehe etwa [1], Kapitel IT, [2] Kapitel XI oder [3] Kapitel IT 








366 Wo.treanc Scumipt: 


Satze bei Jacobialgorithmen héherer Ordnung aufstellen. Die Zahl-"> in (2c) 
kann verbessert werden. 


Bemerkung 2. ,,Flichenapproximation“ findet sich auch in [4], Satz 13. 
Bemerkung 3. Wir werden im folgenden nur den Fall diskutieren, daB in 


der Entwicklung keine Stérungen auftreten. Sind namlich Stérungen, so ist 
D,= 0 fiir groBes v. 


Bemerkung 4. Man erhilt leicht die folgenden schwicheren Schranken: 
a) (3) D, < 1/AQ4 Ag). 


Beweis. Aus Formel (5) in [5] folgt durch Herabsetzen der oberen Indices 
um | 


AY—Y/AL—-Y AM/AM AY+H/AGtD 
2F (Pry Poy Pres) = |S MAS? AD IAD AS*/AEY) — IAS + PAYAL, 


wobei F(P,_,, P,, P,4;) die Flache des Dreiecks mit den Eckpunkten 
P,_,, P,, P,., bedeutet. Infolge Formel (2) in [5] ist 


Ay» + A” af) + Av+n af) 3 
ei = AOD + AM gD 4 AGT ged («= 1, 2), 
wobei a’) > 0. Daher liegt P (a,,«,) im Dreieck mit den Eckpunkten 
P._,, P,, Py, und es folgt 
D,= 2F (P, P,-4, P,) = 1A * VAMAL—Y < L/ALYAL—)). 


b) Setzt man #,=2F(P, P,,,, P,-,), so gilt mindestens eine der Un- 
gleichungen 


(4) D< 1/3AQ(AC—), Do& 1/3 Ae + (A), E,< 1/3A&—%( Ae + D)2, 
Beweis. Angenommen, die Behauptung ware falsch. Nun ist 
D+ Dyiy+ B,= 2F (Pyiyy Pps Pyss) = 1/48 * PAY, AL—Y 
und, indem man die reziproken GréBen von A?—”, A’), A®*+» einfiihrt, 
a*b + b?c + c?a < 3abc. 


Diese Ungleichung fiihrt aber bei a > 0, 6 > 0, c > 0 auf einen Widerspruch. 
3. Lemma 1. 





1 Aw” a” 1) Avr») = 
») — 1 . co. an. © hee 
(5) F,= D, Ag (Af 2 a [oes ' Ag “ag-) 3 a= | 
. ° x x b xs » a” 
Beweis. Wir setzen a= = , a= >, allgemein af = 25; , af?= aa 
0 0 0 


und arbeiten mit den homogenen Gleichungen (x) aus [5]. Dann folgt aus 
(5) [5] und (2*) [5] 


| ay ay» A” 
xz, Ag-» Ay’ | ai ae), 
ty AY? AY | 

D,= 2#2—-Y/AL—YAM x4, 
(6) F,= 2—YVAL—V/2. 
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Nach (2*) [5] ist weiter 
X= Ag—Yae—D+4 Aw) ale —D + Ae + Dge—1) 
Daraus und aus (6) folgt die Behauptung. 


Wir setzen 
) gM) (») 
3 3 ay ay se  G 
(Av + ), Av + , Ag +) — K (1 a hk ay” ) . 


um anzudeuten, daB das Tripel eine Funktion der a” ist. Unter 
a a .... 
K (oe ad « ¢ « ) 
verstehen wir den Wert des Kettenbruches, d. h. den Punkt 
P (a, &), wobei «= lim A{”/A. 


‘> @ 


Lemma 2. 


i 
(7) (4¢+®, a+ DAG TD + Avr 0, ag *%) _ K( % ° 


(+1) (¥) 
a) a “a oe 


(rv) 
(¥ + 2) +1 ¥+2 ¥+1) »+3)) _ a 
(8) (AGt+®, a’ +VAC+2 +4 AC Ag+) = K(, 


(v+1) (*%) 
1 a = 


(~—1) 
ay ji. k 
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(i = 1, 2) 
ay 
sn) 
ay 


Bemerkung. Das Lemma ist analog den Formeln (5), (6), aus [6], § 4 


Beweis. Zunichst ergibt sich aus [5] (4) die Kontinuantenformel 


a” —1 
aw ae” ee 
L ain co —— 
A+ 3)__ | 1 2 
2 1 a> = af —1 


1 a‘” a!” 


Durch Umklappen der Determinante um die Nebendiagonale sieht man, daB 


zumindest der Ausdruck fiir Af’ ** in (7) richtig ist. 
Wir fiihren BY“ *®(i = 0,1, w = 1, 2,..., ») durch 


(Bu +- 3) Bu +3) Bu + 3)) = K ( ay” =? ens ay “) 
0 , 1 , 2 ay+») a” ay’ +1-") 
ein. Dann ist nach dem oben bemerkten 
(9) BE+9— Ag+, 


und ebenso ist BY? = = A+?) BY + )— A’*+). Indem man die beiden letzten 


Zeilen von Seite 7 Tin [5] auf die B ‘enwendst, erhiilt man 


(10) BY +?) BOD AVt® 
und 
(11) Be +9) a Bet 2) 4 av * » Bet 2) Ag+ 1) 4 av + » A’ +2). 


Aus (9), (10) und (11) folgt (7). (8) folgt aus (7) unter Zuhilfenahme der vor- 


letzten Zeile auf Seite 7 in [5]. 
4. Lemma 3. Sei af? = 1, al”) = 0 fir y > K. Dann ist 


1 oe . , , , 
F,< = fir mindestens jedes dritte vy > K +- 2 


1 ' . , , 
F,> = fir mindestens jedes dritte v > K +-2 


Math. Ann. 136 25 











Beweis. Fir » > K ist 


al? — 1) 2 98 —o, af) ae 0. 
Aus Lemma 2 folgt fir » > K 
Pl... 1 a? ... a a 
(Ay +®, as, 459%) =i Ov 00 f-? ... 
»—K+2 


und 
lim Av +9 Ae +2) — Qo. 


> 2 


Weiter sind fiir » > K + 2 Rekursionsformeln 
AM = AG—Y4 AG—%) 
giiltig. Auch fiir die Tripel T® = (A’ +”, AV +, A’* >) gilt 


(12) T = Te-0+4 Te-%, 
Setzt man 
(13) Qe) = (r@), x”) = (Ag+ D/A’ + 2). AS + 9)/ Ae + 2)) . 


so liegt Q*”) infolge (12) im Dreieck mit Eckpunkten Q), Q’-», Q&-%. Ist 
pe > 1, so liegt Q°*” im Inneren des Dreiecks. Ebenso liegt 
(14) lim Q@) = (9?— @, @) 


im Dreieck mit den Eckpunkten Q¢*+®, Q@+, Q@*+®, daher im Inneren des 
Dreiecks mit Eckpunkten Q@, Q°-», Q@-®. 
x(o?—@—a)+y+oe—1=0 


ist die Gleichung einer gewissen Geraden durch (9?— 9, 9). Folglich hat man 
fiir mindestens jedes dritte »y > K + 2 


r—%) (92 9 — a) + 8-9 + p—1>0 
: o-—1 g-% 
0 — 0+ en + ew > 


Nun ist firy> KnachLemmal ., ' 





(15) P= (ene + $= += =] 


Daher ist tatsaichlich 
F,<— < fr mindestens jedes dritte y > K + 2. 

Ebenso sieht man: , > + fiir mindestens jedes dritte » > K + 2. SchlieBlich 

ist nach (13), (14) und (15) lim F,=—. 
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Lemma 4, Gibt es in der Entwicklung von a,, a, ein N, so dap 


al® +2») _ 1, a +2r+0_ 2, a +)>0, (vy => 0) 
dann ist 


F,<F fiir mindestens jedes dritte gerade y > N +5 
F,>3 fiir mindestens jedes dritte gerade » > N +5. 


Ebenso fiir ungerade v. 
lim F, = 2 


r+ f 


Beweis. Es ist of%***® = o(¥**)(i = 1,2). Wir erhalten das Gleichungs- 
system 
af) = 1 /af¥ +1) O64) a 1+ anf ¥ +2)/q (NW +1) 


ol +3) ae l/as™) af +2) 2 +4. af") /ox6¥) 


Auflésung ergibt 
a —g—o, aof=o 


af*+Deg—1, af%tDeag+1. 
a) Sei y= 1+ N (mod 2). 


In diesem Falle ist «{*-) = o?— a, af’-Y =a, 


S13... fu... 
(v) (»—1) (+1)) — 
(Ay, Ay”, Ay*”) K(, os. .:arn... ). 


Setzen wir y= N + 24+ 1. Dann ist 


lim Af’-v/A®) —_ lim AN +20)/ AW +2yu+1)— ge. l 


us to @ 
lim Av’tnj/A® = lim Aw +8n+9)/A(N +8e+0) on o+ l. 
p> co > oO 


Fiir gerade sowohl wie fiir ungerade y > N + 5 gilt die Rekursionsformel 


Av) = 2AP-% + 3Ae- + Ag-®. 
Setzen wir daher 
T® — (ALY +8e+ 1), Ass + 2p), A{¥ +2e+%)) : 
so ist 
TH = 2TH) + BT) + T-4), 
Erklart man 
QM) = (r), s) — (A(X +2m/ AWN +2042), A(N +2 +2)/ AUN +2041), 


so liegt Q*” im Inneren des Dreiecks mit den Eckpunkten Q™, Q/—»), QU). 
25* 
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Ebenso liegt 
lim Q = (o?— 1,¢+ 1) 


uo 


im Inneren dieses Dreiecks. 
a(o*—1— ~)+ y+oa—1=0 


ist die Gleichung einer Geraden, die durch (o?— 1, ¢ + 1) geht. Fiir mindestens 
jedes dritte yu ist folglich 


r-) (o?@— 1 — B) + 8 D+ o0—-1>0 
1 suv 
&—1+—-5 C—1)+ a> B. 


Nun ist aber nach Lemma 1 


Py sa-1=|0°—1+ ew 0-1) +S] <5. 
Folglich ist fiir mindestens jedes dritte y > N + 5,das kongruent N + 1 (mod 2), 
Fi< 3 . Ahnliche Uberlegungen fiihren zu F, > 4 . Man sieht weiter 
sofort lim Fy ,»,-1= 2. 

oe B 


b) Der Fall » = N (mod 2) ist ahnlich zu behandeln. 
5. Lemma 5. Sei viermal nacheinander F, = ~ . Genauer, sei 


(16) F245 (u=v,v¥+1,¥+ 2,¥+ 3). 
Dann ist af— + a?— + al < 3. 
Beweis. Nach (6) bedeutet (16) 


3 
a—) AG—D 2 [3 70° 


% — pet) AUD <Q, (u=v,v+1,¥+ 2,¥+ 3). 


Es gibt daher GréBen 4,, 6,,,1, 6,42, 6,43, die wir spaiter auch mit ,, &,, €, C, 
bezeichnen werden, so daB 0 < 6, < 1 und 


(17) m — eb, PAD — 0, (u=v,v+1, »+ 2, + 3). 
Dabei ist 
(18) Xo= AW) 2) + AG + Dg + Ag +2) 2%) 


~_ AM at D+ AG + Y (a) e+ D+ ate + 2) 4. 
-}- f—" at 14 av —) AM) + Av—)) xf. 


Ferner 
(19) we—Y AC—D (ag—Y 2) + al”) xf” + 4 a +2) Av—) 
(20) a +2) Ay+2)— gv +2)(qe—D Ae+ D4 ae—YAM+4 AV—N), 











Wir setzen noch 
(21) MO —AeetD e+ Da pa t+® 
Ag+ Do LAY? AY) = M Ag». 
A, w, L, M sind simtlich gréBer als eins. 
Zur Abkirzung schreiben wir 

a =a’, b,= av—, b,= at’) 
Setzt man (18), (19), (20) und (21) in (17) ein und kiirzt durch 2f+® A?—» 
durch, so erhalt man das Gleichungssystem 

3 
—> fi(adp t+ bu +1) =0 


k—S dp M =0 
(22) 4 
k—=@,L uM =0 
k—? t(aLM +b, M+1)=0 
wobei 
k= Myu+LM (by +1) + (@LM+b,M+1)du 
= pM(aLA+b,A+b,L4+1)+LM+ dp. 


Es gibt ein 2 = 1, so daB 
L=en, A=e,2. 
Es gibt ein x, so daB 


(23) ae,au+bu+l=l,x 


ae,7M +b,M+1= (x. 
Insbesondere ist 


(24) (\x2a+6,+1 
Cox 2a+6,4+1. 
Aus (22) erhalt man noch die Gleichung 
e,.L uM =C,(aLM + b,M + 1) 
£67 uM = C,6.x. 
Die zweite oder dritte Zeile in (22) lautet nun 











C1 Ca% Cx g “—1 
or} (ae,€,22+ b,e,2 + b,e,2 + 1) + px ——— = — + aX oeath,~ 
_B oa” 
9 €&27 - 
2 L 13 1*%*— “—sF 
cataw(ans 4 hy +)+e ood _ —s, te "ent, - 


he: Cx — 


a+b, + a+b, ~<0. 





tex (a +b, +b,—-7) + 
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Daher ist a+b+b<—, a+6,4+6,<3. 
Lemma 6. Sei 


_ 
vo| 3 


F,= (u=v,¥+1,¥+2, + 3). 
Dann ist sogar a —" + a?—) + a = 2. 

Beweis. Indirekt. Wir nehmen an, af—" + a’—” + a® = 3. Aus (24), (25) 
erhalten wir 


1 102% 1 
— 3 filext 3—b, +i- = <0. 





Dies fiihrt in jedem der Fille b,= 0, 1 oder 2 auf einen Widerspruch. 
Lemma 7. Gelte (2c) nicht unendlich oft. Dann muf fiir geniigend groBe v 


a< 3, a=0 sein. 


Beweis. DaB af < 3 sein muB, folgt aus Lemma 6. Es darf auch nicht 
a’ —)) — a) 1 sein. Es ware denkbar, daB fiir unendlich viele » 


(a) av—Y—1, a®=0 
oder 
(b) av—Y—0, a=, 


Dann ist auf jeden Fall (a) fiir unendlich viele y giiltig. Nun darf nach Lemma (6) 
(a) mit af- > 1 héchstens endlich oft vorkommen. Hingegen ist (a) mit 
ay-) = 1 fiir den Algorithmus von vornherein ausgeschlossen. Denn aus 
a’-) = af» folgt ja nach [5], Seite 4 unten, a” > 0. 

Orientierung. Bisher wurde gezeigt, daB der Satz richtig ist, falls unendlich 
oft a‘ + 0 oder unendlich oft af) > 2. Im folgenden diirfen wir uns auf den 
Fall beschriinken, daB fir y> N a= 0 ist und af gleich 1 oder 2 ist. Wir 
haben zu zeigen, daB (2c) unendlich oft gilt, auBer die Kettenbruchentwicklung 
endet auf 

ROB wa 


F Ve. 
see yee ) 


0000 


6. Lemma 8. Sei fiir wnendlich viele vy af) = af = 2. Dann gilt auch (2c) 
fiir unendlich viele v. 
Beweis. Man darf annehmen, a{“) = 0, falls 4 =>» — 10 etwa. Nach (2*), 
[5] ist 
Lo= A® af) +. Ag+ 1) a?) + Ag+ 2) af) 


= AP alt) + AltD 2+ + Alt 2), 





—s 


—s 
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, Nach (6) ist 
F,+3= a+) A’t)/x= (G,.9)7 
Ag+® = ol AM a+? 
G,+2= AgtD Zyrn - Ageh , ay+D 
ay—» Agt» + Ag» ay? ay+) + ay+® Ay ay+® 
(26) ° Aged aera gear + Gen 
oy ” A + ay? Ag-» zy+® + ay—» yt 
= af—) af) + Se + an + 


Ag-» ay+s 
AgrD at) ° 
In unserem Falle ist daher 


AP +2ae 1 
G+224+ gam paew > tz 
3 
Pii2< TR: 


Lemma 9. Sei unendlich oft in der Entwicklung 


way ee 
also a{’-*) = ay) = af’) = 1, af) = 2. Dann gilt (2c) wnendlich oft. 


Beweis. Man darf nach dem vorigen annehmen af*)=1, a{=0. 
Nach (26) ist 
Ay? +2 A?-» xy+® + xt 3 Ag-» + Ag-» 13 


G42 22+ Gop aew + >>. 





——_. >> — 
Pe tala + xt + Ag-) + Ag+ Ay 





Lemma 10. Sei fiir unendlich viele v af) = af?=1 und fiir unendlich 
viele 2 al? 2. Dann gilt (2c) unendlich oft. 
Beweis. Da man sich auf af”) < 2 beschrinken darf, folgt, daB unendlich oft 


vorkommt. Nach Lemma 8 und Lemma 9 darf man annehmen, daB 
cS ee eS eo 
| ..09000000 

unendlich oft in der Entwicklung aufscheint. 


al’ —§) a”) — z. a’ —*) — a’ -- 2) a” —1)_. a’? | a ee a =@. 
Nach (26) ist 
Aw +2 Ag-» xt? + ay 3) 


G12> 2+ ae + Gee ee 
i 4 Ag-» + Ag—» 4A 4 4-9 4449-9 13 








+ Sap pap pape =3+ saya eae er 


weil Av) < 340. 
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7. Beweis des Satzes. Man darf annehmen, da8 a= 0, af < 2, bis auf 

endlich viele y. 

Ist fir »y > N a®= 1, so gilt der Satz nach Lemma 3. 

Ist fir » > N af= 2, so gilt der Satz nach Lemma 8. 

Man darf also annehmen, da8 unendlich oft af = 1, a= 2. 

Ist unendlich oft af*—” = af) — 2, so ist der Satz nach Lemma 8 bewiesen. 
Ist unendlich oft a’—? = af = 1, so gilt der Satz nach Lemma 10. 

Daher bleibt nur der Fall, da8 fiir » > N af abwechselnd gleich 1 bzw. 2 
ist. In diesem Falle hilft uns Lemma 4. 

8. Wir erwaihnen ohne Beweis weitere Eigenschaften der Kettenbriiche, 
die sich auf Jacobialgorithmen iibertragen lassen. Es gibt Analoga zu den 
Euler-Mindingschen Formeln und zu den Kontinuanten. Es gilt folgender Satz: 
(Siehe [6], Satz 9): Beginnt die Entwicklung von P(a,, 2), Q(B;, Bz), Rly V2); 
mit denselben Koeffizienten 

ay? ay ree ay 
(aes a ... a ) ’ 
dann beginnt auch die Entwicklung jedes Punktes S(6,, 6,), der im abgeschlos- 
senen Dreieck mit den Eckpunkten P, Q, R liegt, mit diesen Koeffizienten. 


\ 
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Nilpotent Elements in Semi-simple Jordan Algebras*) 
By 
N. Jacospson in New Haven (Conn.) 


The main purpose of the present paper is to the following 

Theorem A. Let § be a finite dimensional semi-simple Jordan algebra 
over a field ® of characteristic + 3 (and # 2). Then if e is a nilpotent element 
of § there exists a second nilpotent element / in § such that the subalgebra R 
generated by e and f is a direct sum of ideals which are isomorphic to the 
Jordan algebra of all linear transformations of a finite dimensional vector 
space M over ® which are self-adjoint relative to a non-degenerate symmetric 
bilinear form (z, y) of maximal Witt index. 

The proof for characteristic 0 is based on 

Theorem B. Let § and e be as in Theorem A. Then there exists a second 
nilpotent element f in § such that 
(1) 2A (e,e,f) = é, 2A (f,f,e) = f 
where A (x, y, z) = (x-y)-z— a-(y-z), x- y the multiplication in §. 

Two elements of a Jordan algebra which satisfy the associator conditions (1) 
will be called associates. For § semi-simple of characteristic 0 the existence 
of a nilpotent associate f for any nilpotent e ¢ § has been proved in an earlier 
paper ([{11], p. 112). We can complete the proof of Theorem A for charac- 
teristic 0 by determining the structure of the Jordan algebra generated by 
any two nilpotent associates. The structure of this algebra can also be deter- 
mined in the characteristic y # 0 case provided the index of nilpotency of e 
and / does not exceed y — 1. This requires an extension to the case 7 # 0 of the 
classical representation theory of simple Lie algebras of three dimensions 
which we have given elsewhere ([{14]). The proof of Theorems A and B for 
7 #9 makes use of the structure theory, in particular, the determination 
of the simple algebras. For special simple algebras the verification of these 
results is quite straightforward. For the exceptional algebras the proof is 
somewhat roundabout and makes use of the structure of the algebra generated 
by two associates. 

Any non-zero nilpotent element of an exceptional simple Jordan algebra § 
has either index three or two. We can apply our results to prove that any 
two nilpotent elements of index three are conjugate relative to automorphisms 
of 3. The same result holds for index two if @ is algebraically closed. These 


*) This research was supported in part by the Office of Naval Research under contract 
Nonr 609-—19. 
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results are needed to establish for exceptional Jordan algebras analogues of 
certain well-known theorems (e.g. Frobenius’ theorem) on the centralizer of a 
single linear transformation. These will be given in a forthcoming paper 
by B. Harris ([8)). 


1. The characteristic zero case. An algebra § over a field ® of characteristic 
x * 2 is called a Jordan algebra if its multiplication a - b satisfies 


(2) a-b=b-a, a*®-(b-a)= (a®-b)-a 


where a?=a-a. Such an algebra is necessarily power associative, that is 
if a* is defined by a'= a,a*= a*-!-a then a*-a'= a*-'. An element a is 
nilpotent of index n if a*= 0 and a"-1!+ 0. If & is an associative algebra, 
2% defines a Jordan algebra 2+ relative to the Jordan composition a - b= 
+(ab + ba), ab the associative product. A Jordan algebra is called special if it 
is isomorphic to a subalgebra of an algebra 2+. A finite dimensional Jordan 
algebra is called semi-simple if it has no non-zero nil ideals (ideals containing 
only nilpotent elements). Such an algebra has an identity 1 and is a direct 
sum of ideals which are simple algebras (ALBERT [3], [4]). This result, together 
with the theory of Lie algebras, can be used to prove that if e is a nilpotent 
element in a semi-simple Jordan algebra § of characteristic 0 then § contains a 
nilpotent associate f of e ({11], p. 112). We shall now determine the structure 
of the subalgebra R generated by a pair of nilpotent associates. Throughout 
this paper the term subalgebra will mean subalgebra containing 1. 

Thus let R be a finite dimensional Jordan algebra of characteristic 0 
having an identity and generated by two elements e and f satisfying (1). 
Since R is generated by two elements it follows from a theorem of SHrRsHOV- 
Coun that & is special (Conn [6], SHrRsHOov [20], JacoBpson-PatcE [16)]). 
Hence we can identify R with a subspace of an associative algebra 21 where R 
is closed relative to the Jordan composition a-b = 4 (ab + ba). We may 
assume also that the enveloping associative algebra R* of R is A. Then | 
acts as identity for 2 and 2 is finite dimensional (J acopson and Jacosson [9], 
p. 146 and p. 145). Hence we may consider 2 as an algebra of linear trans- 
formations containing the identity transformation in a finite dimensional 
vector space IN over ®. We can verify that in 2% we have 


(3) A (a, b,c) = (a-b)-¢ —a-(b-c) = } [b[ac]] 


where [xy] is the Lie commutator ry — yx. Hence the conditions (2) yieid 
fe[ef]] = 2e, [f[ef]] = — 2f, or, if we set h = [ef] then we have 


(4) lef] =h, [eh] = 2e, [fh] = — 2f. 


Let 2 be the three dimensional Lie algebra with basis (e’,/’,h’) such that 
[e’f’] = hh’, [e’h’] = 2e’, [f'h’] = — 2f'. Then 2 is simple and the linear 
mapping of 2 into A such that e’+e, f’+/, h’+h is a representation of 2. 
The theorem on complete reducibility of the representations of 2 (for charac- 
teristic 0) implies that the enveloping algebra 2 of the representing trans- 
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formations is semi-simple. Since R*= 2 it now follows that R is semi-simple 
(ALBERT [1], p. 532). Hence R = R, © R,@ --- @ KR, where the KR, are ideals 
and are simple and special. 

In order to determine the structure of the R,; we need to recall some facts 
about the irreducible representations of the three dimensional simple Lie 
algebra 2. Let M be the j-dimensional vector space with basis (2,, 2», . . ., x;) 
and define the linear transformations e, / and h in M”) by their effect on the 
basis, as follows: 

we=2%4,tsj—1,rze=0 


(5) 2,f = 0,2;,,;f = i(t —j)z,,isj-1 
a,h = (21 — 1 — j)a;,. 


Then we can verify that (4) holds. Hence we obtain a representation 0, of L. 
It is well known that this representation is irreducible (for example, J acopson 
[14]) and it is clear that e/= 0 = f’ and e/-'¥+ 0, f’-'¥ 0 in 9,. It is known that 
every irreducible representation is equivalent to a 9;. Hence there is one and 
only one irreducible representation of 2 for every degree j = 1,2, .... 

Let (x, y) be a non-degenerate symmetric bilinear form in NM) of maximal 


Witt index | . 


linear transformations in M) which are self-adjoint relative to (x, y). It is 
easy to see that (x, y) is determined up to a multiplier in ®. Hence 9 is 
uniquely determined (in the sense of isomorphism ) by j. We now note the 
following 

Lemma 1. Let 0, be the representation of 2 (of characteristic 0) defined 
by (5). Then the Jordan subalgebra RY) generated by e and f is isomorphic 
to HH”). 

Proof. We define a symmetric bilinear form (x, y) in M by specifying that 


and let 9) denote the Jordan algebra (relative to a - b) of the 


(6) (2; 2%;—241) = Ope- 


Then (x, y) isnon-degenerate. Moreover, the space spanned by (#1 %2- sets ‘) 

i2] 
is totally isotropic; hence (x, y) has maximal Witt index. Let h;, be the 
linear transformation in IM”) such that 


(7) Shen = Zp, Z41-ghie= Taia-w 


th,=— 0 ifl 4i,j7+1—-k. 

Then the h;, with i+ k<j + 1 form a basis for the Jordan algebra 9”) of 
linear transformations in M) which are self-adjoint relative to (x, y). One 
verifies using (5) that e,f¢ 9%. Hence R® CH. We note next that 
h?= 4((e-f)-e)-f —4(e*-f)-f —2e-(e-f?) +} 22- PER and 2,h?= fp; 2, 


where £,;= (21 —1 + 9). Since the #,,1<is a | , are distinct it follows 


that the transformations h, ; defined in (7) are polynomials in h? and so belong 
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to R. We have 

(8) 4(h,,: e®-*) - hy, = hye*-*hy, + hy, e*- th, ifk >i, khAG+1-i% 
and 

(9) 2(ei+1-2*-h,,)-h,,— ef+1-24- hy = hyei+!-*h,,, if 26<j74+1. 


We can use these relations to verify that 4(h,,;-e*-*)-h,,=h,, if k >i, 
k#j+1—tand2(e/+1-2*-h,,)-hy,— e8+?-2*- Ay = hy, 5 41-¢ Similarly we can 
verify that 4(h,,- f'-*) - h,, is a non-zero multiple of hy, ifi<kizj+1—-k 
and 2(f/+1-2'- h,,)-h,,— f/*1-?4-h,, a non-zero multiple of h;,,-;,,; if 21 < 
j + 1. It follows that R contains the basis for 9; hence RA= HM. 

We can now prove the following 

Theorem 1. Let & be a finite dimensional Jordan algebra with an identity 
over a field of characteristic zero. Assume & is generated by two elements e, / 


g 
satisfying the associator conditions (1). Then R= 3’ @ H“:) where j,;# j, 
i=1 
fori 47%’. 


Proof. As before we identify R with a Jordan algebra of linear trans- 
formations (containing 1) in a finite dimensional vector space M over @. 
Also we have R= R, @ R,@ ---@ KR, where the R; are simple ideals and 
M = M,e Me --- @ M, where the M, are irreducible invariant subspaces. 
Let 1, be the identity of R;. Then it is known that the 1, are orthogonal 
idempotents belonging to the center of R*= A, (Jacospson and Jacosson [9] 
p. 141). It follows that each M;, is annihilated by all the R; except one and 
so M, furnishes a faithful irreducible representation of one of the R,. Also 
since our representation is faithful for R, for each R, there exists at least 
one M, such that M,R, #0. If dimM,=— j, then the lemma shows that 


8 
R; = H%. Hence we have that R= J’ @ H%). Suppose i + i’, let R,, K,;, 
1 
be the component of R isomorphic to 9“), HY) respectively and let M,, M,- 
satisfy MR; A 0, MyR,;,, 4 0. Since M,K;,—= 0 it is clear that M, and M, 


iv iv 
determine inequivalent irreducible viguaniatatlifes of R. It follows that these 
spaces determine inequivalent irreducible representations for the three 
dimensional simple Lie algebra 2. Hence the dimensionalities j,, j,, of M,, My 
respectively are different. 

Since the linear transformation / in our representation is nilpotent, 
Theorem B and Theorem | implies Theorem A in the characteristic 0 case. 

If the characteristic 7 4 0 then every representation of the three dimen- 
sional simple Lie algebra 2 for which e«-'= 0 = {*-! is completely reducible 
(JacoBson [14]). Moreover, the irreducible representations satisfying this 
condition are equivalent to the representations Q; with j= z%-—1. The proof 
of Theorem | can now be carried over to give 

Theorem 1’. Let & be a finite dimensional Jordan algebra with an identity 
over a field of characteristic y 4 0. Assume & is generated by two associates e, f 
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n 
such that e*-!=0= f*-!. Then R= J’ @ H where j,4 jy for i # i’ and 
i=1 


iS x-1. 

Remarks. (1) The assumptions in Theorem | and 1’ that & is finite dimen- 
sional is superfluous (Jacosson [14]). Consequently the same method of proof 
can be used to establish the following extension of these two theorems: Let 
G be the free Jordan algebra (with 1) generated by two elements e, / and let 
3 be the ideal in G generated by the elements 2A (e, e, /) — e, 2A(f, f, e) — 
—f,e", {" where m= zy-—1 if 7 #0. Then R= G/3 is finite dimen- 
sional and is isomorphic to the direct sum of all the §“ with 1<j<m. The 


m 
dimensionality of R is ¥* j( 7 + 1)/2 = j(j + 1) (j + 2)/6. (2) If e is nilpotent of 
I 


index m then the j;< m in Theorems 1, 1’ and one of the j; = m. 


2. Special Jordan algebras. In this section and the next we shall prove 
Theorems A and B for any x + 3. The proofs will make full use of the structure 
theory for semisimple Jordan algebras. We observe first that we may assume § 
simple. According to the structure theory (ALBERT [3], [4], Jacosson [13], 
JACOBSON and JacoBson [9], ScHAFER [19], ALBERT and Jacogpson [5]) § is 
one of the following types: (1) An algebra €*+ where € is the (associative) 
algebra of all the linear transformations in a finite dimensional vector space 
over a division algebra D. (2) The subalgebra of €* of self-adjoint linear 
transformations relative to a non-degenerate hermitian form (z, y) in M. 
Here 9 must have an involution 6 + 6 and (z, y) is hermitian relative to this 
involution. (3) The subalgebra of €* of self-adjoint linear transformations 
in M relative to an alternate form (z, y). Here D must be commutative. 
(4) An algebra of a non-degenerate symmetric bilinear form (x, y). Here M 
is a vector space over a field D (containing the base field) and the algebra 
$= 9D1@M where | acts as identity and x- y= (z,y)1 for z,y in M. 
(5) An exceptional (non-special) simple Jordan algebra. Such an algebra 
is 27 dimensional over its center and will be discussed more fully in the next 
section. The algebras of types (1)—(4) are special. For these we have the 
following 

Theorem 2. Let e be a nilpotent element of a simple special Jordan 
algebra § of any characteristic y (+ 2). Then e has a nilpotent associate / in §. 
Also there exists a second nilpotent element g such that the subalgebra R 
generated by e and g has the structure R = J @ R;, RK; an ideal in R isomor- 
phic to 9%. 

Proof. (1) 3 =.€+ as in (1) above. It is known that the vector space M 
over D is a direct sum of subspaces which are cyclic relative to the linear 
transformation e (Jacospson [10], p. 44). Assume MM cyclic relative to e. 
Then we have a basis (x, re, ..., re’~1) for M over D where xze/= 0. Let f 
be the linear transformation in MM such that (xz e’)f =i(t —j) xe‘-1,i > 0, 
zf=0. Then f is nilpotent and (xe‘-") [ef] = (2i—1—j) ze'-*. Hence 
xe‘~1[elef]] = 2xe', 1 <i <j, (xe’) [e[ef]] = 0 so that [elef]]=—2e. Also 
(xe*) [f[ef]] = 24(¢ — j)xe'-1, i > 0, x[f[fe]] = 0, so that [f[fe]] = 2/. By (3), 
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these relations imply that e and f are associates. Let g be the linear transfor- 
mation such that (xe')g = xe*1,i > 0, xg = 0. Let M, be the vector space 
over ® spanned by the ze‘ and let (a,b) be the symmetric bilinear form in 
M, such that (xe'—1, xe/—-*) = 6,,. Then, as in the proof of Lemma 1, (a, b) 
is non-degenerate of maximum Witt index. The transformations e and g 
map IM, into itself and the Jordan algebra R generated by e and g is isomorphic 
to that generated by their contractions 2,7 to M,. The transformations 
#,9€ the Jordan algebra of linear transformations in M, which are 
self-adjoint relative to (a,b). We have that h; = [e‘g‘]?¢ R and the h,,; aeri--1 
in the proof of Lemma | are linear combinations of 1 and the h,;. The proof 
of Lemma | now shows that @, g generate 5. This proves the result for 
cyclic M. The proof in the general case follows readily from the direct de- 
composition into cyclic subspaces. (2) § as in (2) above. Let (x, xe, ..., xe/-") 
be a basis for a cyclic subspace of maximum dimensionality relative to e. 
We have (xe‘, re*) = (x, re'-*)= 0 if i+ k=>j. If (x, rei-!1)= 6 #0 then 
(xe’, xe*) = 6 for i + k= 7 —1 and one sees easily that our cyclic subspace 
is not isotropic. Next assume (2, re’-!)= 0. Then we can find a vector y 
such that (xe’~!, y) =1. By the maximality of j, ye/= 0. On the other hand, 
(x, ye’-') + 0. If (ye’-!,y) # 0 then the cyclic space generated by y is not 
isotropic. If (ye’-!,y) = 0 then 


(x + y,(x + y)ei-1) = (x, yei-1) + (y,zei-1) = 2 4 0. 


Thus we can always find a non-isotropic cyclic subspace. Then we can 
express I as a direct sum of mutually orthogonal cyclic subspaces and it 
suffices to prove the theorem for M cyclic relative to e. Then we have the 
basis (2,xe,...,xe?—1) such that (xe‘, xe*) = 0 if i + k >j — 1 and (ze', xe’—‘—') 
= 60. We shall show next that x can be chosen so that (ze‘, xe") = 0 also 
if i+k<j-—1. Note that 6= (zx, xei-!) = (xei-!, x)= 6 where «>@ is 
the involution in 9. Let l= k<j—1 and put 2,= x — y,(xe*) where 
Ye= (x, ve?—*-1) (26)-1. Then zx, is a generator of M and if 1<i<k then 
x,e)-'= xei—*, so that 


(a,e7-*, 2.) = (z,e7-', x — y, ze*) = (xei-‘, x). 
Also 
(x,e/-*-1,2,) = (zei-*-! — y, zei-1,2 — y, xe*) 
= (xei-*-1, 2) — y,(xei—1,2) — (xei—*-1, ze") » 


= (xei—*-1 2) — (x. xei—*-1) (26)-16 — 6(26)-! (2, xei-*-!) 


= @. 
If we take k = 1 we obtain (x,e’~*, x,) = 0 and we may replace z by z,. Suppose 
the generator x satisfies (x, xe/-*) = - - -= (x, re/-*)= 0 for some k, 2< k < 
<=j-—1. Then zx, satisfies (x,,x,e/—') = 0,i= 2,...,4+ 1. Hence we may 


assume that (x,x2e/-*)= 0,2 < k<j—1. Thus we have (ze‘,re*)=0 if 

















Nilpotent Elements in Semi-simple Jordan Algebras 381 


i+k+#j-—1 and (ze‘,ze/-‘-1) = 6 + 0.1) If we now define / and g as in 
case (1) then we can check that /, g ¢ §. The proof in (1) then shows that / and g 
satisfy the conditions of the theorem. (3) § as in (3) above. We choose a cyclic 
subspace relative to e of maximum dimensionality with basis (z, xe, . . ., xe’~). 
Since the form is alternate, (xe‘, xe’) = 0 so that the cyclic subspace is totally 
isotropic. Choose y so that (xe/-!,y) = 1. Then (z,ye’-")= 1 and e/-!4 0. 
By the maximality of j, ye’=0. Also (xe‘,ye*)=0 if i+ k2=j. These 
relations imply that the cyclic spaces generated by z and y are independent 
and that their sum is non-isotropic. We may assume this sum is the whole 
space. An argument similar to that used in the proof of (2) shows that we may 
replace y by another element so that we have (xe‘, ye’-*-!) = 1= — (ye’—*-1, ze*) 
while (ze‘, ye*) = Ofori + k #7 —1. We now define / by (xe*)/ = i(t — j) xe*™, 
i> 0, zf = 0, (yet)f = i(t — 7) ye*,4 > 0, yf = 0. We define g by (xe*)g = ze’, 
zg = 0, (ye)g = ye*", yg = 0 if i > 0. Then f,g € § and satisfy the required 
conditions. (4) § = D @ M the Jordan algebra of a non-degenerate symmetric 
bilinear form in a vector space M over a field D containing ®. Any element 
of 3 satisfies a quadratic equation with coefficients in ®. Hence if e is nilpotent 
then e?= 0. Write e=a1+u,u¢eéM. Then e?= 0 implies that «= 0 and 
(u,u)= 0. We can find an f in M such that (/, /) = 0, (e,/)= —4. Then 
ef = —41 and one verifies that / is an associate of e. We can verify also 
that the subalgebra 91 + De + Of = H®. 

Remark. The subalgebra generated by e and the associates / defined in the 
above proof has the structure 2 @ 9 if and only if y = 0 or y # 0 and the 
index of e does not exceed y. If y # 0 and the index exceeds y then the 
subalgebra generated by e and / is not semi-simple. 

3. Exceptional simple Jordan algebras. Let € be a (generalized) Cayley 
algebra, €, the algebra of 3 x 3 matrices over € and y the diagona! matrix 
diag {1, — 1, 1}. We can define an involution J in €, by 27 = y~-'Z’ y where 7’ 
is the transpose conjugate of z and the conjugate is the standard one in €. 
The space § of elements invariant under J is an algebra relative to the multi- 
plication a - b= + (ab + ba). It is known that § is a simple exceptional 
(non-special) Jordan algebra (Jacosson [12]). An element a is in § if and 
only if it has the form 


% @ 4G, 
(10) a=|-@4 % 4 

@—G, Ms 
where a,= &, is in the center of € and 4G, is the conjugate of a,. Thus the 
dimensionality of § is 27 over the center of € . The matrix 


0 0 1 
(11) .-(0 0 ; 
1-1 0 


1) The canonical forms for nilpotent self-adjoint linear transformations given 
here and in the proof of the next case are due (independently) to Matcev [17] and to 
Harris [8]. 
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is in § and satisfies e®= 0, e+ 0; hence § contains non-zero nilpotent elements. 
Conversely, let 3 be any exceptional simple Jordan algebra containing non-zero 
nilpotents and let D be the center of §. Then there exists a Cayley algebra € 
over © such that § is isomorphic to the algebra of J-invariant elements under 
the involution J in ©, defined by y = diag {1, — 1, 1} (ALBERT-Jacosson [5], 
p. 411). If @ is algebraically closed then there exists only one exceptional 
simple Jordan algebra over ®. This is obtained by making the construction 
indicated with the unique Cayley algebra € over ®. In this case we can also 
replace y by the identity matrix and so take § to be the Jordan algebra of 
ordinary hermitian matrices in G;. 
If a is as in (10) we define 


(12) deta= a, a,a5+ a3(a,4,) + (@4,)@,+ a,N(a,) — a,N(a,) — aN (as), 


where N (a,;) = a,4,;= @,a;. Then det a is in the center 9 of € and if / is an 
indeterminate then a is a root of the characteristic polynomial /, (A) = det (Al —a) 
(FREUDENTHAL [7]). If u~,(A) is the minimum polynomial of a over 9 then 
fa,(A) and /,(A) have the same irreducible factors (Jacopson [15]). Hence a 
is nilpotent if and only if /,(A) = 4°. Thus if a is nilpotent then its index of 
nilpotency does not exceed three. We write /,(A) = A®— t(a) A®+ ola) A 
— det a and we call r(a) the (generic) trace of a. We have t(a) = a+ a+ a 
so that this coincides with the reduced trace defined by ALBERT ([4], p. 522). 
Hence it is known that the symmetric bilinear form t(a,b) = t(a- 6) is non- 
degenerate. 

We recall that a Jordan algebra is called central if its center is the base 
field. We shall need the following 

Lemma 2. Let e and / be any two elements of a finite dimensional central 
simple exceptional Jordan 3. Then the dimensionality of the subalgebra R genera- 
ted by e and f does not exceed nine. 

Proof. Since a central simple algebra remains central simple on extension 
of the base field, it suffices to assume the base field @ is algebraically closed. 
Let &,,..., &277)- «+» Ney be algebraically independent over ® and set P= (£,, n;) 
the field of rational expressions in the &,, 7;. Let (u,,..., U7) be a basis for § 
over @ and set x= LY &,u,, y= ZX ny, u, where these are considered as elements 
of the algebra §p. Any (non-associative) monomial z, in x and y can be 
written as 2 ¢,,u, where the ¢,; are polynomials in the é’s and »’s and the 
dimensionality of the subalgebra 8 generated by x and y is the maximum 
rank of matrixes (¢,,) with rows (¢,,,...,C,27) obtained from nomomials z, 
in z and y. It follows by specialization that dim R < dim 8. Hence it suffices 
to show that dim 8 < 9. We note next that the discriminant of the charac- 
teristic polynomial /,(A) of z is not zero since this can be specialized to give 
the discriminant of the characteristic polynomial of any a in § and there 
exist a in § with three distinct characteristic roots. It therefore suffices to 
prove the lemma with the following additional conditions: ® is algebraically 
closed, e has three distinct characteristic roots 0,,02,03. Then it is known that 
we can choose the representation of § as hermitian Cayley matrices so that 
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e = diag {0;,02,03}. Then & is contained in the subalgebra generated by the 
three idempotents e,= diag {1,0,0}, e,= {0,1,0}, e,= diag {0,0,1} and three 
elements /,= @,€y5 + @€39, fp= @g€g, + Fyey3, [p= 43,9 + Fyeg, Where the e,, are 
the usual matrix units. Then /,- /,= @@y¢5 + @y43g0, fy [y= TFyeq, + 430, e), 
hye fe= GyGeyq + 4,4g€q,;. We shall now show that any product of the elements 
effi f; for i #7 is a linear combination of these elements. _ This will imply 
that the Jordan algebra generated by the e,; and /, and, hence , is at most 
nine dimensional. We note first that e7= e,,e,-e,= 0, e;- {j= 0, e; f= $f, 
ec (fe f)= he fix (fe f)= 9 if i,j,k are unequal. Also fj, (f,- f,)*, 
fi: (fi fy) are linear combinations of the e’s. Next we have /,: (f;:/,) 
= (4;4,) Bj ejy + A,(E,G,)e, «= N (a,) (ase; + @,€y;) = N (a,)f,, by the alternative 
laws in €. It-remains to prove our assertion for a product (f;,- /;) - (f;- /,). 
Here we use the well-known Jordan identity : 2(a - b) - (a-c) = 2((a-b)-c)-a+ 
+ (a*-c)- b— a®- (b- c) to obtain a reduction to the cases already established. 
This completes the proof. 

In discussing nilpotent elements of exceptional algebras we shall reduce 
the consideration to those of an algebra R which we proceed to define. First 
let $® be the Jordan algebra defined before (9 for j = 3). Let G be the 
vector space of skew-symmetric linear transformations relative to the form 
(x, y) defining §®. Then © is three dimensional and if h ¢ H®, s €G, 8s -h €S. 
Hence © is a bimodule for §. It is known that © is §® irreducible and that 
every unital $)-bimodule is a direct sum of copies of §®) and of copies of S 
(Jacopson [12], p. 65). Let R be the split null extension of ® by ©, that 
is, R = H® © S where the Jordan multiplication in R is given by 


(12) (hy + 8) * (Ag+ 8g) = Aye hg + hy- 8+ hg: 8, 
h,€ H®, s,¢ SG. We shall need the following result on &. 
Lemma 3. Let u be a nilpotent element of R such that @ [u}] 1S = 0. 
Then wu has a nilpotent associate in &. 
Proof. We have u = e + 8,e in §®), s inG, and if we set v = f + t, fin H®, 
t in © then the conditions that u and v be associates are equivalent to the 
same conditions for e and / and the two additional conditions: 
(13) 2A (f,t,e) + 2A(f,f,s) + 2A(t.f,e) = t 
2A (e,s8,f) + 2A(e,e,t) + 2A(s,e,fp=—s. 
The Jordan products involved here are the usual ones in terms of the asso- 
ciative multiplication. Hence we may use the relation A (b,c,d) = + [c[bd]] 
to re-write (13) as 
(14) [f{fs]] = 2¢ — [eLfe}] — [flee] 
[e[et]] = 28 — [s[ef]] — [elsf]] . 
We assume first that u®= 0, u? tS. Then e*= 0, e? 4 0. The proof of Case (2) 
of Theorem 2 shows that we can choose a basis (z,) for the three dimensional 


space in which our transformations act so that (z,,z,)=0 if i+k #4. 
Math. Ann. 136 ; 26 
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(z,,%-,)= 640 and z,e= x,,,,1< 3, 2,¢= 0. The fact that « is skew 
implies that 2,8 = 0 2+ O1g%q, %_8 = Og, XZ — 01g %y, Zg8 = — Oy, T_— 0, 2X3. The 
proof of Theorem 2 shows that the linear transformation f such that z,f = 0, 
Zinn f = — 22, for i= 1,2 is a nilpotent associate of e. Now let t be the (skew) 
transformation such that z,¢ = 0, 2, = 20,,2,, x,t = — 20,,2,. Then we can 
verify that (14) holds. Then v = / + ¢ is an associate of u. Since f is nilpotent 
and © is a nilpotent ideal, v is nilpotent. Next assume u*= 0, u¢6. Then 
e?= 0,e # 0. We may choose the basis (z,) such that (z,,2,) = 6,= (x2,2,) # 0, 
(2,23) = 6, # 0 and all the other (z,,z;)= 0 and 2,e= 2, 7,¢e= 0= aye. 
Then, since s €S, 1,¢ = 0, X, + O43 Lg, %_8 = — 01 Ly + Ogg Xz, Tg8 = —O7 Sy (Oy 2, + 
+ 63%_). The condition u*= 0 gives es + se = 0 and this implies that o,,= 0. 
Let f{ be defined by 2z,f= 0= 2,/,2,f= — 2,. Then f ¢€ $®, [f[fs]] = 0, 
28 — [s[ef}] — [e[sf]] = 0. Hence, by (14), v = f is a nilpotent associate of u. 

We are now ready to prove the following 

Theorem 3. Let 3 be a finite dimensional exceptional simple Jordan 
algebra. Then any nilpotent element e of index three has a nilpotent associate 
in §. The same regult holds for e nilpotent of index two if the base field is of 
characteristic different from three and contains more than five elements. 

Proof. We may assume that § is central. Assume first that e*= 0, e?+ 0. 
Since the trace form t(a,b) is non-degenerate there exists a b in § such that 
t(e?,b) #0. Let R be the subalgebra generated by e and f and let R be the 
radical of R. Then dim R <9 (Lemma 2). Since t(a)= 0 for a nilpotent 
element and since t(e?,b) = r(e*- 6) 4 0, e?-6 is not nilpotent and e?¢Q%. 
Hence R= R/R contains a nilpotent element of index three. Since & is 
generated by two elements, & is special. Hence we may apply Theorem 2 
to conclude that ® contains a subalgebra § (not necessarily containing 1) 
such that § ~ 9). Since orthogonal idempotent elements can be lifted to R 
and since § contains no set of more than three non-zero orthogonal idem- 
potents, % has this property too. It follows that R is simple. Since R 25 
and dim & < 9 the classification of simple algebras (cf. § 2) shows that either R 
is nine-dimensional or R = §. In the first case R = 0 so that e is contained 
in a simple special Jordan algebra. The result then follows from Theorem 2. 
We can also dispose of the case in which R= 0 and R= §. It remains to 
consider that in which R + 0 and R = §. By the theorem of ALBERT-PENICO- 
Tarr ((2], [18], [21]) we may write R= H® +R where H® contains the 
identity 1 of R (and of §). Then & is a unital bimodule for §® and since 
dim R < 3, R is isomorphic to the bimodule @ of skew-symmetric linear 
transformations relative to the form defining 5®. If R?4 0 a result of 
Penico’s ([{18], p. 407) shows that R contains a proper non-zero ideal of R. 
This contradicts the irreducibility of G as $®)-bimodule. Hence R?= 0 and 
R has the structure of the Jordan algebra given in Lemma 3. The result 
therefore follows from Lemma 3. Next assume e?= 0,e #0. Let 3’ be the 
subspace of elements of trace 0. Since 7 # 3 we have § = ®1 + 3’. There 
exists a 6 in § such that r(e,b) 4 0 and since t(e,1) = r(e) = 0 we may suppose 
65 € 3’. We know that § contains a g such that g*= 0, g*+ 0. Choose such a g 
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and let 3* be the subspace spanned by the images of g* under the automorphism 
of 3. Then our assumptions on ® imply that §*= 3’ (Jacosson [15]). Hence 
there exists a g such that g’= 0 and r(e,g*) 4 0. Let R be the subalgebra 
generated by e and g. Then, as in the first part, we may reduce the considera- 
tion to that in which is as in Lemma 3. The result then follows from 
Lemma 3. 

If @ is of characteristic 7 # 3 then we can apply Theorema 1, 1’ to show 
that the subalgebra R generated by two nilpotent associates in an exceptional 
simple algebra is as given in Theorem 1,1’. If the associates are of index 
three then R = 9®). We prove next that if the associates are of index two 
then R= $%@ H®. This will follow by showing that § contains no sub- 
algebra (containing 1) isomorphic to 9®).. Thus §® has a basis (u, u’,v) 
where u and w’ are orthogonal idempotents such that u + u’= 1 andu-v= 40 
= u’-v,v?= 1. Suppose we have such elements in §. Then assuming, as we 
may, that the base field is algebraically closed, we may take § to be the algebra 
of hermitian Cayley matrices and u = diag {1,0,0}, u’= diag {0,1,1}. Then 
the conditions u- v= += v'-v imply that v has the following form: 


a Bb 
r=( 0 ) 
b6 0 0 


Then v* has diagonal elements N (a) + N(b), N(a) and N(b) so that v?= 1 is 
impossible. 

Theorem 4. Let § be a finite dimensional exceptional simple Jordan 
algebra over a field of characteristic y + 3 such that § contains nilpotent 
elements + 0. Let e, and e, be nilpotent elements of index three in §. Then 
there exists an automorphism 7 of § such that e7=e,. The same result 
holds for index two if the base field is algebraically closed. 


Proof. We note first that any two nilpotent elements e, of index three 
in §®) can be mapped into each other by an automorphism. Thus we can 
choose bases (%,, 2,23), (Yi, Ya Ys) 80 that (x,,7,) = 0 = (y,,y,) ifi +7 #4 and 
(24, %-4) = 6 # O, (Yi, ¥e-«) = #O while 2,¢,= 2%, 2y¢;= X,%_e,—= 0, Yiea= Yo» 
Yolo= Ys, Ysea—= 0. Let a€ H® and let (a,,) be its matrix relative to (z,) 
and let a” be the linear transformation whose matrix is («,;) relative to the (y,). 
Then a"¢€ §®) and aa” is an automorphism such that e? = e,. The first 
assertion of the theorem now follows from the fact that the e,; of index three 
can be imbedded in subalgebras isomorphic to §® and the known result 
that any isomorphism between subalgebras isomorphic to 9) can be extended 
to an automorphism of § (ALBERT-JacoBson [5], p. 412). To prove the: 
second statement we note that the e, are contained in subalgebras isomorphic 
to §%@ H®. It is easy to see that if ® is algebraically closed then such a 
subalgebra can be imbedded in a subalgebra € isomorphic to the Jordan 
algebra of all the linear transformations of a three dimensional vector space 
26* 
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over ®. The elementary divisor theory shows that any two nilpotent elements 
of index two in € can be mapped into each other by an automorphism of €. 
The result follows as before. 
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Otto Blumenthal zum Gedichtnis 
Von 


HetnricH BeHnkE in Miinster (Westf.) 


Im Jahre 1938 multe der damalige geschaftsfiihrende Redakteur der 
Mathematischen Annalen, Otto Blumenthal, nach 32 Jahren aufopferungs- 
voller Tatigkeit auf Grund der nationalsozialistischen Eingriffe in die Presse- 
freiheit die Redaktion der Zeitschrift niederlegen. Die 20jahrige Wiederkehr 
der Zeit seines Ausscheidens aus einer fiir das mathematische Leben in Deutsch- 
land so wichtigen Stellung und die Dankbarkeit, die unsere Redaktion ihm 
entgegenbringt, veranlaBt uns, seiner jetzt zu gedenken. 

Otto Blumenthal stammt aus Frankfurt am Main, wo er als Sohn eines 
Arztes am 20. Juli 1876 geboren ist. Er besuchte das humanistische Gym- 
nasium seiner Vaterstadt und hat sich zeit seines Lebens den Humaniora eng 
verbunden gefiihlt. Noch im Alter las er lateinische und griechische Texte. 
Sein Sprachtalent und sein philologisches Interesse waren fiir einen Mathe- 
matiker véllig ungewohnlich. Er sprach, las und schrieb noch als alterer Menn 
gelaufig Franzésisch, Englisch und Russisch. AuBerdem besaB er umfassende 
Kenntnisse der italienischen, hollindischen und bulgarischen Sprache. Mit 
Vorliebe fihrte er gelehrte theologische Gespriiche. 

Als Abiturient muB er sehr geschwankt haben, welchen Wissenschaften er 
sich im Studium widmen solle. Er erwog lange — wie er selbst berichtete — 
Philologe zu werden, begann dann aber Ostern 1894 als Mediziner wie sein 
Vater. Doch im folgenden Winter wechselte er endgiiltig zur Mathematik 
und Physik tiber. Dazu wahlte er die Universitat Géttingen. Dort wirkte 
damals schon Felix Klein. Ostern 1895, also zum 2. Blumenthalschen Fach- 
semester, kam David Hilbert als Nachfolger von Heinrich Weber zur Georgia 
Augusta. Damit begann die Glanzzeit Géttingens. 

In Hilberts Lebensgeschichte [34] berichtet Blumenthal eindriicklich von 
dem ersten Erscheinen Hilberts unter den Studenten in Géttingen. Doch 
Blumenthal war noch zu jung, um sogleich mit Hilbert in persénliche Ver- 
bindung treter zu kénnen. Sein akademischer Lehrer war zunachst vor allem 
Adolf Sommerfeld. ,, Blumenthal war mein Lieblingsschiiler‘‘, schreibt Sommer- 
feld in seinen handschriftlichen Erinnerungen, die er mir in seinem letzten 
Lebensjahr noch zugehen lieB. 

Der Bund zwischen den beiden begann mit Sommerfelds Vorlesung itiber 
Wahrscheinlichkeitsrechnung im Sommer 1895. Dort fiel ihm der 19jihrige 
Otto Blumenthal durch seine Intelligenz auf. Er war — so aéuBert sich Sommer- 
feld — aduBerst bescheiden und anspruchslos. Eher hatte er zu wenig als zu viel 
Math. Ann. 136 27 
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Selbstvertrauen. Im folgenden Semester las Sommerfeld projektive Geo- 
metrie. Da zeigte Blumenthal schon ein iiberlegenes geistiges Geschick — 
verbunden mit manueller Ungeschicklichkeit. In den nachsten Jahren wurde 
die Verbindung zwischen Sommerfeld und Blumenthal immer enger. Blumen- 
thal widmete dann seine Dissertation [1], die 1898 entstand, seinem Lehrer 
Sommerfeld. 1905 wurde Blumenthal auf Veranlassung des groBen theoreti- 
schen Physikers dessen Kollege in Aachen. So war eine Freundschaft, die fiir 
das ganze Leben wiahren sollte, entstanden. 

Bei Hilbert hat Blumenthal zunichst nichts gehért. Von dessen Vor- 
lesungen schreibt er, daB sie schmucklos gewesen seien. Die entscheidende 
Begegnung mit Hilbert fallt erst in die Zeit der héheren Semester. Damals 
hielt Hilbert gemeinsam mit Klein funktionentheoretische Seminare ab und 
bemiihte sich sehr um die einzelnen Teilnehmer. So muBte ihm Blumenthal 
auffallen. Der wurde nun sein erster Doktorand und eréffnete so die glinzende 
Reihe der Hilbertschiiler. 

Blumenthal ging dann fiir einige Semester nach Paris und studierte bei 
Emile Borel und Camille Jordan. Die so gewonnene Beziehung zur franzési- 
schen Mathematik hat er stets weiter gepflegt. Spater sind dann auch einige 
Arbeiten im Anschlu8 an Borels Untersuchungen iiber ganze Funktionen von 
ihm verfaBt [9, 10, 11]. 

1901 habilitierte sich Blumenthal in Géttingen mit Untersuchungen zu 
den Modulfunktionen von mehreren Veranderlichen [3, 4]. Veranlassung dazu 
gab Hilberts Interesse an Verallgemeinerungen der Modulfunktionen fiir 
mehrere Veranderliche zur Beherrschung der (relativ) abelschen Zahlkérper’). 

Zu jedem total reellen algebraischen Zahlkérper K, vom n‘*" Grade 
wird die Gruppe der Transformationen des Raumes der komplexen Verander- 
lichen z,, ... 5 2,: 

f= mae » &6;—B; Y= & 5 
zugeordnet. Dabei sind «,, f,, y,, 6, beliebige ganze Zahlen aus K, mit der 
Nebenbedingung, daB ¢, eine total positive Einheit ist. Die «,, 8,, y,, 6; sind 
die dazu konjugierten Zahlen, wobei ¢, fiir jedes i eine positive Einheit sein soll. 

Diese Gruppe heiBt heute die Hilbertsche Modulgruppe zu K,. Sie trans- 
formiert bekanntlich den Teilraum T des C*: J (z;) >0,i= 1,..., », in sich und ist 
dort eigentlich diskontinuierlich. Blumenthal untersuchte diese Gruppe und 
stellte dazu einen Fundamentalbereich auf, der mit dem Rande von 7’ nur 
einen Punkt gemeinsam hat. Unter den Modulfunktionen von n Verdander- 
lichen werden nun die in T meromorphen Funktionen verstanden, die in- 
variant gegeniiber der Modulgruppe sind. Blumenthal bewies, daB der Kérper 
der Modulfunktionen zu einem festen Kérper K ein endlich algebraischer 
Funktionenkérper in n Unbestimmten iiber C* ist. Insbesondere ist durch jen + 1 


1) Siehe dazu: HitBerts Vortrag auf dem internationalen Mathematiker-KongreB 
Paris 1900 (Nachr. Ges. d. Wiss. Géttingen 1900), Problem 12 und E. Hecke, Héhere 
Modulfunktionen und ihre Anwendung auf die Zahlentheorie. Math. Ann. 71, 1 (1902). 
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geeignet gewahite Modulfunktionen jede andere zu K gehérige Modulfunktion 
rational ausdriickbar. 

Aussagen iiber algebraische Abhangigkeiten von Funktionen haben seitdem 
ein groBes Interesse gefunden. Das gilt allerdings vor allem fiir kompakte 
komplexe Réume (Satz von W. L. Chow?)), wahrend der Fundamentalbereich 
der Hilbertschen Modulgruppe nicht kompakt ist. 

Am Schlu8 der groBen Arbeit von Blumenthal (Teil II, 8. 526) macht der 
Autor eine kritische Bemerkung zu der Hypothese von Wirtinger, daB ,,eine 
Funktion von  Verinderlichen, welche in jeder Variablen algebraisch ist, 
bei konstanten Werten der iibrigen, auch eine algebraische Funktion von n 
Veranderlichen ist‘‘. Diese Aussage hat man jahrzehntelang diskutiert und 
zu beweisen versucht. Heute ist sie (unter der stillen Voraussetzung, daB 
gemeint ist, algebraisch in allen Funktionselementen tiber jedem Punkte des nach 
Osgood abgeschlossenen ©") ein spezieller Fall eines Satzes von W. L. Chow. 

Durch die Blumenthalschen Untersuchungen entstand neben den 2 n-fach 
periodischen Funktionen von Riemann und WeierstraB eine zweite Klasse 
meromorpher Funktionen in n Veranderlichen, die von besonderem zahlen- 
theoretischen Interesse waren. Zwar sind 2 Jahrzehnte verflossen, bis weitere 
Untersuchungen zu diesen Modulfunktionen von mehreren Veranderlichen 
erschienen. Seitdem hat sich jedoch eine umfangreichere Literatur dazu ent- 
wickelt). ' 

Blumenthal schrieb unmittelbar im AnschluB an seine Arbeiten zu den 
Modulfunktionen einen Beitrag zum Eliminationsproblem bei analytischen 
Funktionen mehrerer Veranderlichen [5]. Das Ergebnis dieser Arbeit lautet: 
Sind in einem kompakten Gebiet Gc C" m holomorphe Funktionen 


fos Bap»: -y Sade e=1],...m, 
gegeben, so wird durch die Gleichungen 


f= 0,..-5fa= 0 
eine ,,analytische Menge“ definiert, die in endlich viele in G irreduzible Kom- 
ponenten zerfallt. Ist m <n, so ist diese Menge iiberall mindestens (n — m)- 
dimensional *). 

Dieser Satz ist grundlegend fiir die heutige Theorie der analytischen 
Mengen geworden. In der heutigen Terminologie wiirde man ihn so formu- 
lieren: Ist K eine kompakte Menge in einem komplexen Raum X und A eine 
analytische Menge in X, so dringen in K nur endlich viele der irreduziblen 
Komponenten von A ein. 

Blumenthal hat spater, in der Festschrift zu Heinrich Webers 70: Geburts- 
tag 1912, noch einmal ein wichtiges Problem der Funktionentheorie mehrerer 


*) Siehe ReEmnHOLD Remmert: Meromorphe Funktionen in kompakten komplexen 
Raumen. Math. Ann. 182, 277—-288 (1956) besonders 8. 279. 

%) Siehe Arbeiten von E. Hecke, H. D. Kioosterman, F. Gérzxy, H. Maass, N. G. 
pE Bruisn, H. Petersson, M. Koecuer, 0. Herrmann, M. Hervé u. K. B. Gunpiacu. 

*) Siehe Watrer Rickert: Zum Eliminationsproblem der Potenzreihenideale. 
Math. Ann. 107, 259—281 (1932) und Remsnotpy Remmert u. Karv Stem: Uber die 
wesentlichen Singularitéten analytischer Mengen. Math. Ann. 126, 263—306 (1953). 
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Veranderlichen aufgegriffen. E. E. Levi hatte unmittelbar vorher die Hyper- 
flichen untersucht, die im C" den Rand von Holomorphiegebieten bilden 
kénnen. Er hatte fiir diese Flichen eine notwendige und lokal auch hin- 
reichende Bedingung aufgestellt5). Die Frage, ob diese Bedingung im-GroBen 
auch hinreichend ist, war der Leitfaden, an dem sich fiir 30 Jahre die Funktionen- 
theorie mehrerer Veranderlichen entwickeln sollte*). Blumenthal war der erste, 
der auf die grundlegende Bedeutung dieses Problems hinwies [13]. Seine pro- 
visorische Antwort, die er mit 2 Beispielen begriindete, war falsch. Das mindert 
aber nicht die Bedeutung dieser Arbeit, die akut blieb, bis K. Oka 1942 die 
endgiltige Antwort fand’). 

Vom Herbst 1901 bis Ostern 1904 und im Sommersemester 1905 lehrte 
Blumenthal in stetem, engen Gedankenaustausch mit Hilbert in Géttingen. 
Dazwischen war er ein Jahr zur Vertretung eines Ordinarius in Marburg tatig. 
Im Herbst 1905 iibernahm er dann den Lehrstuhl in Aachen, den er bis zu 
seiner Vertreibung aus dem Amte im Herbst 1933 inne hatte. Sein Fortgang 
von Géttingen hat die Bindungen an Hilbert nicht gelockert. Seiner beson- 
deren Stellung als altester Schiiler Hilberts hat Blumenthal sich zeit seines 
Lebens verpflichtet gefiihlt. Seinem Meister zu helfen und im Interesse der 
schnell anwachsenden Géttinger Schule zu wirken, ist ihm allzeit eine Ver- 
pflichtung geblieben. So war er auch ausersehen, die Lebensgeschichte Hilberts 
zu schreiben [34]. Er fiihrte diese Aufgabe mit gréBter Sorgfalt durch. Alle 
Einzelheiten aus dem Leben Hilberts, die er in Erfahrung bringen konnte, 
wurden auf die Verwendbarkeit in dieser umfangreichen und objektiven Dar- 
stellung von hohem Niveau gepriift. Das, was so entstand, ist von erstaunlicher 
Eindringlichkeit. Auch der junge Mathematiker unserer Tage, dem Hilbert 
und sein Kreis nicht, mehr lebensnah sein kann, mu bei der Lektiire der 
Blumenthalschen Darstellung in ihren Bann gezogen werden. 

In Blumenthals eigenem Sonderdruck liegt eine handgeschriebene Karte 
des Meisters, auf der dieser von seinem Gliick schreibt, in Blumenthal einen 
so glanzenden Interpreten seines Lebenswerkes gefunden zu haben. 

Eine weit umfangreichere Arbeit, die Blumenthal im Interesse der Géttinger 
Schule iibernahm, war die Geschaftsfiihrung der Mathematischen Annalen. 
1902 war Hilbert neben Klein Herausgeber geworden. Doch Klein war véllig 
iiberlastet, und Hilbert lagen die Geschafte nicht. So ibernahm Blumenthal 
1906 die Biirde der Geschaftsfiihrung. Mit Sorgfalt las er jedes Manuskript 
und informierte Klein und Hilbert gewissenhaft iiber seine Eindriicke. 32 Jahre 
hat er so fiir die Annalen mit immer wachsendem Anteil an der Verantwortung 
gewirkt. In spateren Jahren ruhte die ganze Initiative der Redaktion bei 
ihm. In den Jahren 1925—1935, als 2, ja gelegentlich 3 Bande im Jahre 

8) Siehe E. E. Levi: Studii sui punti singolari essenziali delle funzioni anal. di due o 
pitt var. compl. Ann. Mat. pur. appl. (3) 17 (1910); 18 (1911) und Hernricn BEHNKE u. 
Peter THULLEN: Theorie der Funktionen mehrerer komplexen Veranderlichen. Ergebn. 
Math. 8, 3 (1938), II, 3 und IV, 3. 

*) Siehe H. Bennke u. K. Stern: Die Singularitéten der analytischen Funktionen 
mehrerer Veranderlichen. Nieuw Arch. Wisk. 28, 227—242 (1949). 

7) Oxa, K.: VI. Domaines pseudoconvexes. Tohéku math. J. 49, 15—52 (1942). 
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erschienen, hat er den gréBten Teil seiner Arbeitskraft unserer Zeitschrift ge- 
widmet. Ihm gelang es, vor allem in dafiir sehr ungiinstigen Zeiten, den inter- 
nationalen Charakter der Annalen zu wahren. Dazu verhalfen ihm seine 
Sprachkenntnisse und die Pflege der internationalen Beziehungen, wie er sie 
aus Géttingens Glanzzeit vor dem 1. Weltkrieg kannte. 

Noch eine stattliche Reihe eigener Arbeiten hat er publiziert. Sie sind 
erstaunlich vielseitig. Sie betreffen Infinitesimalrechnung, gewdhnliche und 
partielle Differentialgleichungen, Integralgleichungen, Differentialgeometrie 
und angewandte Mathematik. Sie zeugen alle von der umfangreichen Fach- 
bildung, seinem Interesse an der neuesten Literatur und den Anregungen, 
die er aus seiner Lehrtatigkeit bezog. 

Sein Lehramt in Aachen hat er jederzeit mit Eifer ausgefiilit und vielfach 
sich auch um solche Dinge bemiht, die nebenamtlich einem deutschen Pro- 
fessor anvertraut werden. Gegeniiber jedem Studenten, der auch nur ein 
wenig echtes Interesse an der Mathematik zeigte, war er von groBer Geduld 
und Hilfsbereitschaft. Giite und Humor erginzten in gliicklicher Weise diese 
so humanistisch gesinnte Persénlichkeit. Strahlende, gliubige Kinderaugen 
hat er sich bis in sein Alter bewahrt. Harte Worte liebte er gar nicht. Als er 
dann 1933 ohne zwingende Griinde aus dem Amte gestoBen wurde — er war 
das Opfer seiner fiir Vélkerversténdigung wirkenden Gesinnung — und diese 
Entlassung als Christ und als Frontkaémpfer (die nach dem Gesetz vor Ent- 
lassungen geschiitzt waren) iiberhaupt nicht verstehen konnte, hat er in Ge- 
sprachen mit seinen Freunden Gehdassigkeit gegen das Regime nicht geduldet. 
1939 war auch fiir ihn durch die Rassengesetze das Leben in Deutschland un- 
ertriglich geworden. Hollandische Freunde nahmen ihn auf. Nach der Beset- 
zung der Niederlande kam er in ein Sammellager und dann nach Theresien- 
stadt. Hier ist er nach langem, eindrucksvollen Ertragen geistigen und kérper- 
lichen Leidens als ein Mensch, der sich den Glauben an die hohen Giiter 
des Menschengeschlechtes stets erhalten hat, am 12. November 1944 verstorben. 
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Uber meromorphe Abbildungen komplexer Raume. II 
Von 
WILHELM STOLL in Princeton, N.J. 


Im Teil II werden weitere Kriterien fiir die Ubereinstimmung der beiden 
Meromorphiebegriffe aufgestellt. Wie in Teil I bezeichnet t eine holomorphe 
Abbildung einer offenen Teilmenge A eines komplexen Raumes @ in einen 
komplexen Raum H, wobei M = G—A diinn vorausgesetzt wird. Die Ab- 
bildung t heiBt liickenlos, wenn fiir jede konvergente P*¢ A mit lim P* = P ¢ M 


v—> @ 


die Bildfolge r(P”) eine konvergente Teilfolge hat. Die Abbildung rt heibt 
R-meromorph (meromorph im Sinne von RemMeErt), wenn ihr Graph 7’, das 
ist die abgeschlossene Hille von T= {(P,1(P))| P ¢ A} in G x H, eine in 
G = H analytische Menge ist. Eine R-meromorphe und liickenlose Abbildung 
heiBt SR-meroiwmorph. Die andere Definition der Meromorphie benutzt den 
Begriff der Streumenge. Sind RC M uni L ¢ G, so gehért Q ¢ H dann urd 
nur dann zu 2, (R, L), wenn es eine Foly: P* € L7\ A mit 
lim (P*, t(P)) == (P?, Q)¢RxH 

gibt. Die Abbildung heiBt meromorph (':zw. schwach meromorph bzw. liicken- 
frei), wenn fiir jeden Punkt P ¢ M und jede eindimensionale komplexe Teil- 
mannigfaltigkeit L von G mit L-\ M = L7\ M = { P} die Streumenge 2, (P,L) 
aus genau (bzw. héchstens, bzw. mindestens) einem Punkt besteht. Im iibrigen 
sei auf die Definitionen und Bezeichnungsweise von Teil I verwiesen. 

Nach einigen Vorbereitungen in §6 werden die Kriterien in § 7 hergeleitet ; 
sie werden in §8 auf Modifikationen angewandt. 


§ 6. Einige Hilfssitze 

In diesem Paragraphen sollen einige spiter bendtigten Hilfssatze bewiesen 
werden. 

Hilfssatz 6.1. Voraussetzung. Im Raum C" von n komplexen Ver- 
tinderlichen sei ein Gebiet G gegeben. Sei E die Ebene {3|z,.,=*** = z,=0)} 
und M=Gr\E zusammenhangend. Sei W ein Gebiet in der Zahlenebene C' 
der Veriinderlichen w und W, ein beschrinkies Teilgebiet mit W,°W. Sei 
WW —W, ein Gebiet. Auerdem werde gesetzt: 


A=G-—M, : B=WxA, V=Wx@G 
S= Ww x M=V—B S,=W, x M 4 


In B sei eine rein p-dimensionale analytische Menge N gegeben, die auf S — 8, 
regulir ist. N werde in einem Punkt von S, singuldér. Zu jedem Punkt a M 
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werde die Ebene 
L(a)=W x {g|4¢G, z=a,, v=1,...,p} (a « M) 


definiert. Sei F die Menge aller a € M so, daB die Punkte von N auf L(a) sich 
nicht gegen einen Punkt von S héufen. 

Behauptung. 1. Zu jedem a¢ M gibt es ein wé S, 80, dap N in (w, a) 
singular wird. 

2. Die Menge F hat das Maf Null beziiglich des Lebesgueschen Mafes von 2 p 
(reellen) Dimensionen auf E. 

Beweis. Die analytische Fortsetzung von N in B,= BU(S—S,) 
= V—S, ist N,= Nr B,. In S—S, ist N,= N, 7S analytisch mit dim N,< 
< p—l. Seia:V > G die natiirliche Projektion 2(w, 5) = 4. 

Die Faser N,(\2-'2(w,3) der auf N, beschrankten Abbildung 2 hat 
héchstens die Dimension 1. Die Punkte (w, 4), in denen diese Faser die 
Dimension | hat, bilden eine analytische Menge N, ¢ N,. Da W— W, zusammen- 
hangend ist, hat N, die Gestalt N,=—(W—W,) x 2(N,). Daher ist die Pro- 
jektion N3 = 2(N;) analytisch. Es ist dim N3 < dim N,—1< p — 2. Da- 
her kann N nicht nur auf W, x N; singular werden. AuBerdem zeigt sich, 
daB M — N; = D zusammenhangt. Sei D, die Teilmenge der a ¢ M, fiir die 
W x {a} einen singuléren Punkt von N enthalt. Wie soeben festgestellt wurde, 
ist Dr\ D,+ 9. Nun gilt: 

a) In M ist D, abgeschlossen: Sei 3,¢ D,-\M. Dann gibt es eine Folge 
(w*, 3”) €W, - D, von singularen Punkten von N mit 3, = lim3’. Da W, kom- 


pakt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge w’* von w’ Wr. Es ist (w, 4o) 
= lim(w’#, 3") «W,x MCWxM ein singularer Punkt von N. Also ist 


n> co 


to € D,. Daher sind D, in M und D,-\D in D abgeschlossen. 

b) In D ist D,A\D offen. Sei 3.6 D, AD. Es ist 2 (4) N= [W » 
x {4o}] AN, analytisch in B mit dim 2 (4.)\ N,< 1. Also gibt es ein be- 
schrianktes Gebiet W, mit W,¢ W,¢ W,<¢ W so, daB 

N21 ((W,—W,) x {4o}] = 8 

ist. Da (W,—W,) x {49} kompakt ist, gibt es eine offene, zusammenhangende 
Umgebung U von 4, in G@ so, daB [((W,—W,) x U] \ N,=@ ist. Seien 

A*=UNA=U-M, M*=UNM=U—A*, B*= W,x A* 

vV*—=W,xU S* = W,x M*=V*— Bt, N*= Nn V*¢ A*. 
Man kann U so wahlen, daB M* zusammenhangend ist. Man hat nun 

((W.—W,) x UJ A N*= [((W,—W,) x UJ N,=8. 


Daher ist die Projektion x*: N*-> A* eigentlich. Jede Faser 2~'(3,) ~ V* hat 
héchstens die Dimension Null. Daher ist N’= 2*(N*) in A* analytisch und 
von der reinen Dimension p oder leer. Da aber N, also auch N*, in einem 
Punkt von W, x {4.} ¢ S singular wird, sind N*+ @ und N’+ @. 
Angenommen, N’ ist regular auf M*. Dann ist N’-\ M* eine héchstens 
(p — 1)-dimensionale analytische Menge und N* ~\ S*¢ W, x(N’ > M*). Also 
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wird N* nur auf der héchstens p-dimensionalen analytischen Menge W, x 
x (N’ o M*) singular. Da N* singular wird, ist es singular in jedem Punkt 
eines irreduzibeln Teiles W, x N” von W, x (N’ - M*). Also ist 

0 + (W.—W,) x N"c Ne n[((W—W,) x U) =8. 
Widerspruch. Die analytische Menge N’ ist in einem, also jedem Punkt von 
M* singular. 

Ware nun a ¢ M*— D,, so ware N regular auf W, x {a}, also auch regular 
auf W,x (U,- M*), wobei U, eine offene Umgebung in U von a ist. Dann 
ist W’-\ U,= 2(N 4 (W, x U,)) = 2(N* 0 (W,x U,)) analytisch in U,. Also 
wire N’ regular in a, was falsch ist. Folglich ist D~\ D,2 M* mit M*= Uo M. 
Es ist Dr D, in D offen. 

Da D zusammenhangend und Dr D, +98 abgeschlossen und offen in D 
ist, folgt D-~\D,= D. AuBerdem gilt M=DAM¢CD,\M=D,AM CM. 
Also ist D,= M. Die Behauptung | ist bewiesen. 

c) Es ist F7\D eine Nullmenge. Dieselbe Konstruktion wie in b) werde 
zu §o¢ D durchgefiihrt. Sei F’ die Menge aller a ¢ M’, fiir die sich die in 

L' (a) = {4|3¢€G@, z,=a,, v=1,..., p} 
enthaltenen Punkte von N’ nicht gegen einen Punkt von M*, d.h. nicht 
gegen a haufen. Dann ist F’ eine Nullmenge"®). 

Sei a ¢ M*— F’. Dann gibt es eine gegen a konvergierende Folge 4’ € L’ (a) > 
AN’. Ein w¢ WCW, existiert mit (w’, 3”) < N*. Da W, kompakt ist, kon- 
vergiert eine Teilfolge w’ gegen ein w ¢ WCW. Es ist 

(w, a) = lim (w’*, 3%) € N* (Wx M*)C NAS 
mit 


(w", 9%) € (Wx L'(a)J ON =Laynn. 


Also ist a ¢ M*— F, woraus sich F -\ U ¢ F’ ergibt. Da F’ cine Nullmenge ist, 
ist auch F7\ U und somit F > D eine Nullmenge. M — D = N; ist eine Null- 
menge, also auch F = (F 1 D)\U(F 7 N3), w.z.b.w. 

Die Menge der Singularitaéten von N braucht nicht analytisch zu sein, 
ja kann eine héhere (topologische) Dimension als N haben, wie man an Bei- 
spielen leicht sieht. Aus Hilfssatz 6.1. kann man einige Kriterien fiir die Fort- 
setzung analytischer Mengen erhalten. 

Hilfssatz 6.2. Voraussetzung. In einem komplexen Raum G sei eine 
analytische Menge M der reinen Dimension 8 gegeben. Sei 2: G-> H eine holo- 
morphe Abbildeng in einen komplexen Raum H. Der Rang der Abbildung x 
auf M sei r(P, M) = s —dimp[z2a(P) M] = q konstant. 

Behauptung: In G ist 2(M) fastdiinn von der Dimension q. 

Beweis. Sei (M*, 7) der zu M gehérige Uberlagerungsraum und r*(R) 
der Rang der holomorphen Abbildung 2 7: M*-+H. Es ist r*(R) =s — 

dim(z y)12 ¥(R). Sei “P,¢a%a(P)OM, dann ist ata(P)nM 
= 2-1n(P,)-\M in P, (s —q)-dimensional. Also hat 2-12(P)- M die reine 


18) Siehe Srott [21], Zusatz zu Satz 2. 
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Dimension s —g. Da y~"(P) fiir jedes P € M nur aus endlich vielen Punkten 
besteht, hat (2 y)-1a y(R) = x7 (a"2 x(R)) die reine Dimension s —q. 
Daher ist r*(R) = q fiir alle R¢ M*. Zu jedem Punkt FR « M* gibt es nach 
RemMeEkrt [12], Satz 19 eine offene Umgebung U so, dai a 7(l’) lokalana- 
lytisch und rein qg-dimensional ist. Abzihlbar viele solcher \mgebungen U, 
iiberdecken M*. Also ist 
a(M)=2 x(M*)=2 x( U v,) = Ua zx(U,) 


v=1 r=1 
fastdiinn von der Dimension q, w.z.b.w. 
Hilfssatz 6.3. Voraussetzung. In einem komplexen Raum @ sei eine 
analytische Menge M der reinen Dimension s gegeben. Sei x: G — H eine holo- 
morphe Abbildung in einen komplexen Raum H mit dem Rang 
r(P, M) = s —dimp{x-12(P) > M] 
r(M) =Max r(P, M). 
PEM 


Sei M,={P|P«M undr(P, M)< q}. 
Behauptung. 1. Die Menge M, ist analytisch'’). Sind M2 (i € A,) ihre 
irreduziblen Teile, so ist 
r(P, M;) <q fiir PeM} 
r(P, M =" fir Pé¢Mi—M 
r(P, M4) < re fir P¢MiAM 
2. Die Bildmenge x(M,) ist fastdiinn von der Dimension q in H. 
3. Ist H rein p-dimensional mit p > q, so ist x(M,) in H fastdiinn"). 
Beweis. Sei P»¢ Mt — U M?. Sei P¢ 212(P,)\ M. Dann gilt 
ACA 
ath eh s—q fir Pe M—M, 
dimp 2-'2(P,) M = dimpa—'a(P) 7 s—q fir Pe M, 
¢s s—q fir P« M,— M,- 
Daher gibt es einen irreduzibeln Teil F von 2-!2(P,)™M durch P, mit 
dimF >s—gq. Daher ist FC M,. Da fiir eine Umgebung U von P, gilt 
ME VU =M,U, folgt 
s—qsdimF < dimp,2a(P,) 0 M,= dimp,a12(P,) > ME, 


egg 


e-3 ° 


d.h. 
r(Po, Mi) = dim Mi — dimp a-'a( Py) \ Mi < dim Mi — (s — q) = rv'< 
< dim M — (s—q) =4q 
fiir alle Py¢ M" mit Ausnahme einer auf M* nirgendsdichten Menge D. Ist 
P,¢« M¥ beliebig, so gibt es eine Vngromg U, von P, mit r(P, M%) = r( Po, M*) ' 
fir alle Pe U,O Mf. Ein P¢ U,o Mi — D existiert, woraus 7(P,, M*) 
<r(P, Mh) <rit <q folgt. Ist P, < Me — M,-,, 
r(Py, MY) = ‘dim Mf — dimp, 2 a(P 9) 0 et 
= dim Mé — dimp,a-12(P,) 0 
Damit ist die Behauptung 1 bewiesen. 
1”) Dies folgt aus Remmert [12], Satz 16. 
'*) Speziell ist in Aussage 3 der Satz 10 von Gravert [4] enthalten. 


so ist 


lI mr 


dim Ms —(s —q)=ri. 
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2. Die zweite Behauptung ist fir g=0 richtig. Denn dann ist M, rein 
s-dimensional oder leer. Entweder ist 1(M,) = 0, oder jede Faser 2-'2(P,) 4 
-\ M, ist leer oder besteht aus einer Vereinigung von irreduziblen Teilen von M. 
Daher gibt es héchstens abzaihlbar viele nicht leere Fasern, d. h. 2(P,) ist 
héchstens abzahlbar, also fastdiinn von der Dimension Null. 

Angenommen, die zweite Behauptung ist fiir g—1 richtig. Dann ist 
a(M,-_,) fastdiinn von der Dimension g—1, also auch von der Dimension ¢ 
In G—M,_, ist M}— M, _, leer oder rein dimensional und hat den konstanten 
Rang r2<q. Also ist 2(Mi— M,_,) fastdiinn von der Dimension r} < q 
gemaB Hilfssatz 6.2. Es ist 


a(M,)S U a(M?— M,-_,)Ua(M,-;) 
Ae Ag 


fastdiinn von der Dimension g. Die Behauptung 2 ist bewiesen, woraus sofort 
die Behauptung 3 folgt. 

Hilfssatz 6.4. Sei M fastdiinn von der Dimension p im komplexen Raum G 
und 2: G-— H eine holomorphe Abbildung. Dann ist a(M) fastdiinn von der 
Dimension p in H. 

Beweis. Abzaihlbar viele héchstens p-dimensionale irreduzibie lokal- 
analytische Mengen M, itiberdecken M. Jedes M, ist analytisch in einer Um- 
gebung U,. Die Abbiidung 7: U,+H hat auf M, den Rang r(P, M,) s 
< dim M,< p. Also ist 2(M,) fastdiinn von der Dimension p. Dasselbe gilt 


dann von 2(M) ¢ a( U a.) = U a(M,), w.z.b.w. 
y=] r=] 

Hilfssatz 6.5. Voraussetzung. In einem Gebiet G des C?=C"-” x Cr 
sei eine von der Dimension n — p fastdiinne Menge M gegeben. Sei F die Menge 
der Punkte x « C”-”, fiir die M7 ({r} x C”) mehr als abzihlbar viele Punkte 
enthalt. 

Behauptung. Die Menge F ist fastdiinn in C™-” 

Beweis. Sei 2:C*+C*"-” die natirliche Projektion 2(z,,... , z,) 

Cink a50 z,—»,). Es gibt abzahlbar viele lokalanalytische und irreduzible 


Mengen 


»? 


die M iiberdecken: MC U M, mit dimM,<n—p. Es ist 


r(4, M,) = dim M, — dim (2~ !27(3) 0 M,) der lokale Rang von 2 in 3 € M, be- 
ziiglich M, und r(M,) = Max r(4, M,) der globai> Rang von 2 beziigi'-h M,,. 

acMy 

1. Fall. Es sei r(M,) = n — p. Wegen dim M, < n — p ist dim (a. 2() 4 ,) 
= 0, wenn r(3, M,) =n —p ist. Die Menge M,= {4 r(4, M,) < n— p} ist 
analytisch auf M, mit dimM,<n—p—1. Also ist der Rang auf jedem 
irreduzibeln Teil 1; von M, 
r(M’) = Max r(3, MW’) < dimM, < n — p—1. 

ci, 
Daher ist 2(M,)=F, fastdiinn in C"-». Wenn rx ¢C"-’—F, ist, so ist 
a (r) © M, leer oder lokalanalytisch von der Dimension Null, d. h. héchstens 
abzahlbar. 
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2. Fall. Es sei r(M,) < n— p. Nach Hilfssatz 6.3 ist F,= 2(M,) fastdiinn 
in C"-». Wenn x € C*-» — F, ist, so ist a1 (r) \ M, = 9. 


co 
Nun ist F’= U F, fastdiinn in C*-»”. Ist x ¢ C"-?— F’, so ist r¢F, fiir 
v=] 


jedes v. Folglich gilt 


U a (r) 0 M,= a7 (r) 0 u M,2 ({x} x C*") \M 
v=1 

ist héchstens abzahlbar, d. h. r « phsit- Wegen F C F’ ist F fastdiinn in 
C"-?, w.z.b.w. 

Daraus erhalt man leicht 

Hilfssatz 6.6. Voraussetzung. In einem Gebiet G des C” sei eine fast- 
diinne Menge M gegeben. Der komplexprojektive Raum P"-} werde als GraBmann- 
mannigfaltigkeit der durch den Ursprung gehenden komplexen Geraden auf- 
gefapt. Sei F die Menge der Geraden g ¢ P"-', fiir die g-\ M mehr als abzahlbar 
viele Punkte enthdlt. 

Behauptung. Die Menge F ist fastdiinn in P®-'. 

Beweis. Sei Z = {3 | z,= 0}. Durch 


z 


r(@)=(2,..., ==, a.) 


wird C*— EF umkehrbar holomorph auf sich pages. Seien (z,:... : 2) 
homogene Koordinaten von P"-! und sei D={(z,:...: Zn) | Z, = 0}. Die kom- 
plexe Gerade g = {3 | 4 = z a} mit a + 0 wird durch den Punkt g = (a,: .. . : a,) 


von P*-! reprasentiert. Sei g ¢ P"-!— D; dann wird durch 
a An-1 
ag=(=,...,%=*,0) 

eine umkehrbar holomorphe Abbildung von P"-!— D auf E gegeben. Die 
Menge F’ aller b ¢ Z, zu denen es iiberabzahlbar viele Punkte (b, z,) € t(M — £) 
gibt, ist nach dem letzten Hilfssatz fastdiinn in Z. Sei nun g = (a,:...: : dy) 
eine Gerade aus F — D. Dann ist M rg — E, also auch 
t(M ng — £)=1(M — ae 

7 ih a, — 3 - , : | 
t(M — BE): [ala= (>, +. ee 0 < |2| >) 


t(M — BE) \ {(A(g), 2n) | 0 < |z,| < co} 


iiberabzihlbar. Also ist A(g) ¢F’, d.h. g € A“(F’), woraus F — D = 4 (F’) 
folgt. Da F’ und somit auch /-'(F’) fastdiinn sind, ist auch F — D, also F 
fastdiinn, w.z.b.w. 

Nun soll noch Satz 2.8 verallgemeinert werden; dazu wird zuniachst be- 
wiesen : 

Hilfssatz 6.7. Voraussetzung. Sei @ ein Gebiet des C™ und E eine 
q-dimensionale komplexe Ebene von C*. Sei M=GcE zusammenhingend 
und N eine rein p-dimensionale analytische Menge aus A = G — M, die héchstens 
auf einer abgeschlossenen und von der Dimension p — 1 fastdiinnen Teilmenge S 
von M innerhalb G singulér wird. 


I| 
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Behauptung. Durch N wird S eindeutig in G fortgesetzt. 

Beweis. Fir p 2 qist die Behauptung richtig nach Satz 2.8. Angenommen, 
die Behauptung ist richtig fir qg— 12 p, so werde sie fiir gq bewiesen. Sei 
a, € S beliebig gewahlt. Man wahlt a, als Ursprung eines Koordinatensystemes, 
dessen letzten q-Koordinatenachsen die Ebene Z aufspannen. Da q—1 2 p 
und SU[Nn(M — 8)]}=(SUN)AM fastdiinn von der Dimension p — 1 
auf E£ ist, kann man nach Hilfssatz 6.6 die letzte Koordinatenachse so wahlen, 
daB sie (S\v.N) 7 M in héchstens abzahlbar vielen Punkten schneidet. Eine 
Umgebung U des Nullpunktes der folgenden Art existiert 


U, = {(z,, .-- 2a) | [al <4,7=—1,....2—1}, 
Us= {2n| l@nl < Sn}, Us = {2n | len] S 7} (0<r<4s,), 
U =U,xU,, U’= U,x U3, 


Mo= MAU = {(0, . . ., 0, 2-943; - - +s 2m) | [| < 8}, 

No=NOUCU'’, &=UNSCM,NU'=M. 
Angenommen, JN ist in einem Punkt von S, singulér. Dann ist N, im selben 
Punkt singular und N,+9 eine rein p-dimensionale analytische Teilmenge 
von Aj= Ur\A = U — M,. Sei z die Projektion 2(z,, . . ., z,) = (z, - . «5 2, -1)- 
Es ist 2(U) = U, offen und 2(M,) = M,¢ U, ein zusammenhangender Schnitt 
mit einer (g — 1)-dimensionalen komplexen Ebene. Da N, in U’ enthalten ist, 
ist die Projektion 1: N,> U,— M,= A, eigentlich und jede Faser ist null- 
dimensional. Also ist N,=2(N,) in A, analytisch und rein p-dimensional. 
Nach Satz 6.4 ist S,;= 2(S,) C M, fastdiinn von der Dimension p—1. Ist 
3”€ S, mit lim 4”= 3 ¢ Mj, so gibt es eine Folge (3”, z,) € Sy. Da |z}| <r ist, gibt es 


vo 
eine konvergente Teilfolge z mit 2,= lim 2%, wobei |z,| <r ist. Es ist 
uo 
(3, Zn) = lim (3"4, ze) € 8, tN U = So e 


ee) 
Daher ist 4 ¢ 7 (So) = = S,. Die Menge S, ist abgeschlossen in M,. Esist VN, (U 
— 2-(8,)) = Ny analytisch i in U — 2-1(8,) mit N, t\ Ay= Ny. Wegen Nyc U’— 
—221(S,) ist N,= x(N,) analytisch in U,— 8S, mit N 1 A,=N,. Also wird 
NV, héchstens auf S, singular. Nach Seduktionntunabane ist das nicht der Fall. 
In U, ist N, AU, analytisch. Es ist Nj¢ 2(N,) AU, wobei 2(N,) 0 M, 
= 2-1(N, 7 M,) héchstens p-dimensional ist. Wird daher N, singular, so in 
jedem Punkt eines irreduzibeln Teiles N, x U, von 2-1(N,)\ Mg, wobei N, 
irreduzibeler Teil von V, -\ M, ist. Daher ist NV, x U,¢ Sy¢ U, x U3, was wegen 
N,+ 9 und N,¢ U, falsch ist. Widerspruch! N ist in keinem Punkt von Sp, 
also auch S singular, w.z.b.w. 

Daraus folgt nun die Verallgemeinerung des Satzes 2.8: 

Hilfssatz 6.8. Voraussetzung. In einem komplexen Raum G sei eine 
diinne abgeschlossene Menge S ‘gegeben, die auch fastdiinn von der Dimension 
p—| ist. In G—S sei eine rein p-dimensionale analytische Menge N gegeben, 
die frei von S ist. 

Behauptung. Durch N wird N eindeutig in G fortgesetzt. 
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Beweis. Sei C C S die Menge der singularen Stellen von N. Sei P,¢ C 
und U eine offene Umgebung von C, fiir die die analytische Hiille C, von 
Cr\U in U dinn ist. Ist U hinreichend klein, so gibt es eine in U analytische 
Menge S, 2 S -\ U, die keinen irreduzibeln Teil von U ~ N enthalt.Wegen C,¢ S, 
enthalt auch C, keinen irreduzibeln Teil von UN. Es ist also Ur\ N rein 
p-dimensional und singular auf C~\ U + 9. Man kann U dabei so klein wahlen, 
daB U als analytische Menge eines Gebietes U, des C" aufgefaBt werden kann. 
Sei C, die Menge der nichtgewohnlichen Punkte von Cy. Dann ist C, echte 
Teilmenge von C, und analytisch in U. Daher ist C, 2CrU. Also gibt es 
eine offene Teilmenge V von U mit Cr, V=(C- C,) \ V +9, die man als 
analytische Menge in einem Gebiet V, des C" auffassen kann, wobei C,/\ } 
= E,r\V, fiir eine geeignete q-dimensionale komplexe Ebene £ gilt. Da C, 
nirgends dicht auf NU ist, ist Oj V nirgendsdicht auf N 4 V, enthalt 
also keinen irreduzibeln Teil von N > V. In V,— C, ist V ~\ N — C, analytisch 
und rein p-dimensional und wird héchstens auf der von der Dimension p — | 
fastdiinnen Menge V,/\C singular. Nach Satz 6.7. wird V ~N —C, durch 
VAN—C,2 V, fortgesetzt. Da V~\C,—S keinen irreduzibeln Teil von 
VAN enthalt, gilt 

VAN =VANZV,=VAN—GNV;. 


Also ist NV in V analytisch und N auf C > V + @ regular, was falsch ist. Also 
ist C =® und N wird durch N nach Satz 2.7 fortgesetzt, w.z.b.w. 


§ 7. Die Ubcreinstimmung der Meromorphiebegriffe in einigen Spezialfillen 

Die Gleichheit der Meromorphiebegriffe laBt sich zeigen, wenn an den 
Bildraum besondere Anforderungen gestellt werden. So hat sich die Uber- 
einstimmung (meromorph = R-meromorph) fiir liickenfreie Abbildungen in 
H-vollstandige Raiume bereits in Satz 4.5 gezeigt. Dies gilt dann auch fiir 
Teilraume, Produktraume und Uberlagerungsréume, denn aus Satz 3.8 
und Satz 3.9 folgt: 

Satz_7.1. Stimmen die Begriffe meromorph und R-meromorph fiir alle 
liickenfreic Abbildungen in die Raume H, iiberein, so auch fiir das Produkt 


IT H,=H 
y=] 


Beweis. Sei t: A + A auf ¢ { meromorph. Sei y,: H + H, die natiir- 
liche Projektion. Nach Satz 3.8 ist y,t: A > H, in @ meromorph, also R- 
meromorph. Nach Satz 3.9 ist tr R-meromorph. Ist t R-meromorph und 


lite kenfrei, so auch meromorph nach Satz 3.3, w.z.b.w. 

Satz 7.2. a) Stimmen die Begriffe meromorph_ und R-meromorph fiir alle 
liickenfreie Abbildungen in den komplexen Raum H iiberein, so auch fiir jeden 
komplexen Teilraum H von H. 

b) Stimmen die Begriffe schwach meromorph und R-meromorph fiir alle 
Abbildungen in den komplexen Raum H iiberein, so auch fiir jeden abgeschlossenen 
komplexen Teilraum H von H. 
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Beweis. Sei t: A + H auf @ 2 A (schwach) meromorph. Nach Satz 3.12 
ist auch t: A + H meromorph (schwach meromorph, wenn H abgeschlossen 
in H ist). Also ist tr: A> H R-meromorph mit t(A) ¢ H. Nach Satz 3.13 
ist t: A + H R-meromorph. Ist t R-meromorph, so ist t schwach meromorph. 
Ist t auBerdem liickenfrei, so ist tr meromorph, w.z.b.w. 

Satz 7.3. Voraussetzung. Sei ¥:H—+F eine offene und holomorphe 
Abbildung. Die Faser 7-' 7(Q) bestehe aus héchstens abzihlbar vielen Punkten. 
Fiir jede liickenfreie Abbildung in F stimmen die Begrijfe meromorph und R- 
meromorph iiberein. 

Behauptung. Die Begrijfe meromorph und R-meromorph stimmen auch 
fiir jede liickenfreie Abbildung t in H iiberein. 

Zusatz. Ist yx lokaleigentlich, so gilt Satz 7.3. auch noch, wenn man das 
Wort ,,liickenfrei‘ ausliBt und ,meromorph* durch ,,schwach meromorph™ er- 
setzt. 

Beweis. a) Sei t: A+ H auf G 2A meromorph. Dann ist yt: A> F 
meromorph, also R-meromorph. Nach Satz 3.11 ist r R-meromorph. 

b) Ist tr: A ~ H lickenfrei und R-meromorph, so meromorph. 

c) Sei t: A+H auf G@ 2A schwach meromorph und 7: H > F lokal- 
eigentlich. Sei Ry¢ 2,,(Po, L), wobei L eine eindimensionale komplexe Teil- 
mannigfaltigkeit von G mit L7\ M = [7 M = {P,} ist. Eine Folge P*¢ L7~\ A 
mit hese i yz t(P*)) = (Po, Ry) existiert. Sei U eine relativ kompakte, offene 


U mesbung von Ry. Fiir v = vp ist x t(P") € U, also r(P") ¢ x3 (U)C x 1(D). 
Da x lokaleigentlich ist, kann U so klein gewahit werden, daB 7~1(U0) ene 
ist. Eine Teilfolge t(P) konvergiert, limr(P’*) = Q). Es ist Q,¢€ 2,(P5, L) 


um co 


und ¥(Q,)= hae) Sent Fa Ry. Daher ist 7(2,(Po, L)) 2 2,,(Po, L), dh. 


‘yt (Po, L) besteht aus héchstens einem Punkt. Die Abbildung 7 t ist schwach 
cosee Unter der Annahme des Zusatzes ist sie dann auch R-meromorph ; 
also ist t nach Satz 3.11 R-meromorph, w.z.b.w. 

In Satz 7.3 kann man die Rolle von H und F vertauschen: 

Satz 7.4. Voraussetzung. Sei y:H-—F eine holomorphe Abbildung. 
Die Faser 4-1 4(Q) bestehe héchstens aus abzihlbar vielen Punkten. Fiir jede 
liickenlose Abbildung in H stimmen die Begriffe meromorph und R-meromorph 
iiberein. 

Behauptung. Sie stimmen auch fiir jede liickenlose Abbildung t in F 
iiberein, die die Form yt = t hat, wobei T: A > H holomorph und liickenlos ist. 

Zusatz. Ist y offen und lokaleigentlich, so gilt Satz 7.4 auch. noch, wenn 
man das Wort ,,liickenlos‘‘ auslaBt und ,,meromorph* durch ,,schwach meromorph** 
ersetzt. 

Beweis. a) Sei t= xy t: A+F meromorph und liickenlos auf G. Nach 
Satz 3.10 mit y=, fiir jedes Q, ist T: A->H auf G meromorph. Nach 
Voraussetzung ist t:A->H auch liickenlos. Also ist t: AH SR-mero- 
morph. Nach Satz 3.5 ist r= 7 tT SR-meromorph. 
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b) Sei t= 4%: AF R-meromorph und liickenlos, also auch schwach 
meromorph und liickenfrei, d. h. meromorph. 

ce) Sei x offen und lokaleigentiich und t= yt: A-—F schwach mero- 
morph. Nach Satz 3.10 ist t schwach meromorph, also t : A> H R-mero- 
morph, wenn man die Voraussetzungen des Zusatzes macht. Nach Satz 3.11 
ist y t R-meromorph, w.z.b.w. 

Sieht man von Feinheiten ab, so kann man sagen, die beiden Meromorphie- 
begriffe stimmen iiberein fiir eine gewisse Klasse R von Bildriumen, die mit 
jedem Raum auch alle Teilraume und Uberlagerungsraume enthilt, sowie 
jeden Produktraum endlich vieler Raume aus R. Die Klasse 8 enthalt alle 
M-vollstandigen Raume, insbesondere alle algebraischen Raume. Dabei 
heiBe ein Raum algebraisch, wenn er abgeschlossener komplexer Teilraum 
eines komplexprojektiven Raumes ist. Nun kommt es darauf an, noch andere 
Raume in R zu finden. Dazu ist es nétig, den Graphen 7 iiber M x H fort- 
zusetzen. Dabei ist haufig dim 7 < dim M x H, und fiir diesen Fall gibt es 
keine brauchbaren Fortsetzungssaitze. Jedoch wird Hilfssatz 6.1 etwas weiter- 
helfen. Er erméglicht den folgenden Satz: 

Satz 7.5. Voraussetzung. 1. Die Menge S der singuléren Stellen der 
Abbildung t sei diinn von der Codimension p—1 und fastdiinn von der Co- 
dimension p = 2. 

2. Sei Sp die Menge der R-Singularititen von t und sei X,(Sp) diinn von 
der Dimension p. 

3. Wenn L lokalanalytisch und rein p-dimensional in G ist, wenn L kompakt 
ist, wenn L(\ M auf L diinn ist, wenn (ZL — L)-\ S =@ ist, wenn LAS aus 
héchstens abzihlbar vielen Punkten besteht und wenn L\S diinn von der Di- 
mension 1 auf L ist, dann enthalte L,(L7-\S, L) keine p-dimensionale Teil- 
mannigfaltigkeit von H. 

Behauptung. Die Abbildung t ist R-meromorph. 

Beweis. Sei A,= G — S und t, die analytische Fortsetzung von t in Ap. 
Es reicht, den Satz fiir eine geniigend kleine Umgebung eines jeden Punktes 
von G zu beweisen. O.B.d.A. kann man daher G als n-dimensionale, irre- 
duzible und lokalirreduzible analytische Menge eines Gebietes G, des C* mit 
t =n annehmen, wobei sogar M in einer analytischen Menge M, der reinen 
Dimension n —1 und S in einer analytischen Menge S, der Dimension n — 
—p-+1 enthalten ist. Sei g=n—p. Sei S, die analytische Hille von Sp, 
in G,. Es ist S,¢ G und dimS,< q + 1. Angenommen, Sp+ 9. Die Menge 8, 
der nichtgéwéhnlichen Punkte von S, enthalt nicht Sp+@. Daher kann man 
annehmen, daB S, auf einer komplexen Teilmannigfaltigkeit mit nur gewéhn- 
lichen Punkten (in G,) liegt, deren Dimension g + 1 nicht iibersteigt. Folglich 
kann man annehmen, daB Sp,+ 98 auf einer héchstens (g + 1)-dimensionalen 
komplexen Ebene liegt, durch die man eine (¢ + 1)-dimensionale komplexe 
Ebene £ legt: Sg¢ #. Nun wird ein spezielles Koordinatensystem gewahlt. 
Der Ursprung sei ein Punkt von Sp. Die ersten (q + 1) Koordinatenachsen 
sollen die Ebene £ aufspannen. Nun ist S fastdiinn von der Dimension q 
(d. h. Codimension p) in G, also ist S ~\ £ fastdiinn (von der Dimension q) in £. 
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Nach Hilfssatz 6.4 kann man die erste Koordinatenachse so wahlen, daB sie 
S\E in héchstens abzihlbar vielen Punkten schneidet. Weil ¢ + 1 =» — 
—p+l1sn=dimG ist, kann man die letzten t—n Koordinatenachsen so 
wahlen, daB sie eine Ebene € aufspannen, die G im Ursprung isoliert schneidet. 
Dieses Teilkoordinatensystem werde zu einem vollen erganzt. 

Sei E, die Ebene, die von der 2. bis (q + 1)-ten Koordinatenachse auf- 
gespannt wird. Sei 2: Ct E, die Projektion 

%(z,,. . . » 2) = (0, 2g, .. . , Ze43,0,...,9). 
Dann ist L(a) = 2-1(a) eine (t — g)-dimensionale komplexe Ebene fiir jedes 
a ¢ £,. Weil S fastdiinn von der Dimension q ist, ist die Menge 
F,={a|a¢H, und L(a)8 itiberabzahlbar} 

nach Hilfssatz 6.5 fastdiinn auf Z,. 

Seien Mii € A) die irreduzibeln Teile von M, und r,(3, M}) =n —1— 
— dim (x-'2(3)\ Mj) der Rang von z beziiglich Mj. Auf Mj ist M* 
= {3 | r.(3,. M3) <q—1} analytisch. Nach Hilfssatz 6.3 ist die Projektion 
x (M?) fastdiinn in E,. Auch F,= U 2(M’) ist in E, fastdiinn. Also hat 

ACA 


a (a) 7-\ M3 fir a ¢ E,—F, héchstens’ die Dimension dima—(a) 0 Mi=n- 
—1—r,(a, Mt) <n—1—q=p-—1 < p. Daher ist x(a) \ My= L(a) \ My, 
héchstens (p — 1)-dimensional fiir a ¢ Z,— F,. 

Seien S?(A¢A,) die irreduzibeln Teile von S, und r,(3, 83) = dim S} — 
— dim 2-2 (3) 0. S) der Rang von z beziiglich S,. Auf S? ist S— {5 | r4(3,54) < 
< q—l}analytisch. Nach Hilfssatz 6.3 ist die Projektion n(S*) fastdiinn in Z,. 
Auch F,= U 2(S?) ist in B, fastdiinn. Also hat x(a) S? fiir a ¢ E,—F, 
héchstens die ‘Dimension 

dima (a) 7 S? = dim S? —r,(a, S1) <q+1—q=1. 

Daher ist 2-*(a) -\ Sg= L(a) 8, héchstens eindimensional fir a ¢ Z,— F,. 

In jedem Punkt von 4 € L(a) 1G gilt 

dim, L(a) \G 2 dim, L(a) + dim,G — dim,Ct = t —q+n—t=p. 
Andererseits schneidet die Ebene € die Menge @ /\ L(0) isoliert im Nullpunkt, 
wobei € ¢ L(0) ist. Nach der Definition der Dimension gilt 
dim, L (0) \G < dim, L (0) — dim, € = t —q —(t—n) =p. 

Der Rang r, der Projektion 2 : G + E, ist also: r,(0) = n — p= q und r, (3) < 
<n—p=q fir.3¢G. Die Menge {| r,(3) <q — 1} ist abgeschlossen in G 
und enthalt den Nullpunkt nicht. Man kann daher eine offene Umgebung U 
des Nullpunktes wahlen, auf der r,(3) = g fiir 4 ¢ @7\ U ist. Da auf der ersten 
Koordinatenachse in Z nur abzahlbar viele Punkte von S liegen, kann man 
einen Kreisring {(z,,0,...,0)|r< |z,| <8} in U-\(G,— 8) finden. Eine 
offene Umgebung U, des Nullpunktes des Ct! existiert so, daB 


{3 | 2» ---%) €U;, rs |z,| 58} CU M(G,— 8) 


ist. O.B.d.A. kann man neben den Voraussetzungen des Satzes also annehmen: 
Math. Ann. 136 28 
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a) Es seien 


E, = {z, | |z,| < 3} R,= E, x {(0, . . ., 0)} ¢ Ct 

Ey = {| |m| <7} Ri, = E; x {(0, .. ., O} ¢ Ct, O<r<s) 
Ea= {(2q, . . 5 Zg41) | [4l<%, v=2,....9g+]} 

ace ae ee y=q+2,..., 8} 


24 {0} x E, x {(0, . . ., O)} ¢ Ct, 
3= {(0, . 0) x E,¢ Ct, 


ab gt R =Ex {(0,..., 0} ¢Ct, 
BE’ = E, x E, R’ = E’ x {(0,..., 0)} ¢ Ct, 
G,= Ex B, G, = EB’ x Ey= Ey x E,x Ey. 


b) In G, ist G analytisch, rein n-dimensional und lokalirreduzibel. 

c) EsistOC Spo R und SCGNG. 

d) Sei L(a) = #, x {a} x B, fir a¢ #,. Dann hat L(a) OG die reine Di- 
mension p. 

e)'Die Menge Fy= {a|a¢ #, mit L(a)S iiberabzihlbar} ist fastdiinn 
in E,. Die Mengen F, = {a | a € E, mit dim§ L(a)™ S > 1} und F,= {a] ac BE, 
mit dim%, (a) M = p} sind fastdiinn in £,. 

Sei (P, Q) ein singulirer Punkt des Graphen 7' in G,. Es ist P € Sp und 
(P, Q) « (T7—T)A(G,x H). Daher gibt es eine Folge (P*, Q’) in T mit 
lim (P’, Q”) = (P, Q). Wegen Q’= 1(P”) ist Q € 2,(P) © 2, (Sp). Daher wird 


T innerhalb G, héchstens auf Sp x 2,(S,) singular. 

Sei (O, Q,) ein singularer Punkt von 7’. Dann ist Q,¢ 2,(Spz). Also gibt es 
eine offene Umgebung V von Q, mit einer in V analytischen und héchstens 
p-dimensionalen Menge N,, die V -\ X,(Spz) enthalt. Sei C die Menge der 
Singularitaéten von 7’ innerhalb G x V. Es ist 


(O, Qo) € CS (@ x V) (Spx Z,(R)) = Spx(V0E,(R)) & Spx Ny. 


Sei N die Menge aller in V analytischen Mengen N mit C C Spx N. Wegen 
No€X ist N+ O und N,= N WN analytisch in V mit p,= dim N,< p. Es ist 


Nen 
@+CCON SpxN=SpxN N=SpxN,. 
Nen NER 


Man konnte dabei die offene Umgebung V von Q, so klein annehmen, daB es 
eine umkehrbare holomorphe Abbildung «:V — V’ gibt, wobei V’ eine irre- 
duzible und lokalirreduzible analytische Teilmenge eines Gebietes V des C™ 
mit u 2m ist. In PV ist a(N,) = Nj analytisch. Die Menge M der nicht- 
gewohnlichen Punkte von Nj ist analytisch und eine echte Teilmenge von Nj. 

Also ist die in V analytische Menge N,= = a-1(Nj) nicht in N enthalten. kin 
Punkt (0, Q,) € C mit Q,¢ N,— N, existiert. Man wahlt in V— N, eine offene, 
zusammenhangende Umgebung W, von (0, Q,) so, daB N, © W, zusammen- 
hangend ist. In einem Teilgebiet W von V ist Wj = a(W,) =n V’ ana- 
lytisch, irreduzibel und lokalirreduzibel. Da «(O, Q,) gewéhnlicher Punkt von 
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Nj ist, kann man in W ein Teilgebiet W*, das «(O, Q,) enthalt, und | eine um- 
kehrbar holomorphe Abbildung 8 von W* auf einen Polyzylinder W von CO» 
finden so, daB B(Nj 7 W*) der Durchschnitt von W mit der durch die ersten 
p, Koordinatenachsen aufgespannten Ebene ist. Identifiziert man W* mit W 


vermége 6 und W= a7(W*- Wi) mit W* > Wi, so kann man annehmen: 
f) Es seien: 


= {(w,,..., w,) | |w,| <¢, fir »y=1,..., p} 
U,= {(Wy4 - - -» Wy) | |w,| < t, fir v= p+],..., wu} 
W=—U,xU, 


N =U,x {(0,...,0} ¢W. 


g) W ist eine offene Teilmenge von H und zugleich eine lokalirreduzible, 
rein m-dimensionale analytische Menge in W mit W -\H = W. 

h) Sei B-=G,xW—RxN. Dann ist T,=T7B analytisch in B und 
in G x W enthalten. Es ist T, rein n-dimensional und wird héchstens auf R' x N 
innerhalb G, x W singulér. 

i) In einem Punkt von R’ x N ist T, singulir. 

Aus den Eigenschaften a)—i) soll nun ein Widerspruch zur Voraussetzung 
des Satzes hergeleitet werden. Dazu wendet man Hilfssatz 6.1 an, dessen 
Voraussetzungen man mittels der folgenden Ubersetzungstabelle leicht nach- 
prift. 


Satz 6.1) c* G = E M W 


Hier | C+*-1 | Bx B,xW | 2,=0 fir » =¢ +2,... + | Bax(@,. .,0)}xN | E, 


w,= 0 fir w= p+l,... 














Satz 6.1 | W,| A |B; v | 8 | & 
Hier || £,x E,xW—E,x {(0,...,.0}xN |B @,xW!) RXN|RXN 
Satz 6.1 | p | N| L(a) fir a€ M F 
Hier |n/7,| 2B, {a}x B,x {6} x U,= L(a,b) fir ac,beU, |F 


F hat also das 2n-dimensionale Ma8 Null und ist die Menge aller (a, 6) € 
€ E, x U,, fiir die die Punkte von 7’, auf 


L(a, 6) = EB, x {a} x EB, x {6} x U, 


sich nicht gegen einen Punkt von R x N haufen, also nicht gegen »inen Punkt 
von L(a, 6) \(R x N) = E, x {a} x {(0, . . ., 0)} x {6} x {(0, . . ., O)}. 

Nun wird behauptet, daB 7, -\(M x H) diinn auf 7, ist. Es ist 7 ~ ((@ — 
— Sp) x H) in (@ —S,) x H analytisch und rein 2n-dimensional und der 
Graph von t iiber G— Sp. Nach Satz 2:11 ist 7-\[(M — Sx) x H) dinn 
auf T”\((G — Sp) x H}. Ist (P,Q) €7,=— BT, so ist P¢Sp; denn fir 
28* 
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PéS, wire Q¢ (Sp), also (P, Q) € Spx (Sp) BC(RxXN)AB=8. 
Daher ist T,= B x T= BAT [(G — Sp) x H) und 
M,=7,0(M x H) =BOATA[(G—S,) x H]O[M x A] 
= BAT A[(M — Sz) x H). 

Da B offen ist, ist M,=7,(M x H) diinn auf 7’',, also diinn von der Di- 
mension n — | in G, x W. Die Projektion M, von M, in E, x U, ist also fast- 
diinn in E,x U,, hat also das 2n-dimensionale MaB Null in E, x U,, wobei 
E, x U, die reelle Dimension 2(q + p) = 2 hat. Die Fasern der Projektion 
sind L(a,b)\ M,. In E£,~x U, ist F;= FU M, eine Nullmenge. Eine Null- 
menge D C E, existiert so, daB F,(a) = F,\({a} x U,) eine Nullmenge fiir 
jedes a € E,— D ist. Die Menge F,\ F, UF, ist fastdiinn in Z,, also eine 
Nullmenge in Z,. Daher ist E,— (DU Fy, F, U F,) nicht leer und ein a ¢ E,— 

(DUF,UF,UF,) werde nun fest gewahlt. Weil a ¢ Z,— F, ist, enthalt 
L(a) = E, x {a} x #, nach e) héchstens abzaihlbar viele Punkte von S, wobei 


D(a) = {(24, gy - « «5 Geta, Zqtas « - -» 24) | lz] < 8} 
ist. Also kann man Zahlen v, mit r < v,< s, und 0 < v, < s,firy=q+2,...,¢ 
so wahlen, daB (Z*— L*) > S = @ ist mit 
L*= {(z, Gg, - - +» Agiys Zqsgs - - -» %) | |z,| < v,} : 
Es ist L* offen und relativ kompakt in L(a). Weil 
L(a) \ R = (EB, x {a} x E,) \(E, x E, x {(0, . . ., 0)}) 
= E, x {a} x {(0, . . ., 0)} 
eine eindimensionale analytische Menge in G, ist, ist G@ -\ L(a) > R analytisch 
und héchstens eindimensional in G. Daher ist 
T (a) = (4.x W) A {(P, t)(P)) | P € Ayo L(a) OR} 


eine héchstens eindimensionale lokalanalytische Menge in G, x W. Der Rang 
der Projektion G, x W — U, auf 7'(a) ist héchstens 1, wihrend dimU,= p > | 
ist. Daher ist die Projektion 7’ (a) von 7'(a) fastdiinn in U,, hat also das 
2p-dimensionale Lebesguesche MaB Null. Weil a ¢ D ist, gibt es fiir fast alle 
b « U,, d. h. alle 6 € Uj;— (7" (a) U F,(a)) eine Folge (P’, Q”) ¢ L(a, 6) \ 7, mit 
lim (P*, Q”) = (P, Q), wobei (P, Q) ¢ (R x N) \ L(a, 6) ¢ G, W ist. Wegen 


(R x N) \L(a, 6) = EB, x {a} x {(0, . . ., O)} x {6} x {(0, . . ., 0)} 
ist Q=(b,0,...,0)¢N. Wegen (a,b) <¢ #,x U,—F,¢ £,x U,— M, ist 


L(a, 6) \M,=® mit M,= 7,(M x H). Also ist P*¢ A L(a) mit lim P’ 


= P €L(a)A G und Q=1(P"). Angenommen, P ¢ Ay. Dann ist Q = (P) 
mit Pe A,AL(a)r\R, also (P,Q) ¢«T(a) und 6 €7"(a), was falsch ist. 
Daher gilt 
PESAL(aA)\ARCG,A(E, x {a} x {(0, . . ., 0)}) 
= FE; x {a} x {(0,.. ., 0)} ¢ L*. 


Also ist PE Sm ROAL*. Sei L= L* NG. Da L* offen auf L(a) ist und 
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P*¢ L(a) gegen P € L* strebt, ist P’¢ L* firy > v. Esist P< L* A= LAA 
fiir vy > v) mit lim(P’, t(P’)) = (P, Q) und P € S, woraus sich Q ¢ 2,(L 1S, L) 


fiir fast alle Q=(b,0,...,0)¢N ergibt. Es ist LAS=L*nS=L[*08 
kompakt, weil Z* kompakt und S abgeschlossen ist und L* in der offenen 
Umgebung G, liegt. Daher ist die auf N dichte Menge 2,(1 7S, L) in G, 
also auch G,, abgeschlossen, enthalt also N, woraus unter anderem auch 
N CH folgt. 
Andererseits gilt: 
LAS= EFFAGnS cLI*ns= LOS, 


d.h. (Z—L) AS =98. Wegen LAA +2 ist Lia) AG und L= L*nG je 
eine rein p-dimensionale, lokalanalytische Menge. Wegen a « E,— F, enthalt 
L(a) 8, also erst recht L7\S héchstens abzihlbar viele Punkte. Wegen 
a € E,— F, ist L(a) - S in einer in G, héchstens ein-dimensionalen analytischen 
Mengen enthalten, d.h. 1 S ist diinn von der Dimension 1 auf L. Wegen 
a ¢ E,— F, ist L(a) OM, also auch LM, in einer in G héchstens (p — 1)- 
dimensionalen analytischen Menge enthalten, also diinn (von der Dimension 
p—l) auf L. Weil Z ¢ L* ¢ L(a) ¢ G, und G in G, abgeschlossen ist, und weil 
L ¢ Gist, folgt Z ¢ G. Weil Z* kompakt ist, ist auch die abgeschlossene Hiille 
von L in @ namlich LAG=L kompakt. Nach Voraussetzung 3 enthilt 
2 (LS, L) keine p-dimensionale Teilmannigfaltigkeit von H, speziell ist N 
nicht in 2,(Z8, L) enthalten. Ein Widerspruch zur Annahme S; +0 
wurde hergeleitet, w.z.b.w. 

Der Satz 7.5 wurde fiir p = 1 nicht bewiesen. In diesem Fall ist S diinn, 
weil M 28 ist. Daher fallt die erste Voraussetzung weg. Ist aber S diinn 
von der Codimension p, so kann man die dritte Voraussetzung abschwichen. 
Man erhalt den 

Satz 7.6. Voraussetzung. 1. Die Menge S der singuléren Stellen von t 
sei diinn von der Codimension p = 1. 

2. Sei Sp die Menge der R-Singularititen von t und sei X,(Sp) diinn von 
der Dimension p. 

3. Wenn L lokalanalytisch und rein p-dimensional in G ist, wenn L kompakt 
ist, wenn L7\ M diinn auf L ist, wenn (L — L) \S =8 und L7\S = {P,} ist, 
so enthalte X,( Py, L) keine p-dimensionale komplexe Teilmannigfaltigkeit von H. 

Behauptung. Die Abbildung t ist R-meromorph. 

Beweis. Sei Ag= G — S und tf, die analytische Fortsetzung von rt in Ap. 
Es reicht, den Satz fiir eine geniigend kleine Umgebung eines jeden Punktes 
von @ zu beweisen. O.B.d.A. kann man daher @ als n-dimensionale, irre- 
duzible und lokalirreduzible analytische Menge eines Gebietes G, des C‘ mit 
t >n annehmen, wobei sogar M in einer analytischen Menge M, der reinen 
Dimension n — 1 und S in einer analytischen Menge S, der Dimension g = n — p 
enthalten ist. Sei S, die analytische Hiille von Sz in G,. Es ist 8S, ¢ G und 
dimS,<q. Angenommen, Sp+9. Die Menge S, der nichtgewdhnlichen 
Punkte von S, enthalt nicht Spg+0. Daher kann man annehmen, daB Sp 
auf einer komplexen Teilmannigfaltigkeit mit nur (in G,) gew6hnlichen Punkten 
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liegt, deren Dimension g nicht iibersteigt. Daher kann man annehmen, daB 
Sp +9 auf einer héchstens g-dimensionalen Ebene liegt, durch die man eine 
q-dimensionale Ebene E legt. Nun wird ein spezielles Koordinatensystem 
gewahlt. Der Ursprung sei ein Punkt von Sp. Die ersten g-Koordinaten- 
achsen sollen die Ebene Z aufspannen. Weil g = n — p < n = dimG ist, kann 
man die letzten t —n Koordinatenachsen so wahlen, daB sie eine Ebene € 
aufspannen, die G im Ursprung isoliert schneidet. Dieses Teilkoordinaten- 
system werde zu einem vollen, aber vorlaufigen erginzt. Sei E die von den 
ersten n-Koordinatenachsen aufgespannte Ebene. Nach dem Einbettungs- 
satz von RemMerr und Sretn [13] fihrt die Projektion Ct EF die Menge S, 
in eine im Ursprung analytische Menge Sg der Dimension g iiber, da S, durch € 
im Ursprung nur isoliert geschnitten wird. Da 8. E in EB enthalten und im 
Ursprung analytisch und g-dimensional ist, kann die (q + 1)-te bis n-te Ko- 
ordinatenachse so gewahlt werden, daB die durch sie aufgespannte Ebene die 
Menge Sj \U £ im Nullpunkt isoliert schneidet. Dann schneidet die durch die 
(q + 1)-te bis t-te Koordinatenachse aufgespannte Ebene die Menge S, im 
Ursprung isoliert. 

Sei 2: Ct+ E die Projektion 2(z, . . ., z;) = (z, .. ., 2, 0,...,0). Dann 
ist L(a) = 2~(a) eine (t — q)-dimensionale komplexe Ebene fiir jedes a ¢ EZ. 
Weil z~*(0) -\ S, den Ursprung als isolierten Punkt enthilt, gibt es eine offene 
Umgebung U* des Nullpunktes und eine Zahl k, so daB L(a)\S™U* 
héchstens aus k Punkten besteht. 

Seien M} (A ¢ A) die irreduzibeln Teile von M, und r,(3, M3) =n —1— 
— dim (x-1x(3) \ M2) der Rang von x beziiglich My. Auf Mi ist M* = {3 | r,(3, 
M)}) < q} analytisch. Nach Hilfssatz 6.3 ist die Projektion a (M?) fastdiinn 
in E. Auch F,= U 2(M*) ist in E fastdinn. Also hat 2-(a) ¢ Mi fir 

aca 
a ¢ E—F, héchstens die Dimension dimz-(a) -\ M3 = n — 1 —r,(a, Mj) < 
<n—1l—q=p—Il1<p. Daher ist 2*(a)~\M,=L(a)\M, héchstens 
(p — 1)-dimensional fiir a ¢ EF — F,. 
In jedem Punkt 3 € L(a) OG gilt 
dim, L(a) \G = dim, L(a) + dim,G — dim,C'=t -qg+n—t=p. 
Andererseits schneidet die Ebene € die Menge G -\ L (0) isoliert im Nullpunkt, 
wobei € ¢ L(0) ist. Nach Definition der Dimension ist 
dim, L (0) \ G < dim, L(0) — dim, € = t—q—(t—n) =p. 
Der Rang r,, der Projektion 2: G > E ist also 


r,(0) =n—p=q, 7,(3) SS n—p=q fir 4¢@4 


Die Menge {4 | 1,(3) < g —1} ist abgeschlossen in G und enthalt den Null- 
punkt nicht. Man kann daher eine offene Umgebung U des Nullpunktes 
wahlen, auf der r,(3)=q far 3¢@\U ist. Da die Ebene, die durch die 
letzten (¢ — g) Koordinatenachsen aufgespannt wird, die Menge S, im Ursprung 
nur isoliert schneidet, kann man eine offene Umgebung U, des Nullpunktes 








und 


in | 


q- 


} 










































Meromorphe Abbildungen komplexer Raume. II 


und Zahlen 0 < r,< s, fir» =q+1,...,¢ finden, so daB 
{(2y, - - «> 2) | (ys - - -» %q 0,---,0) € ONE, 1, |z,| < 8,,9=q4+1,...,8 


in U r\(G,— 8,) liegt. 
0.B.d.A. kann man neben den Voraussetzungen des Satzes also annehmen : 
a) Es seien 
E = {(z,...,2)| |z,|<4,7=1,...,q} 
E,= {(Ze+1 . = » %) | lz,| = 8, ¥=qt+ 1, .* 8 
Ey= {+n ---»%) || S% %=G+1,.--.8 (0 < r,< 4,) 
R=E x {(0,...,0)} ¢ Ct 
R,= {(0, . . ., 0)} x #, ¢ C* 
‘ R3= {(0,..., 0)} x #3 ¢ Ct 
G,=E x EB, 
Gi= Ex B;. 
b) In G, ist G analytisch, rein n-dimensional und lokalirreduzibel. 
c) Es ist OC Spo R und SCS,C GCG, wobei S, analytisch und rein 
q-dimensional ist. 
d) Set L(a) = {a} x Z, fiira ¢ E. Dann hat G r\ L(a) die reine Dimension p. 
e) Die Menge L(a)S besteht aus héchstens k Punkten fiir jedes a € E. 
Die Menge F,= {a | a € E, mit dimG,L(a) \ M = p} ist fastdiinn in EB. 
Wie im Beweis von Satz 7.5-ergibt sich, daB man weiterhin annehmen 


kann: 
f) Es seien 
U, = {(w,,...,W,)| |o,|<¢t, fir v=—1,..., p} 
U,= {(wy41,--- > Wy) | |w,| < t, fir y= p+ l,...,u} 
W =U,x0U, 


N =0,x{Q0,...,0}¢W. 


g) W ist eine offene Teilmenge von H und zugleich eine lokalirreduzible, 
rein m-dimensionale analytische Menge in W mit W\H =W. 

h) Si B=G,x W—RxN. Dann ist T,=T/B analytisch in B und 
in G x W enthalten. Es ist T, rein n-dimensional. 

i) In einem Punkt von R x N = E x {(0,.. . , 0)} x U, x {(0, . . . , 0)}, also 
jedem Punkt von R x N wird T, singulir. 

Die Menge F aller (a, b) ¢ Z x U,, fiir die die Punkte von 7’, auf L(a,b) 
= {a} x E, x {b} x U, sich nicht gegen einen Punkt von R x N, also nicht 
gegen P, ,=(a,0,...,0,6,0,..., 0) € C**™ haufen, hat das 2n-dimensionale 
Lebesguesche MaB Null’®). 

Wie im Beweis von Satz 7.5 folgt, daB 7, \(M x H) =M, diinn in 7, ist. Die 
Projektion M, von M, in E x U, hat also das 2n-dimensionale Ma8 Null, 
wobei 2n die reelle Dimension von E x U, ist. In Ex U, ist Fx= FUM, 
eine Nullmenge. Eine Nullmenge DC £ existiert so, daB F,(a)=F,\ 
r\ ({a} x U,) eine Nullmenge fir jedes a ¢ H — Dist. Eina ¢ E—(DUF,) +8 
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werde nun fest gewahit. Weil 

L(a) = {(ay, - - - 5 Gq Zq4as - - «+ 21) | [2] < 8} 
héchstens k Punkte von S enthalt, kann man Zahlen v, mit 0 < v,< s, fiir 
vy=q+1,...,¢ finden so, daB (Z*— {(a, 0, . . ., 0)}) 1S =@ ist mit 

LP ax {(,, . . . 5 Bqr Zq 419 + - - » Z) | |z,| < 0,} . 
Es ist L* offen und relativ kompakt in L(a). Weil a ¢ D ist, gibt es fiir fast 
alle 6 € U,, d.h. alle b € U,— F,(a) eine Folge (P’, Q’) aus L(a, 6) 7, mit 
lim (P’, Q”) = P.,.5= (P, Q), wobei P = (a, 0,.. . , 0) € Ctund Q=(6,0,...,0) ¢ 


€ N ist. Wegen (a,b) ¢ E x U,—F,¢ E x U,— M, ist. L(a, 6) 7 M,=8 mit 
M,=T7,0(M x). Also ist P*¢ AN L(a) mit lim P*>= P¢€ L(a) AG und 
Q’=1(P*). Angenommen, P ¢ Ay. Dann ist Q = 1t,(P) = t,(a, 0, .. . , 0) fiir 
fast alle Q ¢ N, was falsch ist, da t,(P) einen Punkt darstellt. Also ist P ¢ S 
und L*\S =I[*\S={P}. Sei L= L* OG. Da L* offen auf L(a) ist und 
Pre L(a) \A gegen P€ L* strebt, ist P*?e L*\A=LOA fir v= % mit 
lim (P’, t(P”)) = (P, Q) und P€ S, woraus sich Q¢ 2,(P, L) fiir fast alle 


Q = (b,0...,0) € N ergibt. Weil 2,(P, L) in G, also in G, abgeschlossen ist, 
folgt N ¢ 2,(P, L) CH. 

Andererseits gilt 

LAS=EFAGASCLIFAS=L*¥nS=LAGHS=LOS, 

d.h., (L—L)ANS=8 und LAS=L*S8={P}. Es ist Lo I*CG, und 
L¢G@ und G abgeschlossen in G,; also folgt DAG = L, wobei L als abge- 
schlossene und beschrankte Menge kompakt ist. Wegen L 1 A + @ ist L(a) 1G 
und auch L*“\G=L eine rein p-dimensionale, lokalanalytische Menge. 
Wegen a ¢ E — F, ist L(a) \ M,, also auch L > M, in einer héchstens (p — 1)- 
dimensionalen in G, analytischen Menge enthalten, also diinn (von der Di- 
mension p — 1) auf Z. Nach Voraussetzung 3 enthalt 2,(P, L) keine p-dimen- 
sionale komplexe Teilmannigfaltigkeit von H, speziell ist N nicht in 2,(P,, L) 
enthalten. Die Annahme Sp+ 9 st6Bt also auf einen Widerspruch, w.z.b.w. 

Anmerkungen zu den Satzen 7.5 und 7.6: 

1. Anmerkung. Ist G eine komplexe Mannigfaltigkeit, so braucht man die 
Voraussetzung 3 in den Sétzen 7.5 und 7.6 nur fiir komplexe Teilmannig- 
faltigkeiten L zu verlangen. 

Beweis. Man kann dann im Beweis des Satzes t= n, G=G,, € = {0} 
und L*= LZ annehmen. Offensichtlich ist LZ dann eine komplexe Teilmannig- 
faltigkeit. 

2. Anmerkung. In den Sétzen 7.5 und 7.6 ist unter Annahme der Vor- 
aussetzung 2 die Voraussetzung 3 dquivalent zu: 

3’. Wenn L eine rein p-dimensionale, lokalanalytische Teilmenge von G ist, 
wenn L kompakt ist, wenn L\M diinn auf L ist, wenn (Z —L) cS leer ist, 
wenn L‘\S aus héchstens abzihlbar vielen Punkten besteht und diinn von der 
Dimension I auf L ist (bzw. wenn im Falle des Satzes 7.6 L \S = {P,} gilt 
so ist t,= 1 | L \ A R-meromorph auf L. 
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Beweis. Aus 3 folgt 3': Der Graph von t| LOA ist TA[((LOA) x HH} 
=T,, und es ist zu zeigen, daB 7, ~(L x H) in G x H lokalanalytisch ist. 
Es gibt eine offene Umgebung U von L mit [> U = L. In U ist L analytisch. 
Sei C die Menge der R-Singularitéten von t| LA. Es ist CC LS. Also 
ist C héchstens abzéhlbar. Angenommen, C +98. Dann gibt es einen iso- 
lierten Punkt P,¢C und eine offene Umgebung U,¢ U von P, so, dab 
(O,—U,) ASAL=8 und U,AC = {P,} ist. Dann wird 7,7 (U, x H) 
héchstens auf {P,} x H singular. Sei C* die Menge der Singularitaten von 7', 
in U,x H. Nach Annahme existiert (P,, Q,) < C*. Nach Satz 1.1 ist 

{P.} x Z,(Po, L) = ({P,} x H) VT, 2 C* A(U,~x BH). 
Es gibt eine offene Umgebung V von Q,¢ 2,(Po, L) \C* mit einer in V 
p-dimensionalen analytischen Menge N, die 2,(Po,L1)V umfaBt. Also 
wird die rein p-dimensionale analytische Menge 7, ™((U,™A) x V] in 
(Po, Qo) singular und héchstens auf {P,} x N singular; sie wird in jedem 
Punkt eines irreduzibeln Teiles {P,} x N’ von {P,} x N singular, wobei N’ 
p-dimensionaler irreduzibeler Teil von N ist. Wegen 
{Py} x N’S C* N({P,} x H) = C* A(U,x BH) & {Po} x 2, (Po, L) 

enthalt 2,(P,, ZL) die Menge N’, die wiederum eine p-dimensionale komplexe 
Teilmannigfaltigkeit von H enthalt entgegen Voraussetzung 2. 

Aus 3’ folgt 3: Es sei U > L offen mit UA ZL=UnL. In UxHA ist 
T,A(U x A) = 7,0 (L x B)analytisch. Fir P,¢ M 4 List ({P,} x H) 0 7, 
= {P,} x 2,(Py, L) in U x H analytisch und in 7,(U x H) enthalten, 
aber auf dieser Menge nirgends dicht. Daher ist die abgeschlossene Menge 
»,(P,, L) eine héchstens (p — 1)-dimensionale analytische Menge in H. Es 
ist S(SAL,L)= VU &,(P,, L) fastdiinn von der Dimension p — 1, enthalt 

P.ECSOL 
also keine p-dimensionale komplexe Teilmannigfaltigkeit von H, w.z.b.w. 

3. Anmerkung. In den Sétzen 7.5 und 7.6 ist unter der Annahme der 
Voraussetzung 2 die Voraussetzung 3 dquivalent zu: 

3”. Wenn L eine rein p-dimensionale lokalanalytische Teilmenge von G ist, 
wenn L kompakt ist, wenn LAM diinn auf L ist, wenn (L— L) OS leer ist, 
wenn L\ S aus héchstens abzihlbar vielen (im Falle des Satzes 7.6 aus einem) 
Punkten besteht und diinn von der Dimension 1 auf L ist, dann sei X,( Po, L) 
eine héchstens (p — 1)-dimensionale analytische Menge in H fiir jedes Pye LAS. 

Beweis. a) Aus 3” folgt3: Denn 2,(SOL,L)= VU 2,(Po, L) ist dann 

P.ESOL 
fastdiinn von der Dimension p — 1, enthalt also keine p- -dimensionale kom- 
plexe Teilmannigfaltigkeit von H. 

b) Aus 3 folgt 3’: Denn zunichst folgt 3’ und aus dem Beweis von An- 
merkung 2 (b) geht hervor, daB Z,(P,, L) eine héchstens (p — 1)-dimensionale 
analytische Menge in H fiir jedes P,¢ L 7 S (ja sogar P,¢ LM) ist, w.z.b.w. 

4. Anmerkung. Im Satz 7.6 ist im Falle p = 1 die Voraussetzung 3 unter 
Annahme der Voraussetzung 2 dquivalent zu: 

3’. Wenn L eine eindimensionale komplexe Teilmannigfaltigkeit von G mit 
LAM =LAM = §P,} ist, so enthalte E,( Py, L) héchstens einen Punkt. 
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Beweis. Aus 3 folgt 3’: Denn aus 3 folgt 3’. Sei U eine offene, relativ 
kompakte Umgebung U von P, mit L.= UX L=UsL. Dann ist L, kom- 
pakt, L,-\M = [,-\M = {P,} diinn auf der rein eindimensionalen, lokal- 
analytischen Teilmenge LZ, von G. Ist P,<¢ @—S, so besteht 2,(P,, L) 
= 2,(Po,L,) genau aus dem Punkt 1,(P,), wenn t, die analyti- 
sche Fortsetzung von t in Ay= G — S ist. Fir P,¢ 8 ist L, \ S = {Po}, also 
besteht die héchstens nulldimensionale analytische Menge 2,(P,, L) =Z,( Po, L,) 
nur aus isolierten Punkten, also nach Satz 1.4 héchstens aus einem Punkt. 

Aus 3’ folgt 3: Sei L eine eindimensionale lokalanalytische Menge in G 
mit ZL kompakt, (Z — L) \S =® und L7\M dinn auf L mit LAS = {P,}. 
Da L/\M abgeschlossen und diinn von der Dimension 0 ist, besteht L 1M 
nur aus iediherten Punkten. Es gibt eine Umgebung U von P, mit UNL 


=UnL= U L,, wobei L, eindimensionale komplexe ay ane 
v=1 


aus H mit L,\M = L,\M ={P,} sind. Es ist 2,(P,; L) ¢ U = (Po; L,) 


endlich, enthalt also keine eindimensionale komplexe Teilmannigfaltigkeit 
von H, w.z.b.w. 

Anmerkung 4 besagt aber nichts anderes als: t ist schwach meromorph. 
Daher ist bewiesen : 

Satz 7.7. Wenn t schwach meromorph ist und wenn 2,(M) diinn von der 
Dimension 1 ist, so ist t R-meromorph. 

Speziell ist also jede schwach meromorphe Abbildung in eine eindimen- 
sionale komplexe Mannigfaltigkeit R-meromorph. 

Um nun die Satze 7.5 und 7.6 weiter ausniitzen zu kénnen, miissen also 
Abbildungen 1 lokalanalytischer Mengen L untersucht werden, die héchstens 
abzahlbar viele Singularitéten haben; dabei kann man sich gemaB § 5 auf 
komplexe Raume L beschranken. 

Satz 7.8. (CasornaTI-WEIERSTRASS) 

Voraussetzung. Die komplexen Riume G und H seien rein n-dimensional 
und H zu enhiingend. Die Menge Sp der R-Singularititen der Abbildung t 
set héchstens abzihlbar. 

Behauptung. 1. Sp= {P| 2,(P) =H, P € M}. 

2. Zu jedem Py¢ Sp gibt es eine Nullmenge Np,C H 80, daB es zu jedem 
Q ¢« H — Np, eine Folge P*¢ A mit lim P’= P, und r(P”) = Q gibt. 

Beweis. a) Ist t R-meromorph in P,, so gibt es eine offene Umgebung U 
von P, so, daB (U x H) -\T analytisch und rein n-dimensional in U x H ist. 
Wahlt man U zusammenhangend, so ist auch U -\ A und damit [(U ™ A) x 
x H]\T zusammenhangend. Die in (UA) xH irreduzible analytische 
Menge [(U A) x H]\T wird durch (U x H)\T fortgesetzt. Daher ist 
(U x H)\T irreduzibel. Also ist ({P,} x H) 7 analytisch und héchstens 
(n — 1)-dimensional. Wegen {P,} x 2,(P,) = ({Po} x H) OT ist Z,(P,) ana- 
lytisch und héchstens (n — 1)-dimensional in H, d. h. 2,(P,) + H. 

b) Ist t R-singular in P, und P, ein isolierter Punkt von Sp, so gibt es 
eine offene Umgebung U von P, mit Sp \U = {P,}. AuBerdem kann man U 
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so klein wahlen, daB J kompakt ist, daB eine in U analytische Menge M, 
mit M, 2 M/\U existiert und daB man U als rein n-dimensionale, irreduzibele 
und lokalirreduzibele analytische Teilmenge eines Gebietes U, des Ct annehmen 
kann. Sei 7’ singular in (P,, Q,) ¢_M x H. Die Menge Hi der nichtuniformi- 
sierbaren Punkte von H ist diinn von der Dimension n—2. Also kann 
T r\{(U — {P,}) x H) nicht nur auf {P,} x H singular werden. Ein Q¢ H—H 
existiert, fiir das (P,, Q,) singularer Punkt von T' ist. Sei Q, irgendein solcher 
Punkt. Eine offene und zusammenhingende Umgebung V von Q, existiert, 
die man als Teilgebiet des C* auffassen kann. Dann ist 7,=7 ~ ((U,— {P,}) = 
x V] in (U,— {P,}) x V=W analytisch und in einem, also jedem, Punkt von 
{P,} x V singulair. Dabei ist U, x V ein Gebiet in Ct x C"= Ct+* und {P,} x V 
ein n-dimensionales Ebenenstiick. Nach Stout [21] hat die Menge Fp, aller 
Punkte Q ¢ V, zu denen es keine Folge (P’, Q) € 7, mit lim P*= P, gibt, das 


> Cc 


2n-dimensionale Lebesguesche Ma8 Null auf V. Seien 


Np,= {Q| Pot *(Q)} 
Dp,= {Q | (P, Q) € [(Mo— {Po}) x H] VT}. 


Ist Q €(Np,—(Fp,U Dp,)) VV, so gibt es eine Folge (P’, Q) ¢7, mit 
lim P*= Py. Weil T,°T7° Gx H ist, folgt Pee U, \G=U mit P+ P,. 
Weil Q¢Dp, ist, folgt (P*, Q) ¢ [(Mo— {Pp}) H]AA 7. Weil P+ P, ist, 
folgt P*¢ M,—{P,}, also P*¢M,. Also ist P*¢ A. Es ist 1(P*)=Q€V, 
d. h., Py= lim P’¢ t-1(Q). Daher ist Q ¢ Np,, was falsch ist. Folglich ist 


Np, anv ¢ (Fp, uU Dp,) f\ V. 


Es ist [(M,—{P,}) x H]AT analytisch in (U —{P,})x H. Weil [(U — 
— {P,}) x H]\T irreduzibel ist, hat {(M,—{P,}) x H] 7 héchstens die 
Dimension n—1. Die Projektion Dp, in H ist also eine 2n-dimensionale 
Nullmenge’®) in H. Daher ist Np, ~ V eine Nullmenge in V. Weil 7' singular 


auf {P,} x V ist, ist die Menge der Singularitaéten von 7 offen und abge- 
schlossen auf dem zusammenhangenden Raum {P,} x (H — H ). Also wird 7 
in jedem Punkt von {P,} x (H — A), also in jedem Punkt von {P,} x H sin- 
gular. Es ist 

{P,} x H ¢ ({Po} x H) \ T= {P,} x 2,(Po) - 


%*) Denn diese Projektion ist fastdiimn in H. Eine Teilmenge M einer komplexen 
Mannigfaltigkeit H ist eine Nullmenge, wenn es zu jedem Punkt von H eine offene Um- 
gebung U und eine umkehrbar holomorphe Abbildung «: U — U’ auf ein Gebiet U’ des 
C™ gibt so, daB «(Mr\U) eine Lebesguesche Nullmenge in U’ ist. Eine Teilnahme M 
eines rein n-dimensionalen komplexen Raumes H, dessen nichtuniformisierbare Punkte 
die Menge H bilden, hei8t Nullmenge, wenn M/7\(H — H) Nullmenge auf der komplexen 
Mannigfaltigkeit H — Hist. Dies ist genau dann der Fall, wenn es zu jedem Punkt von H 
eine offene Umgebung U und eine umkehrbare holomorphe Abbildung «: U + U’ auf 
eine lokalirreduzible, rein n-dimensionale lokalanalytische Menge des C* mit u > n gibt 
so, daB a(U7\M) eine Nullmenge des 2n-dimensionalen OberflachenmaBes von Cara- 
THEODORY ist. 
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Also ist H = 2,(P,). AuBerdem iiberdecken abzaihlbar viele Mengen V die 
offene Teilmenge H — H von H , also auch Np, — H. Daher ist N Pp H eine 
Nullmenge. Da Hi selbst eine ist, ist Np, eine Nullmenge auf H. Ist Q « H — 
— Np,, 80 ist P,¢ t-1(Q); also gibt es eine Folge P, € t-*(Q) € A mit lim P*= P, 


und t(P’) = Q. Die Aussage 2 ist fiir jeden isolierten Punkt von Sz bewiesen. 
AuBerdem gilt fiir jeden isolierten Punkt P,¢ Sp die Gleichheit H = 2,(P,). 

c) Sei P,¢ Sp Haufungspunkt von isolierten Punkten P” von Sp. Man 
kann P,= lim P’ annehmen. Sei g eine Metrik auf G. Zu jedem Q¢ H — 


— U Np» gibt es eine Folge Pi,¢ A mit 1(P)=Q. Eine Folge yu, mit 
v=1 
1 ‘ » ae 
o( Pi,» P”) << werde gewahlt. Wegen o(P,,, Py) < oe (P’, Py) strebt 


P’,€ A gegen P, mit t(P?,) = Q. Die Aussage 2 gilt also fiir P,, wenn z. B. 
Np,= U Np» gewahit wird. Es ist H— Np, ¢ 2,(P,). Da Np, als Null- 


v=1 
menge keine offene Menge enthalt und 2,(P,) in H abgeschlossen ist, folgt 
H = Z,(P,). Wie das folgende Lemma zeigt, gilt dann H = 2,(P,) fiir alle 
P,€ Sp und Aussage 2 fiir alle P,¢ Sp, womit der Satz bewiesen ist. 

Lemma: Ist S eine abgeschlossene, héchstens abzihlbare Menge in einem 
metrischen, vollstiindigen Raum G und ist R eine abgeschlossene Teilmenge von S, 
die alle isolierten Punkte von S enthilt, so ist R= 8. 

Beweis. Angenommen, P ¢ S—R existiert. Dann gibt es eine offene 
Kugel K um P mit KX R=9 und (K—K)AS=9. Im vollstandigen 
metrischen Raum & ist K ~\S + @ abzahlbar, abgeschlossen, also nicht per- 
fekt. Ein isolierter Punkt P,« KA1S=K‘S existiert. Da K offen ist, 
ist P, isolierter Punkt von S. Wegen K \R=@ gehért P, nicht zu R, was 
falsch ist. 

Nun kann man leicht einige weitere Kriterien fiir die Gleichheit der beiden 
Meromorphiebegriffe herleiten. 


Satz 7.9. Voraussetzung. J. Die komplexen Réume G und H seien 
rein n-dimensional und H zusammenhdngend. 


2. Die holomorphe Abbildung t: A > H sei auf G meromorph. 

3. Die Menge Sp der R-Singularitiiten sei héchstens abzihlbar. 

4. Auf H gebe es eine nichtkonstante holomorphe Funktion f. 

Behauptung. Die Abbildung t ist R-meromorph. 

Beweis. Nach Satz 4.1 laBt sich die in A holomorphe Funktion ft ana- 


lytisch zu /* in G fortsetzen. Angenommen, es gibt ein P,¢ Sp. Nach Satz 7.8 
gibt es zu fast jedem Q ¢ H eine Folge P* ¢ A mit lim P*= P, und 1(P*) = Q. 
Es ist {* (P,) = limf* (P’) = limf t( P’) = (Q), d. h. f hat in fast allen Punkten 


vo v—> oO 


von H denselben Wert /*(P,). Also ist f konstant entgegen Voraussetzung 4. 
Es ist Sp= 9, w.z.b.w. 
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Allgemeiner gilt sogar : 

Satz 7.10. Voraussetzung. 1. Die komplexen Riiume G und H seien 
rein n-dimensional und H zusammenhiingend. 

2. Die Abbildung t sei meromorph. 

3. Die Menge Sp der R-Singularititen sei héchstens abzihlbar. 

4. Auf H gibt es n—1 meromorphe unabhingige Funktionen },,.. ., f,~,- 
Das heift: Ist H die Menge der nichtuniformisierbaren Punkte von H, 80 ist 
die auf H — H meromorphe dupere Differentialform df, \ «++ df,—1* 0. 

Behauptung. Die Abbildung t ist R-meromorph. 

Beweis. O.B.d.A. kann man G@ zusammenhangend annehmen. Ange- 
nommen, die Menge Sx, ist nicht leer. Dann enthalt 1(A) fast jeden Punkt 
von H. In H ist die Menge N, der Pol- und Unbestimmtheitsstellen von /, 
eine rein (xn — 1)-dimensionale analytische Menge oder leer. Daher ist t(A) ¢ N,, 
weshalb die in A analytische Menge 1-1(N,) diinn ist. Daher ist die auf 
A — tr (N,) holomorphe Funktion /,r zu einer in G meromorphen Funktion /* 
fortsetzbar. In G@ ist die Menge N* der Pol- und Unbestimmtheitsstellen von /* 
leer oder rein (n — 1)-dimensional. Die Menge G (bzw. H ) der nicht uniformi- 
sierbaren Punkte von G (bzw. #) ist analytisch und héchstens (n — 2)- dimen. 
sional in G (bzw. H). In A ist tr (A) analytisch ; wegen 1(A) ¢ A ist 1 (A) 
héchstens (nm — 1)-dimensjonal. Ist r(P) der Rang von t in A, so ist B 
= {P|r(P) < n} analytisch in A. Ware B = A, so wire 1(A) fastdiinn in H, 
also eine Nullmenge in H. Weil aber H —1(A) eine Nullmenge in 4 ist, 
kann das nicht sein. Daher ist B héchstens (n — 1)-dimensional. Also ist 


n—1 
A,=A—(@UBUr (A)U U NF) +8 
vy=1 
eine offene zusammenhangende Teilmenge von A und M,= A — A, ist ana- 
lytisch und héchstens (n — 1)-dimensional in A. Es ist t(4,) ¢ H —H =H. 
Da der Rang der auf M, beschrankten Abbildung t auf jedem irreduzibeln 
Teil von M, héchstens n — 1 ist, ist t(M,) fastdiinn auf H, also eine Nullmenge 
auf H. Wegen 1r(A,) 2 1t(A) —1(M,) enthalt t(A,) fast jeden Punkt von H. 
Es ist t : A, > H eine holomorphe Abbildung einer n-dimensionalen komplexen 
Mannigfaltigkeit A, in eine n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit H mit 
Rang n. Also ist die Funktionaldeterminante der Abbildung nicht identisch 
Null. Die Nullstellen der Funktionaldeterminante bilden vielmehr eine in A, 
leere oder rein (n — 1)-dimensionale analytische Menge D. Die offene Menge 
A,= A,— D ist zusammenhangend und 1(D) eine Nullmenge in H. Daher 
enthalt t(A,) 2 1(A,) — t(D) fast jeden Punkt von H. 

Auf A, ist dff A---Adf¥ holomorph und f¥ =/,t. Die Menge C der 
Nullstellen dieses Differentiales ist analytisch in A,. Angenommen, dimC = n. 
Dann ist C= A,. Zu jedem Punkt P,¢ A, gibt es eine offene Umgebung 
U ¢ A, von P, und eine offene Umgebung V von r(P,) ¢ H mitr(U) CV CH, 
auf denen es umkehrbar holomorphe Abbildungen « : U ~ U’ und B:V>V’ 
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auf Gebiete U’, V’ des C* gibt. Es seimw(3) = 8 t «-*(4). Weil U ¢ A,= A,—D 
ist, gilt 
sie: ai 
0(2,,. 








= A(s) + O fiir 4 ¢ U’. 
Dann ist 


O=dff A---Adft-y 


_y ey _ O(fyy « « +» bas) OW yy «+4 Wants Watay ++ We) 


yon O(Wy, - «+s Wy-1y Wyss + + +» Wy) AS oy 





x dz, A+++ Adz,-,A dz,,,;A°+**Adz,. 


Da A (4) + 0 ist, ergibt sich 
ne Ah «fas P 

a(w,, . +s Wy-1> Wyss + + +» Wa) 
in t(P), also df, A--- A patie 0 in t(A,), d.h., fast tiberall auf H. Es ist 
df, \---Adf,-,=9, was falsch ist. Also ist dimC < n. Es sei A,= A,—C. 
Dann ist A, offen in G, und 1(A,) enthalt fast alle Punkte von H. AuBerdem 
ist A, dicht in A,, also dicht in A,, also dicht in A, also dicht in G. Es ist 
t(A — A,) eine Nullmenge in H. 

Sei P,€ Sp und Np, die Nullmenge in H nach Satz 7.8. Eine offene Um- 
gebung U von P, mit einer in U analytischen Menge M,2 MU existiert, 
wobei dim M,< n — 1 ist. Es ist t(M, 7 A) eine Nullmenge in H. Sei Q,¢ H — 
—(t(A — As) UNp,Ut(M,A)). Eine Folge Pr¢ A mit 1t(P’)= Q, und 
lim P*= P, existiert. Wegen 1t(P’) = Q,¢1(A — A,) ist P?¢ A —(A — Ay) 


vo 


= A,. Auf A, ist ff holomorph und f*(P*) = f,,(t(P")) = f,,(Q). Da f¥ mero- 
morph auf G ist, wird durch 


=0 fir w=1,...,2” 


L= n {P | fi (P) = f,(Qo) , P € @} | 
p=l 

eine in G analytische Menge definiert, wobei einer meromorphen Funktion 
an jeder Unbestimmtheitsstelle jeder Funktionswert zugeschrieben werde. 
Die Vereinigung L aller irreduzibeln Teile von ZL, die in A, eindringen, ist 
analytisch in G und wegen P’¢ L, -\ A; nicht leer. Wegendff A --- A df*_,+0 
und holomorph auf A, ist L / Ag, also auch L rein eindimensional. Eine offene 
Umgebung U, Cc U von ote existiert so, daB L/\U, nur endlich viele irre- 
duzible Teile L ~(@=1,...,7r) hat, die komplexe Teilmannigfaltigkeiten sind 
und & paarweise nur ‘den Punkt P, gemeinsam haben. Fiir vy = », ist 


Pr¢ U L,= LO\U,. Eine Teilfolge P» liegt auf einem einzigen L,. In U, 


g=1 
ist L, \ M, analytisch und enthalt P,. Angenommen, L,/ M, ist eindimen- 
sional. Weil L, in U, irreduzibel und eindimensional ist, gilt L,\ My= L,, 
d. h., Qo= t(P™) € x(L, r\ A) =1(L,\ My A) St(M, A), was falsch ist. 
Deshalb ist L,~\ M, nulldimensional. Es gibt eine offene Umgebung U, von 
Py mit 2, > Uy L* und L*\M = I* 7M = {P,}, so daB L* irreduzibel 
in U, ist. Da rt meromorph ist, da t(P’) = Q, mit lim P= P, und Pw¢ L* 


"oo 
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fiir uw => My gilt, wird L* durch 
t(P) fir Pe L* nA 


ro(P) =| Q fir P = P, 
holomorph in H abgebildet. Wegen 1,(P’*) = Q, und lim P*= P,¢ L* und 


a> 7 

Pc L* ist t,(P) = Q, d.h. t(P) = Q, fiir alle Q,¢ L* A. Wegen 1(P) 
= Q,¢ H —1t(A —A,) ist P € A, fiir alle P ¢ L* A, d.h., L* \Az= LAs. 
Der Rang von t fir P ¢ L* -\A berechnet sich zu 


r(P) = dimpG — dimptt(P) = n — dimpt™ (Q,) 
s<n—dimpL*nA=n—1. 


Daher ist 86 + L*7\A,= L*\ AC BOC A—A,¢ A—As. Widerspruch! Die 
Menge S;, ist leer, w.z.b.w. 

Fir eine liickenlose Abbildung in einen nichtkompakten Raum ergibt 
sich leicht: 

Satz 7.11. Voraussetzung. 1. Die komplexen Riume G und H seien 
rein n-dimensional. Der Raum H sei zusammenhingend und nicht kompakt. 

2. Die Abbildung r sei liickenlos. 

3. Die Menge Sp der R-Singularititen sei héchstens abzihlbar. 

Behauptung. Die Abbildung t ist R-meromorph und dann natiirlich SR- 
meromor ph. 

Beweis. Nach Satz 7.8 gilt H = 2,(P) fiir P € Sp, und nach Satz 1.2 ist 
2,(P) kompakt, also auch H kompakt, was falsch ist. Daher ist Sp leer, 
w.z.b.w. 

Bemerkenswerterweise wurde in Satz 7.11 nicht die Meromorphie der Ab- 
bildung t vorausgesetzt. Ubrigens gibt es meromorphe und nicht liickenlose 
(aber doch liickenfreie) Abbildungen, wie das Beispiel am Ende von § 8 zeigt. 
Wie in der Einleitung gezeigt wurde, gibt es wesentlich singulare Abbildungen 
t: A + H, wobei G und H n-dimensionale und zusammenhangende komplexe 
Mannigfaltigkeiten sind und M genau aus einem Punkt besteht, in dem t 
wesentlich singular wird. Nun kann man die Sitze 7.5 und 7.6 einerseits mit 
den Satzen 7.8 bis 7.11 andererseits kombinieren : 

Satz 7.12. Voraussetzung. 1. Die Menge S der singuliren Stellen der 
Abbildung t sei diinn von der Codimension p—1 und fastdiinn von der Co- 
dimension p = 2. 

2. Der Bildrawm H sei zusammenhiingend und p-dimensional. Wenigstens 
eine der folgenden Annahmen gelte: 

a) Die Abbildung t ist meromorph und auf H existiert eine nichtkonstante 
holomorphe Funktion. 

b) Die Abbildung t ist meromorph und auf H existieren p—1 unab- 
hiingige meromorphe Funktionen f,, . . . , fy-1, 4. h., die abgesehen von den nicht- 
uniformisierbaren Stellen definierte duBere Differentialform df, A+++ A df,-, 
ist nichi identisch Null. 

c) Die Abbildung t ist liickenlos und H nicht kompakt. 
Behauptung. Die Abbildung t ist R-meromorph. 











418 WILHELM STOLL: 

Beweis. Nach Satz 7.5 und Anmerkung 2 ist zu beweisen, daB die Ab- 
bildung t auf jeder rein p-dimensionalen lokalanalytischen Teilmenge L von G, 
auf der LM diinn ist, wobei L (1 S = EL 7S héchstens abzahlbar und diinn 
von der Dimension | ist, R-meromorph ist. Sei (Z*, y) der zu L gehérige 
komplexe Uberlagerungsraum. Es ist t y: y-(A 7 L) + H holomorph und 
LA— x(A NL) =.4° (LOM) dinn in L*. Es ist t x regular sicher bis auf 
die héchstens abzahlbar vielen Punkte der Menge y(Z\8)¢ y7(LOM). 
Der Raum L* ist rein p-dimensional. Unter der Annahme a) oder b) ist t 7 
meromorph nach Satz 3.4, also R-meromorph nach Satz 7.9 bzw. 7.10. Unter 
der Annahme c) ist t x liickenlos (vgl. den Beweis von Satz 5.3), also nach 
Satz 7.11 R-meromorph. Nach Satz 5.3 ist t:L(\A—~H R-meromorph. 
Nach Satz 7.5 und Anmerkung 2 zu diesem Satz ist tr: A + H in G R-mero- 
morph, w.z.b.w. 

Der Satz 7.6 gibt keine Verbesserung des Satzes 7.12 auBer im Falle p = 1, 
geht dann aber in einen Spezialfall von Satz 7.7 tiber. Im Falle einer mero- 
morphen Abbildung ist Voraussetzung 1 von Satz 7.12 von selbst fiir p = 2 
erfillt; denn nach Satz 3.6 ist S diinn und von der Codimension 2 fastdiinn. 
Die Bedingung 2 b) besagt im Falle p = 2, daB es eine meromorphe Funktion 
mit nicht identisch verschwindender Ableitung, d. h. eine nichtkonstante mero- 
morphe Funktion auf H gibt. Es folgt also: 

Satz 7.13. Gibt es auf jeder zweidimensionalen Zusammenhangskomponente 
des zweidimensionalen komplexen Bildraumes H der liickenfreien Abbildung t 
eine nichtkonstante meromorphe Funktion, so ist t dann und nur dann R-mero- 
morph, wenn t meromorph ist. 

Mittels der Bedingung c) erhalt man: 

Satz 7.14. Gibt es auf jeder kompakten Zusammenhangskomponente der 
Dimension 2 des zweidimensionalen komplexen Bildrawmes H der liickenlosen 
Abbildung t eine nichtkonstante meromorphe Funktion f, so ist t dann und nur 
dann R-meromorph, wenn t meromorph ist. Speziell ist eine liickenlose Ab- 
bildung t in einen nichtkompakten, zusammenhingenden komplexen Raum der 
Dimension 2 oder 1 immer R-meromorph. 


§ 8. Meromorphe Modifikationen 


Nun sollen die vorhergehenden Ergebnisse auf meromorphe Modifikationen 
angewandt werden. Nach Stott [16] liegt eine Modifikation M=M,, ny ry mn ‘) 
vor, wenn gilt: 

1. G und H sind rein n-dimensionale komplexe Riume. 

2. Durch t wird die offene Teilmenge A von G umkehrbar holomorph auf die 
offene Teilmenge B von H abgebildet. Es ist v= t+: B> A. 

3. Es sind M = G — A diinn in G und N = H — B diinn in H. 


Die Umkehrung 9R-! = es a ist wieder eine Modifikation. Die 


Modifikation M heiBt offen, wenn t(U ™ A)U N fiir jede offene Umgebung U 
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von M offen ist, was genau dann der Fall ist, wenn v liickerlos ist®*). Die 
Modifikation M heiBe beiderseits offen, wenn M und M- offen sind, d. h. wenn 
v und t liickenlos sind. Eine Modifikation heiBe liickenfrei (liickenlos), wenn t 
es ist; sie heiBe beiderseits liickenfrei (liickenlos), wenn t und v es sind. Die 
Modifikation heiBe meromorph (schwach meromorph, R-meromorph, SR-mero- 
morph), wenn es t ist. Sie heiBe beiderseits meromorph (schwach meromorph, 
R-meromorph, SR-meromorph), wenn M und M-!, d. h. t und v es sind. Eine 
R-meromorphe Modifikation ist offensichtlich beiderseits R-meromorph, weil 
der Graph von t in den von v durch die Transformation (P,Q) > (Q, P) tiber- 
geht. Eine Modifikation heiBt holomorph, wenn v in jedem Punkt von N- 
regular ist. Eine holomorphe Modifikation ist beiderseits R-meromorph (und 
natiirlich auch beiderseits schwach meromorph). Eine Modifikation heiBe 
trivial, wenn sich t zu einer holomorphen und eineindeutigen Abbildung 
t*:G—+H auf H fortsetzen 1a48t. Der Graph der Modifikation MM sei der 
Graph von rt iiber G. 

Satz 8.1. Ist die Modifikation M = Slee s ‘) R-meromorgh, 90 gibt 
es einen komplexen Raum K und zwei holomorphe Modifikationen 


, G,A,M,r ” H, B, N,v 
m= M, (KC 8, mM =7,(x'¢ S, "), 


gt,(P)=t(P) fiir PEeA 

yr,(Q)=0(Q) fir QceB 
gilt und wobei jede konvergente Folge P’¢ A, deren Bildfolge r(P*) konvergiert, 
eine Teilfolge P’ hat, fiir die t,(P’") konvergiert. 

Zusatz 1. Ist Q’¢ B und konvergieren die Folgen Q’ und v(Q"), 80 kon- 
vergiert v,(Q") fiir eine geeignete Teilfolge v,,. 

Zusatz 2. Sind wo, Pp» die Fortsetzungen von wp bzw. wp auf K, so ist X,(P,) 
= Po Yo (Po) fiir Poe M und 2,(Qo) = Yo Po (Qo) fiir Qoe N. 

Zusatz 3. Man kann fiir K speziell den Cartanschen Uberlagerungsraum 
T* des Graphen T wiihlen, wobei 7: T*-+T die zugehdrige Projektion sei. Sind 
y:T+G und —:T—+H die Projektionen p(P, Q) = P und 9(P, Q) = Q, 80 
ist dabei py = p x und p = @ x. 

Zusatz 4. Wenn t liickenlos, d. h. M- offen ist, so ist wo eigentlich. Wenn 
insbesondere M beiderseits offen ist, so sind y,: K + Gund y,: K + H eigentlich. 

Zusatz 5. Wenn n=2 und in A keine nichtuniformisierbaren Punkte 
liegen, so kann man fiir K eine komplexe Mannigfaltigkeit wiihlen. 

Beweis. Der Graph 7 ist analytisch in Gx H. Sei (K, x) = (7'*, x) der 
zugehorige Uberlagerungsraum. Seien y :7+G und 9:7+H die Pro- 
jektionen y(P,Q)=P und 9(P,Q)=Q. Es sind y= yx:K->@ und 
Yo= % %:K +H holomorph. Durch t(P)=(P,t(P)) wird A umkehrbar 
holomorph auf 7’ mit T= w | T abgebildet. Der Graph 7 der holomorphen 
Abbildung 1: A > H ist lokalirreduzibel. Daher ist z: y-'(7’) + 7 holomorph 
umkehrbar. Durch & = y-*|7 wird T holomorph auf die offene Teilmenge 
2°) Siehe Stoxx [16], Satz 2.3. 

Math. Ann. 136 


wobei 
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x (T) = C von K abgebildet mit "= x | C. Die Abbildung t,= § tT: A>C 
ist holomorph umkehrbar. Die Umkehrung ist y = T-1£-"= p ¥|C = y,|C. 
Da S=K—C=K— 7(T) = 7° (T—T) auf K din ist, wird durch M’ 
eine holomorphe Modifikation definiert. Ebenso wird durch I” eine holo- 
morphe Modifikation definiert, wenn man v,= &0:A—>C und w= oF! 
= ~ x| C = | C setzt. 

Fir P¢ A und Q¢ B gilt 


pt(P)= pxET(P)= P(P,t(P)) =t(P) 
y v,(Q) = p x € 0(Q) = y(v(Q), Q)  =v(Q). 


Ist P*¢ A eine konvergente Folge, deren Bildfolge t(P”) konvergiert, so 
konvergiert T (P*) = (P*, r(P”)) > (Po, Qo) €T fiir vy + 00. Da x: K +T lokal- 
eigentlich mit 7(K)=T ist, gibt es eine konvergente Folge P< K mit 
y(P) = t(P™). Da 7(P™) €T' ist, folgt P= y11(P™)=1,(P™). Die 
Folge t,(P’*) = P™ konvergiert. Der Satz und Zusatz 3 sind bewiesen. 

Beweis zu Zusatz 1. Sei Q’¢ B und lim(v(Q"), Q”) = (P, Q). Dann kon- 


vergiert 1,v(Q’") = T,y v,(Q™) = v,(Q™) fiir eine geeignete Teilfolge Q”, 
w.z.b.w. 

Beweis zu Zusatz 2. Sei Q,¢ 2,(P,) fir P,<¢ M. Eine Folge P’¢ A 
mit lim(P’, r(P”)) = (Po, Qo) existiert. Fiir eine Teilfolge P’ konvergiert 


t,(P) > & fir woo. Es ist got,(P%)=1(P%), also g(R,) = Q, und 
P% = wot, (P%), also Po= yo(Ry), d. h., Qo= Po(Ro) € Yoyo *(Po)- 

Sei Qo€ Moyo '(Po) fir Po¢ M. Ein Ry¢ K mit go(Ry) = Q, und yo(R,) 
= P, existiert. Weil P,¢ M ist, gehért R, zu S; nun ist aber S diinn auf K, 
also gibt es eine Folge R’¢ C mit lim R’= R,. Es ist y(R’) ¢ A mit lim p(R’) 


= y(R,) = Po. Es strebt t p(R’) = pt, y(R") = 9(R’) > Go(Ry) = Q fiir 
yoo. Also ist Q)¢ 2,(P,). Insgesamt folgt 2, (Po) = pp yp 1 (Po) fiir Py < M. 
Ebenso beweist man 2,,(Qo) = yo ! Go(Qo) fiir Qy¢ N.- 

Beweis zu Zusatz 4. Sei rt liickenlos. Sei LCG kompakt und R’¢ 
€ wy '(L). Eine Folge R/¢ C mit lim R’ = R’ existiert. Sei 9 eine Metrik auf G 


st co 

und o eine Metrik auf K. Da L kompakt ist, kann man eine — wieder mit R” 
bezeichnete — Teilfolge auswiihlen, fiir die y,(R’) > P, fiir vo strebt. 
Es ist P)¢ L. Es strebt p(R/) > y)(R”) fiir u > oo. Fiir eine Folge y, ist 


ty? 


1 1 
o(p(Ri.,), Po(R")) < — und a(R}, RB) <—-. 
Es ist 


0(yo(R;,), Po) s + + @(Wo(R"), Po) - 


Daher strebt y)(R},) > P, fiir v+co. Da y.(Ri,) € A ist, gibt es eine Teil- 
folge R’— Ry4 mit lim(y,(R”), + yo(R)) = (Po, Qo). Also konvergiert fiir 
| A—> co 


eine mit R= R”e bezeichnete Teilfolge die Folge 1, y(R,,) + R, fiir 9 + co. 
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Das heiBt lim Ry, = Ry. Aus 


ea 


a(R", Ry) <0 (Ro, R,,) + sy 


folgt lim R”e= Ry. Da L'= yw, (L) abgeschlossen und R”e¢ L’ ist, folgt Ry ¢ L’ 


era. 
und damit die Kompaktheit von L’. Daher ist y, eigentlich, w.z.b.w. 

Beweis zu Zusatz 5. Sein=2. Seien M’, M” zunichst bestimmt wie 
in Zusatz 3 und wo, @ wie in Zusatz 2. Es ist K ein rein zweidimensionaler 
komplexer Raum. Da A keine nichtuniformisierbaren Punkte enthialt, hat 
auch C = 1,(A) keine nichtuniformisierbaren Punkte. Die Menge EZ der nicht- 
uniformisierbaren Punkte ist vielmehr in S enthalten. Sie besteht nur aus 
isolierten Punkten. Nach Hirzesrvucn [8] gibt es eine beiderseits offene holo- 
tnorphe Modifikation 
~ K, D, E,a 
M = m, (xe. o, &, ‘) 
wobei K* eine komplexe Mannigfaltigkeit ist. Die Abbildungen r# = A 1,: A. > 
+ O* mit C*= 4(C) ¢ K* und v¥ = A v,: B > C* sind umkehrbar holomorph 
mit y*=(tf)-! = yo = yoo,| C*, und g* =(vf)" = ga = qo,| C*, wobei 
0,: K*-~ K die analytische Fortsetzung von a ist. In K* ist S*= K —C* 
= 05 1(K —C) =051(8) =4(SD)U S diinn. Also werden durch 

* ‘ * 
ane— (i, 2, ge, yx) vnd MH — IN, Cx, ge, gt) 

holomorphe Modifikationen definiert. Fiir P ¢ A und Q ¢ B gilt 


p* tt (P) = pair, (P)= pt,(P)=t(P) 

y* of (Q) = poAv,(Q) = 9 v,(Q) = v(Q). 
Ist P*¢€ A eine konvergente Folge, deren Bildfolge t(P”) konvergiert, so 
gibt es eine — wieder mit P” bezeichnete — Teilfolge, fiir die r,(P”) ¢ C kon- 
vergiert. Ist R,= lim 1,(P’) € D, so konvergiert r*(P”) = A 1,(P") > A(R,) fiir 


v—+oco. Ist R,€ £, so gibt es eine Teilfolge t,(P*), fiir die A t,(P*») = t* (P*») 
konvergiert, da M beiderseits offen ist. Zusatz 5 ist bewiesen. 
Wie nun gezeigt werden soll, stimmen die beiden Meromorphiebegriffe fiir 
n = 1, 2,3 tiberein. 
G, A, M,t 


Satz 8.2. Sei M= my (7 BN, **) eine Modifikation. Sei Sh die Menge 


der R-Singularitdten von t und Sh die Menge der R-Singularititen von v. Dann 
wird der Graph T von t tiber A héchstens auf Sk, x Sh singuliir, speziell hdchstens 
auf Mx N. Es ist (T—T)CMxN. 

Beweis. Sei (P,, Q,) eine singulare Stelle von 7. Dann gehért P, zu Sz 
nach Definition von Sk. Es ist 7’ = {(v(Q), Q) | Q@ ¢ B} der Graph von v und 
(P,, Qo) singulaérer Punkt von 7. Also ist Q,¢ Sh R-singulare Stelle von v. 
Es ist (Po, Qo) €Sk x Sh. Ist (Po, Q) « 7—T, so ist P,¢ M, weil T Graph 
von t tiber A und Q, ¢ N, weil 7 Graph von v iiber Bist. Also ist 7—T'¢ M x N, 
w.z.b.w. 

29* 
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Satz 8.3. Im Fall n= 1 ist jede Modifikation M R-meromorph und jede 
beiderseits offene Modifikation trivial. 

Beweis. M und N sind analytisch und nulldimensional, also auch M x N. 
Daher 14Bt sich die rein eindimensionale analytische Menge 7’, die héchstens 
auf M x N singular wird, in G x H durch 7 analytisch fortsetzen. M ist 
R-meromorph. Fiir jeden Punkt P,¢ M ist 2,(P,) C N, besteht also héchstens 
aus isolierten Punkten, also héchstens aus einem Punkt. Ist M-! offen, also t 
liickenlos, so ist 2,(P,) + 9 fiir jedes P,¢ M, also besteht 2,(P,) aus genau 
einem Punkt. Die Abbildung rt ist zu einer holomorphen Abbildung t, : @ + H 
fortsetzbar. Ist auch IM offen, so ist v zu einer holomorphen Abbildung 
v,: H > G fortsetzbar mit t,v9(Q) = Q fir Q ¢ H und v,t)(P) = P fir P€ G. 
Daher ist t, eine konforme Abbildung von G auf H, w.z.b.w. 

Satz 8.4. Im Falle n= 2 ist jede schwach meromorphe Modifikation M 

. (f = : ‘) R-meromorph. Ist P, eine singulére Stelle der schwach mero- 
morphen Abbildung t, so ist X,(P,) leer oder eine rein eindimensionale analytische 
Menge. Es ist v regulér auf X,(P,), abgesehen von einer héchstens abzihlbaren 
Menge Dp,. Ist v, die Fortsetzung, so ist vy(Q) = Py fiir Q« 2,(P.) — Dp. 
Ist S, die Menge der singuléren Stellen von t, die keine Liicken sind (d.h., 
2, (Ps) + 9), so ist S, héchstens abzihlbar. 

Beweis. Weil z (M) °C N und N diinn von der Dimension 1 ist, ist r 
R-meromorph gemaB Satz 7.7. Aiso ist 7 analytisch in G x H. Es ist {P,} x 
x £,( Po) = ({ Po} x H) 0 T analytisch,d.h. ,(P,) analytisch. Ist L,(P,) + 9, 
so besteht 2,(P,) entweder aus genau einem Punkt, dann ist t in P, regular, 
oder es enthalt 2,(P,) mehr als einen Punkt; dann hat 2,(P,) in jedem Punkt 
yon 2,(P,) eine Dimension gréBer als Null, ist diinn und analytisch, folglich 
ist 2,(P,) analytisch und rein eindimensional. Sei py: 7’ G die natiirliche 
Projektion. Die Fasern der Projektion sind ({P,} x H) \ 7 = {P,} x £,(P), 
d.h., der Rang der Abbildung ist kleiner als zwei in (P,, Q,), dann und nur 
dann, wenn P, singulirer Punkt von rt ist. Ist S die Menge der singularen 
Stellen von 1, so ist also S,= y~(S) analytisch und rein eindimensional oder 
leer. Es ist p (S,) = p p1(S) = S, die a der singuliren Stellen von rt 
mit 2,(P,) + 9. Es ist S,= i {Po} > 2, (Po). Da [{ Po} x £,(Po)] 0 [{ Pi} x 


x 2, (P,)] = 9 fir Py+ P, ist, tat P, x ZAP,) Vereinigung von irreduzibeln 
Teilen von S, oder leer. Da S, hochstens abzahlbar viele irreduzibele Teile hat, 
enthalt S, hdchstens abzihlbar viele Punkte. 

Fir v gelten dieselben Aussagen wie fiir tr. Sind S, die Menge der singu- 
laren Stellen von v und 8° die Menge der singuliren Stellen, die keine Liicken 
sind, so sei Dp,= 2,(P 9) 8}. Es ist Dp, héchstens abzihlbar. Ist Q)¢ 
2, (Po) — Dp,, 0 gibt es eine Folge P’¢ A mit lim (P", t(P*)) = (1g, Q)- 


Wegen 1(P") ¢ B und vw t(P") = P” ist P< 2,(Q,), d. h. 2,(Qo) + 9. Also ist 
Qo ¢S,—S° und Q, ¢ S9. Also ist v in Qj regular. Fiir die Fortsetzung vy gilt: 
Vo(Qo) = lim vyt(P*) = lim vt(P?) = lim P*= P,, 


w.z.b.w v-—> 2 v—> 0 v—> 
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Aus Satz 3.7 folgt sofort: 

Zusatz. Ist M~ offen, also t liickenlos, so ist S = Sy. Es ist S analytisch 
und héchstens nulldimensional, besteht also héchstens aus isolierten Punkten. 

Der Satz 8.4 mit Zusatz ist eine Verallgemeinerung des ,,Hauptsatzes iiber 
meromorphe Modifikationen‘‘, wie er von Sroxu [18] bewiesen wurde. Aus 
Satz 8.1 mit Zusatz 5 und dem Satz von Horr (Sroxt [19], Satz 11.1 und 
Stow [20], Satz 14.1 und Satz 14.2 und Hopr [10]) folgt dann unmittelbar, 
daB man jede schwach meromorphe, insbesondere jede beiderseits meromorphe 
Modifikation zwischen komplexen Mannigfaltigkeiten durch o-Prozesse und 
Umkehrungen von o-Prozessen ,,auflésen‘‘ kann. Somit haben sich die wesent- 
lichen Resultate von Stoix [18, 19 und 20] wieder ergeben, und zwar in einer 
etwas allgemeineren Form, namlich: 

1. Die Mengen M sind hier in einem etwas allgemeineren Sinne diinn. 

2. Die Modifikation M braucht nicht beiderseits offen zu sein. 

3. Die Menge X,(P,) ist als analytisch nachgewiesen. 
Andererseits gelten die hiesigen Ergebnisse nur fiir komplexe Raume, bzw. 
Mannigfaltigkeiten mit einer abzihlbaren Basis der offenen Mengen. 


Genauso wie Satz 8.4 beweist man 


Satz 8.5. Wenn M = My (Fs vo) eine schwach meromorphe Modi- 


fikation und N diinn von der Dimension 1 ist, so ist I R-meromorph. 

Satz 8.6. Im Falle n=3 ist eine beiderseits meromorphe Modifikation 
R-meromor ph. 

Beweis. Sei St die Menge der Singularitéten von t und S” die Menge der 
Singularitaten von v. Sei 7 der Graph von t. In G x H — S*x S* ist T — 
— S* x S” analytisch und frei von der Menge S™ x S*, die in G x H diinn von 
der Dimension 4 und eavenen von der Dimension 2 ist, wie sofort aus Satz 3.6 
folgt. Nach Hilfssatz 6.8 ist 7 analytisch in G x H, w.z.b.w. 


Sei M = aos. 


hangend. Seien K(@) der Kérper der meromorphen Funktionen auf G und 
K(H) der Kérper der meromorphen Funktionen auf H. Da 1(A) = B nicht 
in der Menge der Pol- und Unbestimmtheitsstellen irgendeiner Funktion 
f ¢ K(H) enthalten ist, wird durch T (f) =f t eine meromorphe Funktion auf A 
definiert. Sei K)(H) die Teilmenge der / ¢ K (#), fiir die sich T (f) zu einer in G 
meromorphen Funktion t* (/) fortsetzen laBt. Ist t*(/) = 0, so ist ft = 0 auf A, 
d. h. f = Oauf B,d.h. f = OaufH. Daher ist K;(H) ein Kérper und r* : K;(H) 
a> K(G@) ein Kérperisomorphismus in K (@). 

Ist f ¢ K}(H), so gilt r*(f) = f tr auf G, abgesehen von einer diinnen Menge 
(némlich M und der Menge der Pol- und Unbestimmtheitsstellen von t* (/)). 
Es ist t*(f)v=ftv=f, abgesehen von einer diinnen analytischen Menge 
auf B, wobei f die Funktion rt*(f)v meromorph in H fortsetzt. Daher ist 
t*(f) € Ki(@). Das heiBt, es ist t*(K{(H)) ¢ Kj(@). Ist f¢ Ki(@), so ist 
v* (f) ¢ Ki(G@) und f = r* v* (f) € t*(K7(A)). Daher ist t* : K;(H) ~ K,(@) ein 
Isomorphismus auf K;(@). 
Der Satz 4.5 ergibt nun: 


) eine Modifikation. Seien G und H zusammen- 
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Satz 8.7. Sei M eine Modifikation zwischen M-vollstiindigen, zusammen- 
hiingenden komplexen Riumen G und H, die beiderseits liickenfrei ist. Dann 
sind die folgenden Aussagen dquivalent. 

. Die Modifikation M ist meromorph. 

. Die Modifikation M- ist meromorph. 

. Die Modifikation M ist R-meromorph. 

Die Modifikation M- ist R-meromorph. 

. Ky(H) = K(H), d. h. M definiert einen Isomorphismus von K (H) in K (@). 
. Ki(G) = K(G), d. h. M definiert einen Isomorphismus von K (G) in K(H). 
. Ki(A) = K(A) und Ki(G) = K(G@), d. h. t*: K(H) ~ K(G@) ist ein Iso- 
morphismus des Kérpers der meromorphen Funktionen auf H auf den Kérper 
der meromorphen Funktionen auf G. 

Beweis. Aus | folgt 3 nach Satz 4.5. Aus 3 folgt trivialerweise 4. Aus 4 
folgt 2, weil t liickenfrei ist. Aus 2 folgt 1 wegen IM —=(M-")-*. Aus 1 folgt 5 
und aus 5 folgt 1 gema8 Satz 4.5. Aus 2 folgt 6 und aus 6 folgt 2 gemaB Satz 4.5. 
’ Aus 5 folgt 1, aus 1 folgt 2, aus 2 folgt 6, aus 5 und 6 folgt 7 und aus 7 folgt 5 
und 6. Also sind alle Aussagen aquivalent, w.z.b.w. 

Eine beiderseits liickenfreie Modifikation zwischen M-vollstandigen, zu- 
sammenhangenden komplexen Raumen ist also dann und nur dann (beider- 
seits) meromorph (R-meromorph), wenn die Modifikation einen Isomorphismus 
der Kérper der meromorphen Funktionen bewirkt. 


IAOAX AP wd 


Eine liickenlose Abbildung braucht nicht liickenfrei zu sein, wie jetzt in 
einem Beispiel angegeben werden soll"). Seien 


G = Gy= C*= {(z,, 23) | |z| < 00, |24| < 00}, 
M = Ry= {(%, 22) | 72= 0}, A=G-M, 
P,= (0,0), M,={P}, Ay= G—M,. 


Im Ursprung P, werde ein o-ProzeB ausgefiihrt, d.h. eine holomorphe 
beiderseits offene Modifikation 
Go, Ao, Mo, _ 


S,=M, (6) B,, Ny, % 


die durch die Forderung, daB G, eine komplexe Mannigfaltigkeit und N, eine 
eindimensionale, kompakte, zusammenhangende, komplexe Teilmannigfaltig- 
keit ist, bis auf analytische Aquivalenz eindeutig bestimmt”) ist. Es ist o, (Ry) 
= R, und R, 1 N,={P,} = M,. Ein Atlas U,= {U,,, U,,} auf G, existiert 
mit in U,, lokalen Koordinaten z,,, y,,,, 80 daB die analytische Fortsetzung 
v{ von v, durch 

4 = 2 


2o= Ty Yu 


= %24i2 


auf U,, 
2= X,. 


| auf U,, und 


m1) Dieses Beispiel wurde zu einem anderen Zweck zuerst von H. Horr [10], S. 145 
ben. 
#2) Siehe Horr [10] und Srotx [19]. 
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gegeben wird. Auf U,, 1 U,, ist y,,+ 0 und y,,.+ 0. Es ist 
N, 1 0,,= (2455 Yr») | Z1>= 9} 
R= ROO y= {(2. Yur) | Yu = 9} 
A,= G,— M, Py: %y= Yn = 0. 


Ubt man nun in P, wieder einen o-ProzeB aus, so erhalt man durch induktive 
Konstruktion eine Folge von o-Prozessen : 


G,-1, Ay» Uy» o 
6,=m, (57 ea ) (v= 1,2,..:) 
und eine Menge von rein eindimensionalen irreduzibeln analytischen Mengen 
R,, N¢(u=1,...,¥—1) so, daB gilt 

a) Auf G, existiert ein Atlas U,= {U,,,...,U,,,4,;} mit lokalen Ko- 
ordinaten 2,,,, Y,,, auf U,,, so daB die holomorphe Fortsetzung v¥ von v, 
auf G, durch 


Ls ad 


%—-1,1 = %,1 auf U,,, 


¥-1, 1 = v,, 14+,1 


%—-1,1 = %, 24>, 
1,1 2Y ‘ auf U,,. 
Y»—-1,1 = %,2 


z, 


a x 


wetl = 
auf U, fir u=3,....¥+1 
Yo-1.5 = Yo utt ‘ # 


gegeben wird, wobei ¥,,+ 0 und y,,+ 0 auf U,, \U,, sind. Es ist 


N, OU, = {(Zou» You) | p= 0} fir w=1,2, 
N,AU,,=8 fir p=3,...,9+1. 
b) Es ist 
R,= R, OU, = ((%), 1» Y,1) | Y= OF 
v,(R,) = R,-; 


{P,} = M,= R, NN, mit P,: z, = y,,,:=0. 


c) Es ist 
a v—1 
G,—o,...6,(49) = N,=N,u U NP, 
wel 
wobei N, und N* kompakt und die irreduzibeln Teile von N, sirid. Fir u 
=1,...,¥—1 ist NY =0,0,-). . - O4420,%41(N, A,) kompakt: 
d) Es gilt G,—o,...0,(A)=R,UN,, wobei R, irreduzibeler Teil von 
N,v R, ist. 


Die Mannigfaltigkeiten A, sollen nun entlang den offenen Teilmengen 


‘ (4 fir » <p 
wr |e, .-- O44,(A,) fir » > pw 
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vermdége der Abbildungen 


O,---Oy,+, fir v<y 
Yur={Identitat fir v=y 
U+1---v, fir »y>yp 


identifiziert werden. Durch y,, wird A,, ¢ A, umkehrbar holomorph auf 4,,, 
abgebildet. Die Voraussetzungen des Identifizierungssatzes lassen sich leicht 
nachpriifen**). Also gibt es eine zweidimensionale komplexe Mannigfaltigkeit 
H und umkehrbar holomorphe Abbildungen «, von A, auf die offene Teil- 
menge H, von H so, daB gilt 


1. H=U4H,, 


v=0 
2. H, OH, = «,(A,,) = %(A,,) » 


3. Fir Q ¢ A,, gilt «7 '«,(Q) = y,»(Q) - 
Sei nun t = a,| A und B = 1(A) und N = H — Bund v=r. Es ist 


NAH,= a,(A,) — a, (0, . . .6,(A)) = « (A, 0(R, U N,)) 


y—1 
- a, (A, iN R,) VY a, (A, r\ N,) U U a, (NY) ’ 

w=1 
Daher ist N ™ H, analytisch und rein eindimensional und hat die irreduzibeln 
Teile «,(A,OR,), «,(A,N,), «,(N%). Daher ist N analytisch und rein ein- 
dimensional. Da «,(N!) C H, kompakt sind, ist jedes «,(N“) ein irreduzibeler 
Teil von N. 

1. Die irreduzibeln Teile N,= «,(N*%~') (v = 2,3, . . .) sind alle verschieden: 

Fir u > v gilt namlich 


= sy < 1wy—1 7" <= a ' 
N, AN, = a, (NS~*) Na,0, . . - Gp43(No~*) = a, (NE- 2 AN; 3). 


Da N‘~! und N*~! verschieden kompakte irreduzibele analytische Menzen der 
Dimension | sind, besteht we? -\ N’~} fiir «+ v héchstens aus endlich vielen 
Punkten, also sind N,, und N, verschieden fiir 4 + ». 


. G, A, M, 


eine holomorphe Modifikation. Offensichtlich ist M eine Modifikation. Die 
Abbildung v,: B,— A,_, laBt sich holomorph zu v¥* : G,—> G,_, fortsetzen. Also 
wird v,...v,: Ag, Ag durch vf v¥...v¥:G,+G holomorph fortgesetzt. 
Auf H, ist vf ...v¥ a>': H,+ A, holomorph. Auf H, 1H, ist a> '= ya," ' 
=v,...v,a,'= vf... v¥ a>). Weil H,— H, diinn ist, wird a>' auf H,— H, 
regular und la6t sich eindeutig in H, fortsetzen. Also ist v= a) '| B auf 
H,— B regular, d. h., v 14Bt sich holomorph zu v*: H > G, fortsetzen, wobei 


v(Q) = vf... v¥ a> (Q) fir Q¢ H, 
gilt. Die Modifikation ist holomorph. 
%) Siehe z. B. Stout [19], Satz 10.1. 
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3. Es ist (v*)1(P,) = 2,(P,) = U Es ist namlich 
vt (N,) = of... v8 arta(NI-}) = of... vf 0, (N04, ay) 
= vf... 08 (N,-1.4,-1)= of. . of ({P,-a}) = (Pal, 
d. bh, UNC (v*)(P,). Sei Q,¢€ 2, (P,). Eine Folge P,¢ A mit lim(P”, r(P*)) 


= (Po, Qo) existiert. Sei A die kleinste ganze Zahl mit Q,¢ H,. Es ist Q.= «,(P) 
mit P ¢ A,. Es strebt 


t,0. . . 0,(P*) = a (P*) > a, (P) fir y+oo, dh. 
4---0,(P*)>P fir vy—+oo, dh. 
O,-1---0,(P")> vt (P) fir v+>o. 


Ware vf(P) ¢ A,-,, so ware a, vf (P) = a, (P) = Q), d. h., Qo¢ H,-,, was 
falsch ist. Also ist vf(P)= P,, dh. P<€(vf)“*(P,)¢N, und o,,,(P)€ 
€ O44,(N, 0 A,) & NF, 3, dh. 


Qo= x, (P) € Oy 440,4,;(N,A,) © Ot 45(N 441) =WN,. 


Daraus nis u JNy= U i") 2 2,(P,). Ist v*(Q.) = Py, so gibt es eine 
le 
Folge Q’<« B mit Mina ‘v= Q. Es ist v(Q’)€A_ und lim (v(Q’), t v(Q")) 


v—> oO 


= (v* (Qo), Q) = (P.¢ Q,). Daher ist Q,¢ 2,(P,). Insgesamt folgt 


(v*)-1(P,) = y V,= 2, (Po) - 

4. Die Abbildung t: A +> H ist sii und sogar meromorph. Denn sei L 
eine eindimensionale komplexe Teilmannigfaltigkeit mit L~1M—=L0M 
= {P,}. Sei » eine Nummer, fiir die o,0,-,...0,(P)—> P, fir P+ P, mit 
P¢éLQoA strebt. Dann ist Q=o,...0,(P)« U,,, wenn P geniigend nahe 
bei P, ist. Seien z,,, y,, die Koordinaten von Q und z,, z, die von P. Es ist 
Z + 0. Man hat 


z 
, 
= 2, %= 2 Yr, Ah. %4=%, Yi=- 


3 
Sei z,+ 0 auf L. Dann ist 
2, = tg, (t), z= tg, (t) far |t| <6 
' mit p = 1 und g = 1 eine Parameterdarstellung von L in einer Umgebung des 
Nullpunktes, wobei g,(t) in |t| < 6 holomorph mit g,(0) + 0 ist.. Es streben 
?9,(t)=2,,70 fir t+0 


ga(t) 
gia) 4 


Also istg—»p>0,d.h., <>. Ist z,= 0 auf L, so strebt o,(P) > Pj + P, 


fir P+ P, mit P¢ LAA. Also gibt es eine Nummer y so, daB a, . . . o,(P) 


t¢-*P +0 fir t-0. 
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nicht gegen P, fir P+ P, mit P¢ LA konvergiert. Da aber a,...o, 
meromorph ist, strebt o,...0,(P)—> P fir PP, mit P¢€ LAA, wobei 
P <A, ist. Es folgt 


t(P) = @(P) = «,0,...0,(P) > a, (P) fir P+ P, mit PEeLAA. 
Die Abbildung rt ist liickenfrei in Py. 
Ist Z eine eindimensionale komplexe Teilmannigfaltigkeit von G mit L ~\ M 
= LAM = {P} und P + P,, so strebt 


t(P) = %0,(P) > %0,(P) fir P+ P, mit PELOA. 


Die Abbildung ft ist liickenfrei und sogar meromorph. Da ihr Graph analytisch 
ist, ist sie auch R-meromorph. 

5. Die Abbildung t: A > H ist (in P,) nicht liickenlos; denn 2,(P,) ist 
analytisch, rein eindimensional und hat unendlich viele irreduzible Teile, ist 
also nicht kompakt*). 

Damit ist ein Beispiel einer liickenfreien, ja sogar meromorphen und R- 
meromorphen Abbildung gegeben, die nicht liickenlos, also auch nicht SR- 
meromorph ist. Diese Abbildung definiert sogar eine holomorphe Modifi- 
kation M. Die Bildmannigfaltigkeit 14Bt sich nicht so erweitern, daB t mero- 
morph bleibt, aber liickenlos wird, da 2, (P,) analytisch ist und bereits abzahlbar 
viele kompakte irreduzibele Teile hat. 
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Uber die Anwendung der Methode von Ljapunov 
auf Differenzengleichungen 
Von 
Wo reane Haun in Braunschweig 


Hernrich BEHNKE zum 60. Geburtstag gewidmet 


1. 


In der nachstehenden Arbeit untersuche ich die Stabilitat der Lésungen 
von Differenzengleichungen mit Hilfe einer Modifikation der sog. zweiten oder 
direkten Methode von Lyapunov. Ich beweise zunachst einige allgemeine 
Satze der Methode in der fiir Gleichungen vom Typ 


(1.1) r(¢+ 1) = f(r, t) (t = ty, t+ 1,...) 
giltigen Form, da eine unmittelbare Anwendung der auf Differentialgleichungen 
beziiglichen Satze von Lyapunov und Crraxv!) nicht méglich ist. Sodann 
zeige ich, wie man fiir die lineare Differenzengleichung 

(1.2) r(t+1)= A(t) x(t) baw. x(t +1) =A x(t) 

,,£Ljapunovsche Funktionen“ konstruieren kann. Eine wesentliche (wenn auch 
nur hinreichende) Voraussetzung ist dabei die sog. ,,exponentielle Stabilitat* 
der trivialen Lésung r= 0, d.h. die Voraussetzung, daB bei hinreichend 
kleinen Anfangswerten die allgemeine Lésung einer Abschatzung 

(1.3) Ix(ty+ b)| Sae-2*|x(t,)| (k=1,2,...) 


geniigt, wobei a > 0 und « >0 passende, von ¢, unabhangige Konstanten 
sind. Im Instabilitaitsfall hat man entsprechend die ,,totale exponentielle 
Instabilitat“ zu fordern: bei hinreichend kleinen Anfangswerten gilt mit 
b>0, y>0 

(1.4) Ix(ty+ k)| = bev*|\x(¢,)| (k=1,2,...). 


Die Bedingungen (1.3) und (1.4) sind zugleich hinreichend fiir Stabilitat bzw. 
Instabilitat ,,nach der ersten Naherung“, also dafiir, daB die nichtlineare 
Gleichung 


(1.5) r(t+1)=A(H x(t) + g(r, 0) 


bei hinreichend kleinen Stérgliedern g(r, ¢) das gleiche Stabilitatsverhalten 

zeigt wie die lineare Gleichung (1.2). Zu den sehr wenigen einschlagigen Ver- 

éffentlichungen gehéren eine vor langerer Zeit erschienene Arbeit von PER- 

RON [5] sowie eine von ihm angeregte Dissertation [7], in denen das Sta- 

bilitatsproblem durch direktes Studium der Lésungen behandelt wird. In der 
1) Vgl. z. B. [3]. 
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Arbeit [7] wird die folgende hinreichende Bedingung fiir Stabilitat nach der 
ersten Naherung bewiesen: Jede Gleichung der Form 
(1.6) r(t¢+1)= A(t) r() + g() 
darf bei beliebigem beschranktem g(t) nur beschrinkte Lésungen haben. Dies 
Kriterium sieht ganz anders als das oben genannte aus; ich zeige aber, daB es 
dem der ,,exponentiellen Stabilitat‘ aquivalent ist. 

Am SchluB der Arbeit finden sich zwei kleine Anwendungen der Theorie 
auf lineare Differentialgleichungen mit periodischen Koeffizienten und auf die 
Stabilitat des Differenzenverfahrens zur Lésung von Differentialgleichungen. 


2. 
In den folgenden Differenzengleichungen (Dzgl.n) ist die unabhangige 
Variable ¢ auf ganzzahlig fortschreitende Werte t = t,, t+ 1, ... beschrankt. 


Der ,,Anfangspunkt“ ¢, ist ebenfalls als ganzzahlig variabler Parameter an- 
zusehen, dessen Werte jeweils in einer festen Zahlenfolge 


(2.1) i+, t+ 1, 4+2,... 


enthalten sind. Der Ubergang von ¢ zu t+ 1 im Argument wird durch den 
Operator © bezeichnet. Kleine Frakturbuchstaben bedeuten n-reihige Spalten- 
vektoren; /(r) steht fiir f(x,,..., 2,); x7 ist der gestiirzte Vektor. 

Eine skalare Funktion v(r,¢) heiBt positiv definit, wenn v(o,t)=0 fiir 
t>t* ist und wenn -eine stetige, monoton wachsende Funktion g(r) der 
reellen Veranderlichen r so angegeben werden kann, daB g(0)=0 und in 
einem Bereich 


(2.2) B,0: lr] Sh; t—e*, 4+1,... 
stets 
(2.3) v(x, t) > (|r|) 


gilt. Wenn eine Funktion y(r) mit den gleichen Eigenschaften wie g(r) so 
existiert, daB in (2.2) 
(2.4) v(x, t) S p(|r|) 
ist, soll v(x, t) dekreszent heiBen. (In der Ljapunovschen Theorie wird hierfiir 
die etwas umstindliche Bezeichnung ,,v l48t eine unendlich kleine obere 
Grenze zu‘ benutzt.) 

Von den spiter auftretenden Funktionen v, w usw. soll bei festem ¢ Stetig- 
keit hinsichtlich der x, in (2.2) vorausgesetzt sein. : 


3. 
Die rechte Seite der Dzgl. 
(3.1) | Or=f{(r,t) 


sei fiir die Argumente aus einem Bereich (2.2) erklirt, beschriankt und be- 
ziiglich der x, stetig; ferner sei bestandig f(o,t)—0, so daB (3.1) die triviale 
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Lésung (tr. L.) r= 0 zulaBt. Diejenige Lésung von (3.1), die fiir t =¢, den 
(vektoriellen) Anfangswert q annimmt, sei mit 


bezeichnet. Es ist also 
(3.3) P (tos 4; to) =4q- 


Man nennt die tr. L. ebenso wie bei Differentialgleichungen stabil, wenn (3.2) 
bei hinreichend kleinem q nach Vorgabe klein bleibt. Im Gegensatz zu den bei 
Differentialgleichungen bestehenden Verhiltnissen hingt aber die Eigenschaft, 
stabil zu sein, auch von der Wahl des Anfangsaugenblicks ¢, ab, da man nicht 
jede bei t, beginnende Lésung als ,,Fortsetzung“ einer bei t,< t, anfangenden 
auffassen kann*). Man muB daher die Unabhangigkeit von ¢, in die Stabilitats- 
definition aufnehmen: 

Definition 1. Die tr. L. heiBt stabil, wenn sich fiir jedes t,> ¢* zu jedem 
é > O ein 6 > 0 so angeben laBt, daB 


(3.4) Ip (t, q; to)| <é ( 2 to) 
wird, sofern nur 

(3.5) \q| <6 

ist. 


Definition 2. Die tr. L. hei®t asymptotisch stabil, wenn sie stabil im Sinne 
der Def. 1 ist und wenn ein h > 0 derart existiert, daB 


(3.6) lim p (t, q, to) = © (¢ = t, t+ 1,...) 
fiir alle |q| < A ist. 

Derjenige Bereich von Werten (q,¢,), von dem aus Lésungen (3.2) aus- 
gehen, die (3.6) befriedigen, heiBt Hinzugsbereich der tr. L. 

Definition 3. Die tr. L. heiBt instabil, wenn es zu jedem t,2= ¢* ein ¢ > 0, 
eine gegen © konvergierende Folge von Anfangswerten q,, und eine Folge von 
Zeitpunkten t,,> co derart gibt, daB fiir hinreichend groBe n entweder p (t,,, q,,, ty) 
nicht mehr existiert oder 


(3.7) lp (ths Gn to)| Ze 
wird. Gilt diese Aussage fiir jede Lésung (3.4) mit hinreichend kleinem |q| < , 
so heiBt die tr. L. total instabil. 


Satz 1. Wenn zu der Gleichung (3.1) eine positiv definite Funktion v(x, t) 
derart existiert, daB die Bildung 


(3.8) w(r,t)= Ov—v=v(O 7, t+ 1) —v(r, t) 
in einem gewissen Bereich B,, ,« existiert und dort nichtpositiv ist, so ist die tr. L. 
stabil. 

Beweis. Man wiahle bei gegebenem ¢ > 0 die Zahl 6 > 0 so, daB fiir |q| < 6 
gleichzeitig 


lq] <e und v(q, t,) < ple) 
*) Vgl. dazu PERRON [5] mit etwas anderer Terminologie. 
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ist. g(r) ist die in Nr. 2 eingefiihrte Funktion. Wegen der vorauszusetzenden 
Stetigkeit von v ist eine solche Wahl von 6 méglich. Dann ist stets (3.4) 
erfillt. Ware namlich fir t, >t, einmal |p(t,, q, t,)| 2, so ware wegen der 
Definition von g(r) 
v(p(t,, q, ty), 4) = ple) > v(q, ty). 

Da aber w(rz, t) < Oist, kann v, als Funktion von t betrachtet, mit wachsendem ¢ 
nicht zunehmen. 

Satz 2. Zu den Voraussetzungen von Satz 1 nehme man die Bedingungen 
hinzu, daB v dekreszent und w negativ definit ist. Dann ist die tr. L. asymptotisch 
stabil. 

Beweis. Es ist mit passend gewahlten Funktionen y(r), (r) 

o(r,t) S p(|r|), w(x, t) S — x(\r\). 
Aus dem Beweis zu Satz 1 folgt, daB die Zahlenfolge 


d (t) = v (p(t, q, ty), #) (¢ = t, + 1,...) 
einen nichtnegativen Limes v, hat. Ware nun v,>0, so ware bestandig 
y(|p|) Sj v%> 0, d.h. |p| bestandig gréBer als eine positive Zahl p,> 0, was 
w(p, t) S — x (po) < Onach sich zége. Nun ist aber w(p(t, q, ty), t), als Funktion 
w(t) von t angesehen, die ,,Differenz‘‘ von 7@ (t), also 


k-1 
(3.9) B (to+ k) = v (to) + 2 wltot )s v (to) —k x (po) - 


Wire 7(p) > 0, so wire dieser Ausdruck fiir groBe Werte von k sicher nega- 
tiv; das ist aber nicht méglich. Mithin ist »»= 0 und p,= 0. 

Satz 3. Es sei eine beziiglich x stetige Funktion u(r, t) mit folgenden Rigen- 
schaften vorhanden: a) Bei jedem festen t,=t,+ k gibt es zu jedem h>O im 
Gebiet |x| <h ein Teilgebiet G, in dem u > 0 ist; G ist durch die Punkte x mit 
u(x, t;) = 0 bzw. |x| = h begrenzt. b) Es ist u(o, t) = 0. c) In G ist u nach oben 
beschrinkt. d) Ist in © u =a > 0, so geniigt die Funktion w= O u — u einer 
Ungleichung der Gestalt 0< B sw. (Dabei darf B von « abhiingen). Unter 
diesen Voraussetzungen ist die tr. L. instabil. 

Beweis. Man wihle in beliebiger Nahe des Nullpunktes ein ¢ so, daB 


u(G,t)) >a, w(q,t) >0 
ist. Dann ist wegen d) sicher bestandig 
. U (t) = u(p(t, G, t), t) > & (t > ty). 
Analog zu (3.9) erhalt man jetzt 
u(t) [>u(t,)+kB. 
Dieser Ausdruck wird beliebig groB. Die Lésung muB daher wegen der Vor- 
aussetzung c den Bereich G verlassen, und das geschieht wegen & > « auf der 
Begrenzung |r| = h. Die tr. L. ist also instabil. 
Satz 4. Existiert eine positiv definite dekreszente Funktion v(r,t) derart, 
da w(x, t) positiv definit ist, so ist die tr. L. total instabil. 
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Beweis. Die Voraussetzungen besagen, daB eine ganze Umgebung des Null- 
punktes die Eigenschaften des oben mit G bezeichneten Gebietes besitzt. Die 
Uberlegung gilt mithin fiir jedes q aus dieser Umgebung. 

Ahnlich wie bei Differentialgleichungen kann man mit Hilfe einer geeig- 
neten ,,Ljapunovschen Funktion“ v Abschitzungen fiir den Einzugsbereich 
der tr. L. gewinnen. Betrachtet man z. B. 


O z= — 23, O2r,=—2 2,2, 


und wahlt v = 27+ 23, so wird Ov =(x? — 23)*+ (22, 2,)*=(2? + 23)? und 
w= Ov—v= (xz + 2) (x7 + 23 —1). Offenbar ist w im Bereich z? + 23< 1 
negativ definit; das Innere des Einheitskreises gehért also zum Einzugs- 
bereich. (In diesem Fall ist der offene Einheitskreis sogar der genaue Einzugs- 
bereich.) 


4. 


Es sei A eine Matrix mit reellen konstanten Koeffizienten und den Eigen- 
werten &,,..., %,. Ferner seien g(r) und h(r) zwei homogene Polynome k-ten 
Grades mit konstanten Koeffizienten. Es gilt der folgende 


Hilfssatz 1. Dann und nur dann, wenn keins der (" * a ') Produkte 


(4.1) a ee (jit jet ***+In= &) 

den Wert eins hat, existiert ein wohlbestimmtes homogenes Polynom g(r), 

das der Gleichung 

(4.2) g(A £) — g(r) = A(z) 

mit vorgegebenem h(x) geniigt. 

Beweis. Wir sehen die Potenzprodukte 

eae... ae (i, + i,4+-+++%,=h) 
n+k—l 

k 

die Formen g(r) und h(x) symbolisch als Skalarprodukte: 

g(t) =g7t, h(x) =b7 rc, 

so daB die Gleichung (4.2) die Gestalt 

(4.3) g? (t(A x) —t(x)) = b7 r(x) 

annimmt. Durch den Ubergang von x zu A x erfahrt t eine lineare Substitution 


t—S,t. Dabei bilden die Matrizen S, eine Darstellung der Gruppe der 
Substitutionen A. Aus (4.3) folgt 


als Komponenten eines Vektors r(r) der Ordnung ( ) an und schreiben 


g7 (S,— Sp) t= br (E die Einheitsmatrix) ° 
Diese Gleichung ist nach g auflésbar, wenn 


det(S,— Sg) +0 


ist. Nun sind aber die Eigenwerte von S, gerade die Bildungen (4.1); diese 
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miissen also von eins verschieden sein. Wahlt man h(r) als quadratische Form 
h(x) =—x7Cr (C?=C), 
so ist 
g(r) = x7 Br 
ebenfalls eine quadratische Form, und zwar entspricht (4.3) der Matrizen- 
beziehung 


(4.4) ATBA—B=—C, 
und die Lésbarkeitsbedingung ist 
(4.5) a, a; + 1 (s,j=1,2,...,%). 


Uber die Lésung B von (4.4) besteht 

Hiljssatz 2. Es sei C positiv definit. Dann und nur dann ist auch die 
Lésung B positiv definit, wenn |«,| <1 (¢=1,2,...,m) gilt. 

Der Beweis dieses Hilfssatzes stimmt fast wértlich mit dem Beweis eines 
ahnlichen Matrizensatzes iiberein, den ich kiirzlich an anderer Stelle*) ver- 
6ffentlicht habe, so daB eine erneute Darstellung nicht erforderlich zu sein 
scheint. Auch von der naheliegenden Verallgemeinerung der beiden Hilfssitze 
auf das Komplexe wollen wir der Kiirze halber absehen. 


5. 

Wir betrachten die lineare Differenzengleichung 
(5.1) - Or=Ar 
mit konstanten Koeffizienten. Bildet man die quadratische Form 
(5.2) v(r) = x7 Br 
mit der durch (4.4) bestimmten Matrix bei gegebenem positiv definiten C, 
so ist w = — r7C x negativ definit. Wenn die Betrage |x,;| < 1 sind, ist nach 
Hilfssatz 2 die Form (5.2) positiv definit, mithin Satz 2 anwendbar, und es 


folgt 

Satz 5. Wenn alle Higenwerte der Matrix A dem Betrage nach kleiner als 
eins sind, so ist die tr. L. von (5.1) asymptotisch stabil. 

Sind einzelne der GréBen |x,| > 1 und ist (4.5) erfiillt, so ist (5.2) nicht 
positiv semi-definit, und man kann Satz 3 anwenden. Treten Eigenwertpaare 
auf, deren Produkt gleich eins ist, so betrachte man anstelle von A eine Matrix 


A,= : A und wahle y so, da8 fiir die Eigenwerte von A, die Bedingung (4.5) 
gilt unddaB die zu A, gehérende Matrix B, ebenfalls nicht positiv semi-definit 
ist. Bildet man nun v = x7 B, r, so ist O v — v eine quadratische Form, deren 
Matrix A? B,A — B,= — °C + (y*—1) B, negativ definit ist, falls y nahe 
genug bei eins liegt, und man kann wieder Satz 3 anwenden. Es folgt 

Satz 6. Ist mindestens ein Eigenwert von A dem Betrage nach gréfer als eins, 
so ist die tr. L. instabil. 
~§) Vgl. [1]; Nr. 3. 
Math. Ann. 136 
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Als Korollar ergibt sich durch Anwendung von Satz 4, daB die tr. L. total 
instabil ist, wenn alle \x,| > 1 sind. 

Durch die Satze 5 und 6 sind die sog. kritischen Fille noch nicht erfaBt, 
bei denen |a,| = 1 ist und ,,kritische“‘ Eigenwerte des Betrages eins wirklich 
auftreten. Hier gilt 

Satz 7. Wenn die kritischen Higenwerte einfach sind oder zu einfachen 
Elementarteilern gehéren, so ist die tr. L. stabil, aber nicht asymptotisch ; andern- 
falls ist sie instabil. 

Satz 7 laBt sich bekanntlich (ebenso wie auch Satz 5 und 6) sofort aus der 
expliziten Darstellung der Lésungen mittels der Eigenwerte von A ablesen. 
Der Beweis von Satz 7 mit Hilfe der direkten Methode stéB8t jedoch auf 
charakteristische Schwierigkeiten. Man kann zwar ebenso wie bei der ent- 
sprechenden Differentialgleichung Ljapunovsche Funktionen‘) angeben, die 
die Voraussetzungen von Satz 1 bzw. Satz 3 erfiillen, kann aber damit nicht 
ohne weiteres zeigen, daB die Lésung niemals asymptotisch stabil ist. Dieser 
Nachweis bendtigt tiefer liegende Satze iiber notwendige Stabilitatsbedingungen, 
auf die wir hier nicht eingehen wollen. 

Wenn das Stabilitaétsverhalten bekannt ist, kann man unter Verwendung 
von Hilfssatz 1 auch Formen héherer Ordnung als Ljapunovsche Funktionen 
konstruieren. 

Die folgenden Betrachtungen erfordern eine Verschaérfung des Begriffes 
der asymptotischen Stabilitat der tr. L. von (3.1). 

Definition 4. Die tr. L. heiBt exponentiell stabil, wenn es drei positive 
Zahlen a, h und « derart gibt, daB fiir |q| < h 


(5.3) Ip (t, 4, to) < a [ql eat 
gilt. Gibt es in jeder Umgebung von o Anfangswerte q derart, daB 
(5.4) Ip (t, 4, f)| 2 a, |] er*- (4>0, y >0) 


erfiillt ist, so heiBt die tr. L. exponentiell instabil; gilt (5.4) fiir alle hinreichend 
kleinen Anfangswerte, so liegt totale exponentielle Instabilitét vor. Die in den 
Ungleichungen auftretenden Konstanten sind von ¢, unabhangig. 

Exponentielle Stabilitat besagt mehr als exponentielles Abklingen aller 
Lésungen. In [7] findet sich eine lineare Gleichung, deren saimtliche Lé- 
sungen exponentiell abklingen, ohne daB die tr. L. exponentiell stabil ist. 

Wir bilden mit Hilfe einer fiir alle t=¢,, t+ 1,... beschrinkten und 
nichtsinguléren Matrix A (t) die Dzgl. 


(5.5) Or=Alt)r. 


Satz 8. Wenn die tr.L. von (5.5) exponentiell stabil ist, laBt sich eine positiv 
definite dekreszente quadratische Form v(r, t) so konstruieren, daB w= Ov —v 
gleich einer gegebenen negativ definiten quadratischen Form — x7 C(t) x mit 
beschriinkter Matrix C (t) ist, und zwar ist 


oo 


(5.6) v(r,t)= D' pt(t+k, x,t) C(t + k) p(t+ k,x,¢). 


k=0 
*) Vgl. [1], Nr. 4. 
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Beweis. Man wahle ein Fundamentalsystem linear unabhaingiger Lésungen 
von (5.5) so aus, daB die aus ihnen gebildete Matrix X (t) fiir ¢ = t* [vg]. (2.2)] 
gleich der Einheitsmatrix wird. Es ist dann 
(5.7) P(to+ k, Xr, to) — X (to+ k) x! (to) I. 

(X! bezeichnet die inverse Matrix.) Wegen (5.3) konvergiert die Reihe (5.6) 
und stellt eine positiv definite quadratische Form mit beschrankten Koeffi- 
zienten dar; die letzte Eigenschaft verbiirgt die Dekreszenz. Ferner ist 


@ X(t) = A(t) X(t), O X(t) = X(t) ATH. 
Setzt man (5.7) in (5.6) ein, so folgt 


@ v= xT AT AIT XIT) by ATU + k)CH+ RH XC+K X WAAL 
kel 


on xP XIT(t) ¥ XT(t +k)Ct+HXt+k X Hx 
k=1 


und 
Ov—v=— 77C(t)r. 


Satz 9. Ist die tr. L. total exponentiell instabil, so lat sich eine quadratische 
Form v(r, t) konstruieren, die den Voraussetzungen von Satz 4 geniigt. 

Beweis. Wahlt man als obere Summationsgrenze in (5.6) eine endliche 
Zahl m — 1, so wird 


(5.8) Ov—v=pT(t+m,r,t)C(t+ m) p(t+ m,xr,t)—xr7C(t) xr. 


Wegen der totalen exponentiellen Instabilitat kann man m so wahlen, daB 
fiir alle hinreichend kleinen Anfangswerte r = q der Ausdruck (5.8) positiv 
wird. Damit sind die Voraussetzungen von Satz 4 erfiillt. 

Man kann Satz 8 bzw. Satz 9 etwas verallgemeinern, indem man w als 
negativ definite Form beliebiger Ordnung vorgibt. 


6. 
Wir betrachten wieder die nichtlineare Dzgl. (3.1). Es gilt 
Satz 10. Wenn sich eine positiv definite Funktion v derart konstruieren 
lapt, daB fiir kleine |x| mit passend gewdhlten a > 0, b > 0 
(6.1) v(r, t) < a |r|? 
und 
w(r,t)= Ov—vs—b |r? 


ist, dann ist die tr. L. exponentiell stabil. 
Beweis. Aus den Voraussetzungen ergibt sich unter Beachtung’ von (2.3) fiir 

die Bildungen 

(6.2) 0 (t) = v(p (t, q; to), t) und w(t) = w(p(t, q, to), t) 

die Ungleichung w(t) < —c® (t), und nach (3.8) folgt daraus o(t) <@ (t,) e~”(¢-" 

mit passenden positiven Konstanten cund y fiirt >t, >t). Es seit, =t,+ p. Die Zahl 

p laBt sich so wahlen, daB fiir alle q aus einer gewissen Umgebung des Null- 

punkts 3 (t,) < d|q|? mit von q unabhangigem d ist. Da w(t) < — cv(t,)e-7(¢- 

30* 
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ist, wird |p(t,q,t9)| << @ (4) 7" < © Iq] e-7«t-t) ev, und das ist eine 
Ungleichung vom Typ (5.3). 

Aus den Eigenschaften der Form (5.2) folgt, daB sich Satz 10 anwenden 
14Bt, daB also die tr. L. von (5.1) exponentiell stabi] oder exponentiell in- 
stabil ist, sofern kein kritischer Fall vorliegt. 

Die Dzgl. (3.1) habe die spezielle Form 


(6.3) Or=A(t)xr+ g(r, t) 


mit g(o,¢t) = 0; auBerdem soll der nichtlineare Bestandteil in einem Bereich 
By, 1, einer Abschatzung der Gestalt 


(6.4) I(x, ¢)| Sa |x| 
geniigen, wobei a von t unabhangig ist. Es besteht 

Satz 11. Wenn die tr. L. der linearen Gleichung y 
(6.5) Or=Alt)r 
exponentiell stabil ist, so gilt das gleiche fiir die tr. L. von (6.3), sofern die Zahl a 
hinreichend klein ist. 

Beweis. Man wahle die durch Satz 5 bzw. Satz 8 garantierte Ljapunovsche 
Funktion v(r, é). Dann ist 

w= Ov—v=—17x7C(t) r—g™Cit)g. 
Der zweite Summand ist dem Betrage nach kleiner als a*g |r|*, worin g eine 
nur von C abhangende Konstante darstellt. Bei hinreichend kleinem a ist w 
also negativ definit, und es ist sogar w < —c’ |r|* mit c’ > 0, so daB man 
Satz 10 anwenden kann. 

Satz 12. Ist die tr. L. von (6.5) total exponentiell instabil, so ist bei hin- 
reichend kleinem a auch die tr. L. von (6.3) instabil. 

Man beweist das mit Hilfe der durch Satz 9 garantierten Funktion ebenso 
wie die Aussage von Satz 11. Wenn (6.5) konstante Koeffizienten hat, kann 
man auf die EKinschrankung ,,total‘‘ verzichten, da in diesem Fall durch den 
Beweis zu Satz 6 die Existenz einer geeigneten Ljapunovschen Funktion ge- 
sichert ist. 

Die Voraussetzungen iiber g(r, ¢) sind insbesondere erfillt, wenn die Kom- 
ponenten von g Potenzreihenentwicklungen nach den z, zulassen, die mit 
Gliedern von mindestens zweiter Ordnung beginnen und deren Koeffizienten 
in ¢ beschrankt sind. 

Als Beispiel fiir Satz 12 betrachten wir das Gleichungssystem 

hyii= bh,, exp(—4Pp,), Prsi= bh, — In ss , 
das bei der mathematischen Behandlung von Erbvorgingen eine Rolle spielt. 
Dabei ist n die unabhangige Variable, a > 0 und 6 > 1 sind Konstanten’). 
Das System hat die beiden Gleichgewichtsstellen 


1 logd l 
h, = Pp, = 90; h,=—> 7» Pn =, logo. 





*) Vgl. [4]. Das System wird dort mit einer Methode behandelt, die auf die Kon- 
struktion einer Ljapunovschen Funktion hinauslauft, ohne daB dem die allgemeine Theorie 
zugrunde liegt. 
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Bildet man zu diesen beiden Stellen die ,,Gleichung der ersten Naherung“‘, so 
wird man auf Matrizen A(t) der Form 


1 logb 

( 0) ( ~ b— ) 
bzw. 

0 0 log 

6—1 a 
gefiihrt. Da die beiden Eigenwerte der zweiten Matrix absolut gréBer als eins 
sind, ist diese Gleichgewichtslage total instabil, wihrend der Nullpunkt nur 

instabil ist. 
7. 

Wir wollen noch zeigen, da® das durch Satz 11 gelieferte Kriterium dem 
in der Einleitung genannten Kriterium aus der Arbeit [7] gleichwertig ist. + 


Hiljssatz 3. Es sei die Funktion f(t) fiir t= 0,1, 2,... definiert und von 
Null verschieden. Man setze fiir p => 0, k = 0 


g(p, p + k) = |f(p) f(p + 1)... f(p +), 
h(p,p+k)=g(p,p+k)+g(p+il,p+k)+---+g(p+k,pt+hk). 
Dann und nur dann, wenn A(0, k) fiir k = 0,1, .. . beschrankt ist, ist 
(7.1) g(p, p+ k) Sae-?*, 


wobei a > 0, 8 > 0 von p und k unabhangig sind. 
Beweis. Es sei h(0, k) = h(1, k) + g(0, k) < K; dann ist auch h(p, p+ k) 
beschrankt. Ferner ist 





! igi cans 
h(p, p+ k) = 9(p,p+ (1+ + + a), 
Aus dieser Beziehung folgt nacheinander 
1 
angen -1 7 
g(p,p+k)sk, o.7) =*% (r2p), 


k 
h(p,p+k)2yg(p,p+k), 
RK 
g(p, p+ k) Sp. 
Nun ist bei festem ganzzahligem 


g(P,p + rs) 9(p, p + (r—1) 8) 


g(p, P+ 18)= a + r—Ne) 9@p+ir—2)e) 9 PP) 











und 
g(p;p + ms) Ke 
5@.p+im—1)y ~IP+(m—l)e+1, p+ms)s——,, 
a 
Ke 1 
g(p, p+ r8)<——. 


Wahlt man s so groB, daB = =e-*< 1 wird, so kommt 


g(p, p+ rs) S Ke-*"= Ke-?*" 
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Das ist eine Aussage wie (7.1) fiir diejenigen Argumente, die Vielfache von s 
sind ; ein Wert g(p, p + k) mit ms < k <(m + 1)s kannsich aber vong(p,p+ms) 
nur durch einen beschrankten Faktor unterscheiden, so daB (7.1) mit passender 
Konstanten a allgemein gilt. Die Notwendigkeit der Voraussetzung liegt auf 
der Hand. 

Es sei nun die Matrix A(t) in (6.3) bzw. (6.5) eine Dreiecksmatrix, die 
oberhalb der Hauptdiagonale nur Nullen aufweist. Die Diagonalglieder /, (t) 
sollen einzeln der Voraussetzung von Hilfssatz 3 geniigen. Dann ist die tr. L. 
von (6.5) exponentiell stabil. Zum Beweis wahle man unter den durch Hilfs- 
satz 3 garantierten Zahlen f die kleinste und bilde eine Dreiecksmatrix B, 
die in der Hauptdiagonale die Zahlen e-*, unterhalb iiberall eine Zahl P ent- 
halt, die absolut gr6éBer als alle Elemente von A (¢) ist. Sodann betrachte man 
die Dzgl. 


(7.2) Or=Br. 
Wahlt man fiir (6.5) und (7.2) gleiche Anfangswerte q, so ist bestandig 


IP (t, 4; to)| S |B (t, 4, to); 

Da die tr. L. von (7.2) aber exponentiell stabil ist, gilt das gleiche fiir (6.5). 

In der Arbeit [7] wird gezeigt: Die in der Einleitung mittels (1.6) formu- 
lierte Bedingung ist im Fall einer Dreiecksmatrix genau dann erfiillt, wenn deren 
Diagonalelemente f;(t) einzeln die Voraussetzungen von Hilfssatz 3 erfiillen. Ist 
A(t) keine Dreiecksmatrix, so mu8 (vgl.[7]) eine beschrankte Matrix P(t) 
mit beschrinkter Reziproken existieren, derart, daB P(t + 1) A(t) P! (t)= B(t) 
eine Dreiecksmatrix mit der genannten Eigenschaft wird. Im letzten Fall ist nach 
unseren Uberlegungen die tr. L. der Gleichung 9 » = B(t) » exponentiell stabil, 
und da r = P!(t)» die allgemeine Lésung von (6.5) ist, ist deren tr. L. auch 
exponentiell stabil. Damit ist die behauptete Aquivalenz bewiesen. 


8. 
Es sei 


(8.1) a= PWD (P+ 1) =P) 


eine Differentialgleichung mit periodischen Koeffizienten. Bekanntlich geniigt 
die aus einem Fundamentalsystem gebildete Matrix Y einer linearen Dzgl. 
der Form OY = Y R; die konstante Matrix R hangt nur von Pab. Jede Zeile r 
der Matrix Y geniigt also der Gleichung 


Or=R'r. 


Das ist eine Gleichung wie (5.1), und man erhalt mit Hilfe der Satze 5 bis 7 
sofort die bekannten Ergebnisse iiber das Stabilitatsverhalten von (8.1) in 
Abhangigkeit von den Eigenwerten der Matrix R. Dabei wird die besondere 
Gestalt der Lésungen von (8.1) nicht benutzt. 
b) Es sei 
dy 
t 
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eine Differentialgleichung, die die tr. L. besitzt. Die rechte Seite sei fir 
|r| < h, t => t, stetig®) und erfiille eine Lipschitz-Bedingung hinsichtlich r. 
Ersetzt man (8.2) durch die Differenzengleichung 
(8.3) Or=r1r+ of (r,t) 
mit der Spanne w (@ bezeichnet jetzt den Ubergang von ¢ zu t + w), so ent- 
steht die Frage, unter welchen Bedingungen aus der Stabilitat der tr. L. von 
(8.2) auf die Stabilitaét der tr. L. von (8.3) geschlossen werden kann. 

Wir wollen annehmen, daB sich zu (8.2) eine Ljapunovsche Funktion 
v(x, t) (mit stetigen partiellen Ableitungen) konstruieren laBt, die positiv de- 
finit ist und fiir hinreichend kleine |r| Abschatzungen der Form 


(8.4) v<alri*, eel <b Ile (a>0,b>0,«>1) 
‘ 
gleichmaBig in ¢ zulaBt. Die totale Ableitung 


av ” av av 
dt — 2 oz, bY + op 
és 
sei negativ definit. Bildet man zu dieser Funktion unter Beachtung von (8.3) 
die GréBe 
= ce] v— 9s v(x + @ f(x, t),t + @) os v(x, t) ’ 


so liefert der Mittelwertsatz 
" (av av 
w =2 (Fe) for t) + ( aro" 


Der Index 0 soll andeuten, daB in den partiellen Ableitungen als Argumente 
die GréBen r+ Pwf, t+ &w mit 0 < # <1 zu nehmen sind. Aus den Vor- 
aussetzungen iiber v folgt aber, daB bei hinreichend kleiner Spanne die Bildung 


d 
w ebenso wie i negativ definit ist. Nach Satz 2 ist daher die tr. L. von (8.3) 


ebenfalls asymptotisch stabil’). Die Voraussetzungen iiber v sind z. B. erfiill- 
bar, wenn die tr. L. von (8.2) exponentiell stabil ist’). 


Literatur 


[1] Haun, W.: Eine Bemerkung zur zweiten Methode von Lsapunov. Math. Nachr. 14, 
349—354 (1956). — [2] Krasovsk1s, N. N.: Uber die Stabilitat nach der ersten Naherung 
(russ.). Prikladnaja Mat. Mech. 19, 516—530 (1955). — [3] Mavxry, I. G.: Theorie der 
Stabilitat einer Bewegung (russ.); deutsche Ubersetzung (Berlin und Miinchen) (im Druck). 
Moskau 1952. — [4] Merepiru, C. A.: On a non-linear difference equation in two vari- 
ables. J. London math. Soc. 15, 260—272 (1940). — [5] Perron, O.: Uber Stabilitat 
und asymptotisches Verhalten der Lésungen eines Systems endlicher Differenzengleichungen. 
J. reine angew. Math. 161, 41—64 (1929). — [6] Skatkrna, M. A.: Uber die Erhaltung 
der asymptotischen Stabilitat beim Ubergang von Differentialgleichungen zu den ent- 
sprechenden Differenzengleichungen (russ.). Dokl. Akad. Nauk SSSR 104, 505—508 (1955).— 
[7] Ta Li: Die Stabilitatsfrage bei Differenzengleichungen. Acta math. 63, 99—141 (1934). 


(Eingegangen am 20. Februar 1958) 


*) t und gegebenenfalls ¢, sind hier natiirlich stetig verinderlich. 
”) Vgl. [6] In dieser Arbeit wird nicht die direkte Methode verwandt. 
8) Vgl. [2]. 
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Zur Mahlerschen Vermutung iiber S-Zahlen 
Von 
Friepricu Kascu in Heidelberg und Bopo VoLKMANN in Mainz 


1. Bei der Mahlerschen Klasseneinteilung der transzendenten Zahlen be- 
trachtet man bekanntlich'), wenn Q(n, H) die Menge aller Polynome P(x) 
mit ganzrationalen Koeffizienten von einem Grad < n und einer Héhe < H 
ist, zu einer vorgegebenen Zahl & die GréBen 





1 
bg —a— 
w,(H, £)= min |P()| und w,(é) = Tim ——“=%6) 
PeP(n, H) H+  logH 
P(é) +0 
Setzt man ferner #,, (£) = ~ (6) so ergibt sich in der Bezeichnungsweise von [8] 


n 


der Typ einer (reellen oder komplexen) Zahl é als 
6(€) = sup 8, (&) . 


n=1 

Unter S-Zahlen versteht man dann diejenigen, deren Typ positiv und endlich 
ist. Der kleinste Wert, den #(£) fiir transzendente Zahlen  annehmen kann, 
ist #(£) = 1 fiir reelles und #(é) =} fiir komplexes £, und eine Vermutung 
von K. MaH LER [7] besagt, daB dies fiir fast alle reellen bzw. fast alle trans- 
zendenten § auch wirklich eintritt. Diese Mahlersche Vermutung ist also, 
da fiir reelle transzendente § auch immer #@,,(&) => 1 ist, in ihrem reellen Teil 
mit der Aussage aquivalent, daB fiir fast alle reellen & die Gleichungen 

(1) 8,,(€) =1 (n = 1, 2,...) 
gelten. 

Bisher ist (1), von dem bekannten Fall n = 1 abgesehen, nur fiir » = 2 
bewiesen worden, namlich von J. F. Kupityvs [5]. Einer der Verfasser [4] 
gab kiirzlich fiir diesen Satz einen vereinfachten Beweis und erzielte zugleich 
das bestmégliche Ergebnis fiir den komplexen Fall, wonach fiir fast alle kom- 
plexen & 


1 
(2) 0,(8)= 4 
gilt. Fir allgemeines n dagegen besagt die bisher beste Vorstufe der Mahler- 
schen Vermutung, ein Satz von W. J. Leveque [6], nur, daB fiir fast alle 
reellen bzw. fast alle komplexen & die Ungleichung 
(3) 1<0(8) <2, bew.5 <0) <> 


gilt. Hauptziel der vorliegenden Arbeit ist der folgende 
1) Siehe Tx. Scunetper [8], 3. Kap. 











Zur Mahlerschen Vermutung 


Satz 1. a) Fiir fast alle reellen € ist 


150, (8) <2—— (n=3,4,...). 
b) Fiir fast alle komplexen & ist 
l 1 3 2 


Aussage a) ist offenbar fir n= 2 mit dem Resultat von J. F. Kusityus 
identisch; dieses wird jedoch hier nicht bewiesen, da die hier angewandte 
Methode von der in [5] und auch von der in [4] abweicht und nicht auf den 
Fall n = 2 iibertragbar ist. Aussage b) wiirde sich mit unserer Methode zwar 
auch fiir den Fall n = 2 beweisen lassen, jedoch dann weniger scharf sein als (2). 
Satz 1, der offensichtlich das Ergebnis von W. J. Leveque éinschlieBt, wird 
sodann durch Einfiihrung des Hausdorffschen Dimensionsbegriffs verscharft 
(Satz 2). Man erhalt speziell die Aussage, daB die Menge aller 7'-Zahlen und 
die Menge aller U-Zahlen im Sinne der Mahlerschen Klasseneinteilung beide 
die Hausdorffsche Dimension Null haben. 

2. Zum Beweis von Satz 1 benétigen wir die folgenden Hilfssitze. Die 
darin auftretenden GréBen C,,C,,... bedeuten von H unabhingige Kon- 
stanten, die jedoch von n abhangen diirfen. 

Hilfssatz 1. Fiir jede S-Zahl — und jedes natiirliche n ist 0,,(€) => 1 bzw. 


8,(§) Sy — gq» je nachdem, ob  reell oder komplex ist. 

Beweis. Siehe To. ScHNEIDER [8], Seite 69. 

Hilfssatz 2. Sei P(x) =a,2"+---+ a,€D(n, H) ein Polynom mit den 
Nullstellen a,,..., %,. Dann gilt, wenn die Indizes i,, . . ., i, voneinander ver- 
schieden sind, 

H 


Joey, oy, « - am, s Ci Ta] ° 


Beweis?). Die Nullstellen von P(x) seien dem absoluten Betrag nach 
geordnet : 
1 
lor] S Jota] S-* = S fotal So < lOmeal S° °° S fetal S1 < [otaeal S++ + Sorel. 
Fiir jedes x = z mit |z| = 1 gilt offenbar 


|P(z)| s(n +1). 
Daraus folgt 





n | nm | 
i p—«j=|22 7 \<e+nre=. 
i=m+1 Gm ga1 *—% || 
Auf Grund des Satzes vom Maximum einer analytischen Funktion erhalt 
man damit 
n a n ms H 
IT \ajs2"™ LT |als(nt+12"7—, 
i=n,+1 i=n,+1 |p| 
woraus die Behauptung unmittelbar folgt. 
*) Siehe N. I. Ferpman [2]; der Beweis wird der Vollstandigkeit halber hier an- 
gegeben. 
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Hilfssatz 3. Sei n=>2 und P(x) ein Polynom aus D(n, H) mit einer von 
Null verschiedenen Diskriminante D(P). Dann gilt fiir jede seiner Nullstellen «,,: 
: \\DiP 
|P (cem)| 2 Cy ee 

Beweis. Offenbar ist 


[D(P)\=\aB"-* IT (ay a)*| of LT (am a)» 8 ‘ Pa (a,— ay)", 








und wegen 
<8 TT (eq a,)*| = | P’ (am) |? 
ie 
folgt somit 
a D(P 
(4) |P’ (am)| = la,|"=2 vi ua ea) 
i, jz a 





Bei Ausmultiplikationen des Produktes im Nenner entsteht eine Summe von 

n—1 
a 2 ) 
aus der Menge der »—1 Wurzeln a, mit i+ m ist. In diesen Produkten 


kommt jedes «; héchstens in der (mn — 2)-ten Potenz vor. Daher gilt nach : 
Hilfssatz 2 i 


Summanden, von denen jeder seinerseits ein Produkt von (" . ') Faktoren 


H"-? 
aoe = C, H*-?, 





("2’) 
lan—® TT (ce,— 2%)| < |agl*-2 2 ® } (n+ 
jam 

so daB sich die Behauptung nach (4) ergibt. 

Hilfssatz 4. Unter den Voraussetzungen von Hilfssatz 3 gilt, wenn E eine 
beliebige reelle oder komplexe Zahl und 

[§—a,| = min oe 
i=1,. 

ist, 


Beweis. Da |a,,— a;| < |a,— &| + | — a,| < 2 |& — a,| ist, folgt 


|P’ (%m)| S 2"-* |arg| i |& — a,| . 


itm 
Somit ist nach Hilfssatz 3 
1 Hs-* : 
1 = — Qn-1 a IT é _ a, 9 
o V\D(P)) aul ts | 


itm 


und hieraus folgt die Behauptung durch Multiplikation mit |é — «,,|. 


Hilfssatz 5. Seien w,(H, &), ,(£), 8, (g) und O(E) analog den Ausdriicken 
w,(H, &), w,(&), 0,(€) und &(&) definiert, jedoch unter Beschriinkung auf irre- 
duzible Polynome P(x). Dann gibt es fiir jedes — und jedes n eine natiirliche Zahl 
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vy =v(n) < n 80, dag 
(5) 8,(8) < O,(8) < 8,(8) 
gilt. 

Beweis. Der linke Teil von (5) folgt unmittelbar aus der Tatsache, daB 
die Menge aller irreduziblen Polynome von einem Grad <n und einer Héhe < H 
eine Untermenge von %(n, H) ist*). Zum Beweis des rechten Teils betrachten 
wir ein Polynom P(x) €$(n, H) mit |P(&)| = w,(H, &). Es sei P= P,... P, 
mit irreduziblen Pugneen P,; ferner sei Grad P,=n, und Hohe P, = H.,,. 


e 
Dann ist wegen IPO = = IT \P, (&)| und 


|P.(€)| = O,,(H,, €) offenbar w,(H, &) = Tig Hy é), 





also 
vee te want Mites 
sg w. cA é) - ae "6 ©, (Ho, §) < l loge, (Cn H, €) 
‘log H at 9 log H <2 ( + oF) loge,H > 


wobei in der zweiten Ungleichung benutzt worden ist, daB es eine nur von n 
abhangende Konstante c, mit H,<c,,H gibt*). Durch indirekte SchluBweise 
folgt daraus®) 


r 








w,(€) < max d %,,(€) » 
M+ M+ +m=n emt 
also 

, (€) +°++ +0, (6) 

0,(€)S max — ta 

MtNt +h =n 1 ’ 

Ss max (Faera- +s —), 
M+R t+ +m—n nm n, 


d. h. es ist #,,(£) < 8,(€) fiir ein gewisses v < n, wie behauptet. 
Ist also fiir eine Zahl € eine Abschitzung der Form 


8,(é) < F(») (v=1,2,...) 


bewiesen, bei der F(v) eine monoton wachsende Funktion ist, so gilt fiir jedes 
natiirliche n auch 


8, (E) < 9, (n)(E) < F(o(n)) < F(n). 
Daher werden wir uns beim Beweis von Satz 1 auf irreduzible Polynome be- 


schranken kénnen; doch wird davon nur in Form der Voraussetzung Gebrauch 
gemacht, daB keine mehrfachen Nullstellen auftreten sollen. 


%) Vg!. auch Abschn. 6 dieser Arbeit. 
‘) Siehe z. B. [8], 3. Kap., Hilfssatz 16. 
5) Zu beachten ist, daB die Zerlegung n, + n,+ --- + m,=n von H abhingt. 
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Der folgende Hilfssatz erscheint uns auch unabhangig von dem hier vor- 
liegenden Zusammenhang bemerkenswert; er wird daher etwas allgemeiner 
formuliert, als es fiir das Folgende notwendig ist. 

Hilfssatz 6. Zu jeder Zahl B > 0 und jeder natiirlichen Zahl n = 2 gibt es 
eine Konstante C > 0 derart, daf fiir jedes Polynom V(x) vom Grad n mit ganz- 
rationalen Koeffizienten und alle natiirlichen Zahlen H gilt: 

g C Hi-6" fir Bn<l, 
> ce Ve Clog(H +1) fir BPn=1, 
arn | V(a)\? 0 fi 
V(a)+0 ir Bn>l. 
Beweis. Das Intervall [—H, H] werde durch die Punkte 


2== —H, 2,,...,%,= H 


so in Teilintervalle [z,, x;,,] zerlegt, daB in jedem von ihnen die Polynome®) 
V (x), 4 V(x), ...,4*%-1V (xz) simtlich monoton und im Innern von Null ver- 
schieden sind. Dies ist bei festem V (x) offenbar mit einem g < n?+ 1 méglich. 
Dann geniigt es, die Behauptung fiir ein einziges Intervall [z,, z;,,] an Stelle 
von [—H, H] zu beweisen. 
. Auf Grund der Wahl der z, sind auch die Funktionen 

F(x) = |A"-4V(z)| (j=1,..., 2) 
simtlich in den Intervallen [z,, x; ,,] monoton. Daher gilt, wenn x; S2<2;,,—1 
ist, 

F;(x), falls F;,,(x) in [2,;, 2; ,,] monoton wichst, 
(6) AF,..(2)=| Py eee . : 
—F,(x), falls F;,,(x) in [x,, x;,,] monoton fallt. 

Sei r, die kleinste ganze Zahl > z; und s;= [z;,,]. Im folgenden denken wir 


uns das Intervall [2;,, z;,,] festgehalten und betrachten nur ganze Zahlen 
x € [z,;, 2;,,]. Durch Induktion soll gezeigt werden: 


a (e—n.—i— fir r,+j—ls2rss,, 


(7) F,(x)> falls F;(x) monoton wachst, 
Ne) = 


5 (— 2 —G— fir r,< x <8,—(j—1) 
falls F;(2x) monoton fallt. 


Wir nehmen zuerst an, die Funktion F, (2) sei in [z,, x; , ,] monoton wachsend. 
Da sie auf Grund der Voraussetzungen linear und ganzwertig ist, folgt 


F,(r)) 20 und F,(z) > x2—r, fir rS2r<8,. 
Analog ergibt sich, falls F,(x) monoton fallt, 
F,(s,)) 20 und F,(z)>8,—2 fir r,S2r<8,. 


Die Behauptung (7) sei nun fiir ein j mit 1 <j < n erfiillt. Ist F;, ,(2z) monoton 


*) Dabei ist, wie iiblich, AF (x) die Funktion F(2-+1)—F(zx) und A/+?= A(A)). 
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wachsend bzw. fallend, so gilt’) 
z—1 
P43 (2) = Fyii (rt) + YA Fys1(r) 


r=—% 
bzw. 


%—1 
F;,,(x) = F;.4(8;) — 24 F,,(»). 


v=Z 


Wegen (6) und (7) erhalt man daraus im ersten Falle’*) fiir r,+ j < 2 < 8;: 


z—1 2-1 
Fy 44 (2) = Fy44 (7) + om AF;,,(v%)= bg F,(v) 


v=T% v=r7+j-1 
z—"%—j 
=i FF (» —r,—G—)yz 2 édt—_—! (2 —r,—j)s+1 
ers . a G+)! 
0 
Analog folgt im zweiten Fall"*) fiir r,;< x < 8,—j: 
“%-—1 a -j+1 
Fy 44 (2) = Fy 41 (8) — » 4F;4,(%) 2 Zz F,(v) 
v= 2 v=z+1 
; “™—2-j 
oS @, —»—G—y2 (ta. - 4, ~8—r, 
! ya e41 ~ oH G+ °' 


Damit ist (7) bewiesen, und man erhilt speziell: 


4 (z—,—(n—1)y firr,+n—lszss,, 


falls |V (x)| monoton wichst, 
F,,(z)=|V(x)\2 


* (6 —ax—(n—1)" firr,s rss,—(n—1), 
falls |V (x)| monoton fallt. 
Aus diesen Ungleichungen folgt 
an a&— 7% —2n+1 1 


1 
p Wa = (n! bs re 


z=n+n z=1 


Schaitzt man noch |V(zx)| fiir die restlichen Werte r;< x<17,+n. und 
8,—n < x <8, trivial durch |V (x)| = 1 ab, so folgt 


8% %— Ty — 2n+1 1 





1 
=~ = 2n+ (n! by 
, |V (x)\P = ( ¥ z=1 ah 
V (2) +0 


u-T% 2H 
S2n+(n!lP ff t-ondts2n+(nlpP f t-Pdt, 
' 1 i 





7) Ist der obere Su tionsindex einer Summe kleiner als der untere, so soll sie 
den Wert 0 haben. . 
7) Siéhe ,,Zusatz bei der Korrektur“ am Ende der Arbeit. 
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wobei die Ungleichung jetzt fiir alle Intervalle gilt. Wegen 





* 

~ pe ” fir Bn<l, 

frerdts log 2H fir Bn=1, 
feat fir Bn>1 


folgt die Behauptung. 
Hilfssatz 7. Ist n = 3, so treten in dem Polynom 


D (dq, 4, . . -» 4,) = Diskriminante von a,z"+ a,2"-!+ +--+ a, 


wenigstens zwei der n + 1 Veriinderlichen a, in hoherer als erster Potenz auf. 

Beweis. Aus der Resultantendarstellung der Diskriminante folgt un- 
mittelbar, daB in ihr das Glied n*aj}~—'a"~—' auftritt. 

3. Wir beweisen nun Satz1, wobei wir uns im Hinblick auf Hilfssatz 1 
auf den rechten Teil beider Behauptungen beschranken kénnen. Zum Beweis 
von a) betrachten wir bei festem o > 0 und natiirlichem n die Menge &, (c) 
der reellen Zahlen § mit #,,(&) > 1+ 0. Wie aus der Definition von #,(é) 
folgt, gehért eine Zahl & genau dann zu %,,(¢), wenn zu unendlich vielen H 
ein Polynom P aus der Komplementirmenge J, (n, H) von D (nm, H—1) in 
B(n,H) mit 


(8) 0< |P(é)|<H-"e*" 
existiert. Wir ordnen jeder Nullstelle a, eines Polynoms P ¢Q(n, H) das 
Intervall 

H-?-o* H-*-o* 


i = |Re a,— C, ———_.,, Rea, + C7. ——— 
(4) “yD” VDP 


zu. Dann gilt fiir jedes reelle & mit (8), wenn «; die nachstliegende Nullstelle 
von P(z) ist, nach Hilfssatz 4 
H"~* | P(é)| H-*?-o* 
lé Re a, | Ss lg a, | < C" y\D(P) 4 \\D(P), ’ 
d.h. & €i(a,). Folglich wird %,(c) fiir jedes H, durch die Gesamtheit dieser 
Intervalle i(«,) mit zugehérigen Polynomen P ¢$,(n, H), H = Hy, iiberdeckt. 
Also ist, wenn man mit y, das lineare Lebesguesche MaB bezeichnet®), 


H-*-o* 
(9) o)s lim r —_—_——_ 
ma(%n (2) Eo - PEPs(n, H) * iD(P) 
Zur Abschatzung der Summe 


- 1 
PeD,(n, H) )|\D(P)| 


haben wir zu beriicksichtigen, daB wenigstens ein Koeffizient, etwa a,, 
den Betrag H hat. Halt man dann alle Koeffizienten bis auf einen, etwa a, 
mit j + i, fest, so wird D(P) ein Polynom V (a,) in a,;, dessen Grad nach Hilfs- 
satz 7 bei geeigneter Wahl von j sicher > 2 ist. Daher wird nach Hilfssatz 6 








*) Der Strich am Summenzeichen soll andeuten, daB nur Polynome P ohne mehrfache 
Nullstellen betrachtet werden, fiir die also D(P) + 0 ist. 
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fiir e > 0 bei geniigend groBem H 


H 
2<C, H*-1 —__—— C, H*- 1+e 
youn Wey 
a5 
Folglich ergibt sich auf Grund von (9) 
(10) (KR, (e)) — Cy lim a: H-2-on+n-l+e. 





, so wird in der letzten Reihe der Exponent < — 1, so 
da8 Konvergenz eintritt und ~,(%,,(c)) = 0 folgt. LaBt man o eine Folge 
von Werten o,;6,,... mit o;>0;,, und lim o,;= 1 —2 durchlaufen, so er- 
halt man wr 


U Ro) =%, (12) 


i=1 


(S260) ~ m (xa (1—2)) =o 


Also hat die Menge aller reellen Zahlen & mit #,,(¢) < 2 _= , wie behauptet, 
das Lebesguesche MaB Eins. 
Der Beweis der Aussage b) verliuft analog. Man betrachtet fiir festes 


ao > 0 die Menge &,,(c) der komplexen Zahlen £ mit #,,(&) > + +o. An Stelle 


des Intervalls i(«,) verwenden wir jeweils den Kreis ¢(a,) der Zahlen z mit 
n(}—c)-—2 
lz—a,|sC, i Dann erkennt man wie oben, daB jedes & € &,,(c) 
|\D(P)| 
von einem solchen Kreis iiberdeckt wird. Statt (10) erhalt man, wenn man die 


, 


und daher 


Summe =>, mit Hilfssatz 6 abschitzt und mit u, das zweidimen- 


P€Din, H) |\D(P)| 
sionale Lebeguesche MaB bezeichnet, die Ungleichung 
Hra-t0-4 


a(R, (c)) < lim by ZS’ Oya — 3 Cy tim BO - 8948-8 
H,>o0 H=H, P€P.(n,H) ~ [D(P)| H.-o~ H=H, 


Daraus ergibt sich ahnlich wie oben yp, (s,(1 — >)) = 0, womit alles be- 


wiesen ist. 

4. Die Aussagen von Satz 1 lassen sich verallgemeinern, wenn man statt 
des Lebesgueschen MaBes den Hausdorffschen MaB- und Dimensionsbegriff®*) 
heranzieht. Man erhalt so den 

Satz 2. Fiir jedeso => 0 und n= 3 ist 
(11) dim %, (0) s 5 


*) Definitionen und hier verwendete Schreibweise findet man z. B. bei B. VotK- 
MANN [9]. 
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und 
n . - 3 2 
—— 3 fells =-——a055-—:; 
(12) dim &, (a) < } ' ca 9) ae . * 
fe—pazs: Mle 7-5 


Es sei bemerkt, daB man, um aus diesem Satz nichttriviale Abschétzungen, 
also solche von der Form dim %,,(a) < 1 bzw. dim &,,(c) < 2 zu erhalten, die 


Ungleichungen (11) und (12) auf den Bereich o > 1 _= beschranken muB, 


wie dies gemaB Satz 1 zu erwarten ist. 

Beweis. a) Fiir jedes H, bildet die Menge der Intervalle i(«,) mit zuge- 
hérigem H = H, eine (2 C, Hy ?-°")-Uberdeckung von &,,(c). Daher gilt bei 
gegebenem 6 mit 0 < 6 < | fiir das 6-dimensionale Hausdorffsche MaB 


{R,, (@)}? = lim Cre x x» ( H-2-on y\ 
H 


<0 H=H, PED, H) \V\D(P)| 


FirdieSumme 3” (|D(P)|~°%? = & erhalt man nach Hilfssatz 6 die Ab- 
PE Do(n, A) 
schitzung 2 < C,, H!-*+*-1= C,, H"~*, so daB sich schlieBlich 





{R,(o)}? s lim Cy D' H-%en+% +e 

Ho H=H, 

ergibt. Somit gilt {2,(0)}’—0 far alle 6 > at. 
Behauptung folgt. 

b) Der Beweis fiir den komplexen Fall verlauft analog; nur mu8 man 

Werte 6 mit 0 < 6 < 2 zulassen, so daB sich — unter Verwendung von Hilfs- 


satz 6 — die Abschatzung 


woraus der erste Teil der f 


- C,, H*-* fir d<1, 
y’  |D(P) F< (Cy, H*- log H fir 5=1, 
= C,, H"-1 fiir 6>1 


ergibt, die dann zur Unterscheidung der beiden in der Behauptung (12) auf- 
tretenden Fille fihrt. 

5. Der Vollstandigkeit halber fihren wir auch Dimensionsabschatzungen 
fiir die beiden in Satz 3 nicht erwahnten Fille n= 1 und n=2 an. Fiir 
nm = 1 ist nach v. Jarnix [3] 


‘ 2 
(13) dim &, (6)= zy 7 (= 1). 
Ferner bestatigt man leicht, daB 
1 
(14) R, (0) =%, (o— 5) 
gilt 


Im Fall n = 2 gilt der 
Hilfssatz 8. Zu jedem B mit 0 < B < 1 gibt es von H unabhingige positive 
Zahlen.c und t so, daB gilt: 


' _|D(P)-* <c Hwed 
P€Q, (2, H) 


+2(1— 6) 
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Beweis. Wir iibernehmen aus [4] die Abschaitzung?®) 


— 5H" 51m) 
=” |D(P)-* <C,, Heet | ea-y 4+ >), 
P€, (2, H) 


m=1 


wobei r?(m) der gréBte gemeinsame quadratische Teiler von m und 4H ist. In 
der rechts stehenden Summe kommen zu vorgegebenem r(m) =k hdchstens 
die folgenden Glieder vor: 
5 H* 
a . a 5 H?\1-8 
Die Anzahl der mvtond k ist jedenfalls kleiner oder gleich der Anzahl d(4H) 
der Teiler von 4 H, und dafiir gilt bekanntlich 





2 
d(4H)<C,, Hele | 


Die vorstehenden Ungleichungen zusammen liefern die Behauptung. 
Auf Grund von Hilfssatz 8 erhalt man, ahnlich wie beim Beweis von Satz 2, 
die Abschatzungen 
3 


und 
2 1 
(16) dim 8, (0) < 3-5 (c=—<). 


Aus Satz 2 und den obigen Betrachtungen ergeben sich zwei Folgerungen. 
Folgerung 1. Bezeichnet man mit R(o) bzw. R(c) die Menge der reellen 


bzw. komplexen £ mit #(&) > 1 + o bzw. #(&) > x + o, so ist fir o> 1 


: 2 
dim N(o) <= wal 
und 


Beweis. Ist & € R(a), so gibt es ein n mit #,,(€) > 1+ ¢. Somit ist 


Ria) U R,, (o) 
n=1 


und folglich 
dim R(c) S sup dim N,, (a) = Tt, 


n=1 


also nach (13), (15) und (11) 


o+1’ 20+3’, —T. eat! «e+. 


TS max 
= 3,4,... 


3 aes)" 2 


10) [4], Seite 267, Formeln (12) und (14). 
Math. Ann. 136 
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Ahnlich erhalt man nach (14), (16), (12) und ae die Abschitzungen 


max (—= 2 3 2a ——— +z) fir 1so< 3, 
- dim R(c) < o+}’ Qo4+2 sate exzBsT3 a” 
= 2 3 n+1 3 

mex (525. gg OP eapars) rg se, 


und daraus ergibt sich die zweite obige Behauptung. 
Folgerung 2. Fir die Mengen 7 und U aller T- bzw. U-Zahlen™) gilt 


dim 7 = dim U = 0. 


Beweis. Fir jedes (noch so groBe) o gilt T © R(o) und U ¢ R(a). 

6. Die Definition des Typs # einer transzendenten Zahl é laBt sich folgender- 
maBen verallgemeinern: Sei Q eine beliebige Menge von Polynomen mit ganz- 
rationalen Koeffizienten und Q(n, H) die Menge der Q ¢ Q mit Grad Q< n 
und Héhe Q < H. Dann setzt man fiir jede transzendente Zahl 


w,(H, €&,Q)= min |Q(é)| 
QEQ(n, H) 


und definiert w, (£, Q), 8, (£, Q) und #(£, Q) entsprechend den GréBen w, (é), 
8, (&) und #(£). Fiir zwei solche Mengen Q, und Q, mit Q,¢ Q, gelten dann 
trivialerweise die Ungleichungen 


w, (H, é, Q;) = w,(H, €, Q,) ’ 8, (, Q)) s 8, (&, Q,) 
w, (&, Q;) s w,(&, Q,) , H(E, Q;) Ss O(é, Q,) 


fiir jedes und jedes natiirliche n. Man kann nun die Frage aufwerfen, unter 
welchen Voraussetzungen iiber Q das Analogon der Mahlerschen Vermutung 
bewiesen werden kann. Wir geben dazu den folgenden Satz an, dessen Beweis 
wie der von Satz_1 verlauft. 

Satz 3. Sei Q eine Menge von Polynomen mit ganzrationalen Koeffizienten, 


die mit jedem Polynom Q auch alle seine Teiler als Elemente enthilt, und Q 
die Tcilmenge der Elemente von Q ohne mehrfache Nullstellen. Gilt dann fiir 
ein natiirliches n beim Grenziibergang H — co die Aussage 


l 
(17) SS zs =0(H™") (o > 0, fest) 
QE Gun, H) V\D(Q) 
oder 
(18) So wy - 01H"), 


\D | 
Qe Gan, H) (@) 


so ist fiir fast alle reellen & die Ungleichung 0,(,) <1 +o —~ baw. fiir fast 
alle komplexen & die Ungleichung #,,(€,Q) < - — _ =~ erfiillt. 


Folgerung. Gilt (17) oder (18) fiir alle natiirlichen n (oder auch nur fiir 
unendlich viele), so gilt fiir fast alle reellen £ die Ungleichung #(£,Q) <1+¢ 


bzw. fiir fast alle komplexen £ die Ungleichung #(£, Q) < ats ; 


41) Siehe Tu. ScHNEIDER, a. a. O.") 
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Fiir Satz 3 lassen sich leicht Beispiele bilden, wenn man bedenkt, daB die 
Voraussetzungen (17) und (18) immer erfillt sind, wenn die Anzahl A, (H) 
der Elemente von Q,(n, H) der Bedingung A, (H) = O(H°") geniigt. Dies trifft 
insbesondere dann zu, wenn man verlangt, daB die auftretenden Grade n oder 
auch die Koeffizienten a, gewissen Mengen angehdéren sollen, iiber die man 
geeignete Dichtevoraussetzungen macht. 

Zusatz bei der Korrektur. Im Beweis von Hilfssatz 6 sind nur die Fille behandelt, 
daB F,, ,(x) und F,(z) im Intervall [z,, z,, ,] entweder beide monoton wachsen oder beide 


monoton fallen. Nimmt man nun an, daB F,, ,(z) monoton wachst, aber F;(z) monoton 
fallt, so erhalt man 

z—1 l a-1 F 
Roalzl= Lf. F,() 2 a Z (s,—v — (j—1)) 


v=T%+)- r=%+j-1 


~ 


r—n%—j 

y &=-q- j+1 l 
e—- ¥j>— [ vdt, 
rs | Pal 

6 
womit auch in diesem Falle der Induktionsschlu8 durchgefiihrt ist. Analog schlieBt man, 
wenn F;, ,(z) monoton fallt, aber F;(x) monoton wichst. 

SchlieBlich méchten wir erwaihnen, daB Hilfssatz 6 einfacher und kiirzer dadurch zu 
beweisen ist, daB man von der Intervalleinteilung —H, (,,..., 8,,H ausgeht, wobei 
8,,..., 8, die nach wachsender GréBe geordneten Realteile der Nullstellen von V (zx) sind, 
und die Summation iiber | V (z)|—* in diesen Intervallen einzeln ausfiihrt. 
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Elementary Methods 
for an Occupancy Problem of Storage 
By 
J. Gant in Nedlands, Western Australia 


1. Introduction 


The publication of Moran’s basic paper [6] on the probability theory of 
storage systems has led to various developments which are briefly reviewed 
in [1]; the problem of first emptiness in dams has, however, received little 
attention except in the recent work of Kenpatt [5]. This first emptiness 
is an event closely analogous to the first free time of a server in single-server 
queues; for certain such systems, TaKAcs [8] has obtained general results 
whose application to the theory of storage has not been sufficiently stressed. 

In this paper, the problem is formulated in terms of storage theory. For 
a dam with the initial content u > 0 at time ¢ = 0, fed by discrete additive 
inputs, and with a known release rule, it is required to find the probability 
that emptiness occurs for the first time at t= 7’ > 0. We consider the first 
emptiness of two such infinite dams, one in discrete and the other in con- 
tinuous time. For both, the mathematical model leads to a special type of 
occupancy problem; the probabilities of first emptiness, obtainable from 
general formulae of KENDALL [5] and TaxkAcs [8], may then be derived by ele- 
mentary methods. 

A model of the finite dam in discrete time subject to inputs with a geo- 
metric distribution and a deterministic release rule has already been con- 


sidered by Moran [7]. If the dam is infinite, its content Z,—0,1,... is 
given at the discrete times t = 0,1, ... by the equation 
(1) Zia = Zt X,— Min{Z,+ Xp M}, 
where X,= 0,1, ... is the random input during the interval (¢,¢ + 1). These 


inputs are additive, and are equally and independently distributed in unit 
time intervals as the geometric distribution 


f(x, 1) = (1 — p)p* (0< p<1;2=0,1,.:..). 


For the interval of time t(t = 1, 2,...), the input distribution is negative 
binomial of the form 

+z—l 
(2) H(z,2)=(1— pyr ("2") pe (w= 0,1... 


The term Min{Z,+ X,, M} indicates that just before the time ¢+ 1, the 
smaller of Z,+ X, or M is released from the dam; M is integral, and is taken 
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as M = 1 for simplicity, the methods used throughout being equally appli- 
cable if M>1. We denote the initial dam content Z,, also an integer, by 
Z,=u> 0. 

Our second model for the infinite dam in continuous time may be re- 
presented by 
(3) Z(t + dt) =Z(t) + 6X (t) — Min{Z(), dt}, 
where 0 < Z(t) < co is the dam content at time 0 < t < oo, and X (t) =0,h,2h,.. 
the total input up to time ¢ is a Poisson process with constant parameter A. 
Inputs are additive, their distribution in any interval t being 
(4) lait) men (a = 0,h, 2h,...) 

’ (jh)! »h, 2h,...). 

In the small interval 6¢, an amount 6X (t) = h or 0 flows into the dam with 
probabilities 2d¢t+o0(dt) and 1—Adt—o(6dt) respectively, the proba- 
bility of more than one input in 6¢ being of order o(dt). Lastly the term 
Min {Z(t), dt} indicates a continuous release from the dam at constant unit 
rate, except when the dam is empty. As before, the initial content of the dam 
Z(0) is denoted by Z(0) = u > 0, where wu need no longer be integral. 


2. First emptiness as an occupancy problem 


Consider the discrete dam (1) whose initial content at t= 0 is Z,= u>0 
(w integral). It is clear that since there is a unit release M = 1 just before 
t=1,2,..., emptiness cannot 
occur before the time 7’'= wu. The fiz r [r+ | | vs | 7 0 
dam may, however, become empty : 
thereafter at any instant 7'= u 4 
-r(r=0,1,2,...), depending on 
the + inputs entering the dam in 
the interval (0,7). We denote the 
probability of first emptiness at time 
T= u by 
qg(u,T) = Pr{Zp=0|Z,=—u,Z,>0 
for all O<t< T}. 
It is readily seen from Figure 1 
that any realisation R of the pro- 


cess Z, resulting in first emptiness 
at 7 =u-+r must lie on or above 








| so | 














path A, and on or below path B, 1 

without touching the time-axis until 0 H — 
the instant 7 = u+ rr. If the region 0 uu * User) wer 
between times ¢ = 0 and ¢ =u is Rag 


thought of as cell r, and that 
between t=u+r—(i+1) and t=u+r—i as cell i(¢t=0,...,7—1), 
the non-negative numbers 2, of inputs in each cell j(j = 0,1, ..., 7) will be 
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such that not only is their total 


(5) P %j=T, 
but also _ 
(6) BeZil; Set Vyiy~ SQ; ...3 Bayt ss*+ y= 
whence z,= 0. The conditions (6) may more conveniently be written as 
X= 0; t+ %mAS1; ...5 M+ e*'+2,-;Sr—1, 
or simply 4 
j=0 


CELL 


urrh 


in conjunction with (5) this gives z,= 1. 

First emptiness of the dam (3) in continuous time lends itself to precisely 
the same formulation; here, however, u > 0 is not necessarily integral. Since 
there is a continuous release at constant unit rate, emptiness cannot occur 
before 7'= u, but the dam may become empty for the first time at any instant 
T=u+rh (r=0,1,2,...) depending on the r inputs in (0,7). As before, 
the probability of first emptiness at time 7'= u is written 

g(u, T) = Pr{Z(T) = 0| Z(0) =u, Z(t) > 0 for all O<t< T}. 

From Figure 2, it is clear that any realisation R of the process Z (t) resulting 

in first emptiness at 7’= u-+ rh lies on or above path A, and on or below 
path B, without touching the time- 

| g | |e] axis until the instant 7 = wu + rh. 
< If, again, the regions between times 

(0; w), (u,u+h),...,(ut+ [r—l1]h, 
u+rh) are thought of as cells 
\ r,r—l,...,0 respectively, the 
\ non-negative numbers z,; of inputs 
x in each cell j(j7=0,1,..., r) will sa- 
\ tisfy the conditions (5), and (6) or (7). 
‘ Our models for first emptiness in 
3 the dams (1) and (3) thus lead toa spe- 

\ cial occupancy problem of the type di- 
\8 scussed by FELLER [3]; Chapter II.5). 
In classical terms, we require the pro- 
bability of distinguishable arrange- 
ments of r indistinguishable objects 
(inputs in this case) in r+ 1 cells, such 
that if there are 2,..., x, objects in 








cr | -- 

















o r 4 ; T T r phi “ how h each cell0,...,7prespectively, these are 
t-— subject not only to the condition (5) 
Fig. 2 that their total be r, but also to the 





condition (6) or (7). 
In deriving the probabilities of these arrangements (or the equivalent 
first emptiness) by elementary methods, extensive use will be made of 
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probability generating functions (p.g. f.’s). Before continuing however, we obtain 
the probabilities of first emptiness g(u,7') for both dams (1) and (3) from 
Kendall’s general formula [5], eqn. 17). For the dam with initial content 
«> 0, fed by additive inputs having a discrete distribution /(z, 1) in the 
time-interval t, it may readily be shown that the probability g(u, 7) of first 
emptiness at time 7'> wu is 


(8) g(u,T)= a f(T—u,7). 


KENDALL has obtained the Laplace transform of this 7'-distribution, but 
for uniformity we use its equivalent p.g.f. derived from the following result 
of TaxAcs’s [8], eqn. 67). Let {(6)}* be the p.g.f. of the input distribution 
f(z, t), then the p.g.f. m(@) of g(u, 7’) is given by {F (6)}“, where for |6| < 1, F (4) 
is the uniquely determined analytic solution of the functional equation 
(9) F (0) = 0 p{F (6)} 
subject to the condition F (0) = 0. 

For the case of the dam (1) in discrete time with geometric inputs in unit 
time-intervals, writing g = 1 — p, the probability of first emptincss will be 


2T—u—1 
g(u, 7) =F a" ( as )pr-« 
(2 7 —u—1)! 


= ug? pao (T=u+t+.r; r=0,1,2,...) 


(10) 


where the p.g.f. of this distribution is given by 


1— (1—4pq6)'" |u 


The probability of first emptiness for the second dam (3) in continuous time, 
with Poisson inputs, is : 
g (wu, P) =p e-At (aryr-ow* |(2—*) | 


=r auaryr-or'a/(Z=*)) (Paws rh; r=0,1,...), 


and the p.g.f. of the distribution is 

(13) p (6) = {F (8)}*, 

where for |6| < 1, F(6) is the unique solution of the equation F(#) 
= 6 exp {— A[l1 — F*(6)]}, such that F(0) = 0. 


We proceed to derive these results from quite different considerations, 
using elementary methods. 


(12) 


3. The number of distinguishable input arrangemet ts 

We first find for both dams (1) and (3) the number of distinguishable 

arrangements of r inputs into r + 1 cells 0, 1, . . ., r, subject to the restrictions 
(5) and (7). 

It is well known that for the occupancy problem giving rise to Bose- 

Einstein statistics, where r indistinguishable objects are arranged in m + I 











458 J. Gant: 


cells without any restrictions, the number of distinguishable arrange- 


ments is = . ). This result is usually obtained by simple combinatorial 


considerations ({3]; Chapter II. 5); we derive it by means of p.g. f.’s to illustrate 
the methods used later in this paper. 

Consider the number 2z,;(z;= 0, 1, . . ., r) of objects in cell j(j = 0, 1,”. . ., m), 
such that each value of x; has equal probability (r + 1)~', and is independent 
of the numbers in the other cells. The p.g.f. of the distribution for z,; is then 


(14) P,(0;) = (r + 1)-32(1 + 0,4 +++ + 6) = (r+ 1) (1 — 6,71 (1 — & +?) 
while the joint p.g.f. of all 2;(j7 = 0,1, ..., m) is 


m 


Pins (Dos 945 « - +5 Om) = (r + 1)-™-2 TT (1 —0,) (1 — +8) 


(15) . mre 
nil 5 (r + 1)-"-1 Oge- - + Ofm , 
Ban cces lnm = 


each distinguishable arrangement having the probability (r + 1)-™-!. 


To obtain the probability that ¥’ z;=r, we write 6,= 0,=--:=6,,=0 
j=0 
in the p.g.f. (15), so that this becomes 


®,,, . (9) -_ Te +1 (9, sey 6) on (r ~ | ae {(1 had 6)-? (1 — &+)}e+2 
(16) r(m + 1) ; 
= p> Pm+1,i 9. 


i=0 


| and this is readily 


" 


in 
Clearly p,,,,, is the required probability Pr > %;= 
i=0 
shown to be 


Parur =a { (ao) Oms2 hy 


=e ny-ma(™te), 


The number of arrangements of r objects in m+ 1 cells, each having the 
‘m+r 


(17) 


probability (r + 1)-™-}!, is thus ( 


In the occupancy problem associated with our first emptiness processes, 
we consider the number of arrangements of r objects in r + 1 cells such that 
r i 
not only will the condition (5) that ¥’ z;=,r hold, but also ¥* 2,< i(x; 20; 
j=0 j=0 
i=0,1,...,7—1) as in (7). The probability of such arrangements is the 
sum of all those coefficients of terms 6°. . . 6%" in the p.g.f. 


P,.1 (9%; sey 6,) — (r Tr Ir IT — 6;)> (1 — 6 54 ‘) 
(18) ; v 
= bg (r+ 1)-"-1 OF -- +0" 
0 


of type (15), for which the z;(j = 0, . . ., r) are subject to conditions (5) and (7). 
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Let us construct the polynomials G;(@) = (r+ 1)-*-? y a, ;4 (t=0,..., 7) 
j=0 
defined by 
(19) G,(9) = (r + 1)-! 
G,(0) = (P, (0) G,_ ,(6)> (*=1,...r) 


where P,(@) is of the form (14), and the brackets <} in G@,(9) indicate the 
truncation of all terms in § whose degree is higher than the i-th. From its 
definition, it is clear that G,(0), itself not a p.g.f., is that part of ®,,, (0) 
= P,.,(0,..., 0) for which the conditions (7) hold. If condition (5) is also 
applied, (r + 1)-"-!a,, is obviously the probability required, a,, being the 
number of restricted arrangements of r objects in r + 1 cells. We proceed to 
evaluate the coefficients a,;(j = 0,1, . . ., é). 
From (19) we see that ao. is defined as aj,= 1. In general, since 


i i-1 

(20) Dd a;,8 = (1+ 64+---+ 6) Da,-1.) (0<isr) 
j=0 k=0 

it follows that 

(21) a,;,=S'a;-1, (j=0,1,...4) 


k=0 
where a;_, ;= 0. It is now easily proved by induction that 
(¢+)7)! 


(jS%). 
For, assuming (22), we should have by analogy with (21) that 


, @—k+)1 (+H! Pee ea ire ty yee 
Ms. = s —— - - = s — » ( | +] . 
oa 2 ap kOe) SE 


This coefficient is the constant term in the expression 
(i ~-6)-#-1(1 + 9-14 ---+ 9-5) (1 — 6)-*-2 (1 @-i4+..-.- §-4+1) 
= (0-#— 20-4414 oF) S (17), 
j=0 a. 

which is readily found to be 

i+j+2) +443). - ., » @+h+0)! 

( j )—2( j—1 mO—7+"% $2) * 
Thus a;,,,; is of the form (22). It follows that the number of distinguishable 
arrangements of r objects in r + 1 cells subject to conditions (7) is 

2r! i 

re (r+ Dirt’ 
this is the number of distinguishable input arrangements for our equivalent 
first emptiness problem. 


(23) a 


4. Probabilities of first emptiness for the dam with geometric inputs 
Precisely the same methods may be used to find the probabilities of first 
emptiness of the dam (1) at times 7 =u +r, when its initial content is the 
integer u > 0, and the inputs flowing into it per unit time have a geometric 
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distribution. If, in the model of Section 2, the numbers 2», 2, . . ., x, of inputs 
for the r+ 1 cells may take values z;=0,1,...(j=0,...,7r) which are 
entirely unrestricted, their joint p.g.f. is 


r—1 
(24) P,.;(9o; “se @ 0,) _ ated | — p 6,)-* IT (1 —po6,)', 
j=0 


where g = 1 — p{(0 < p< 1), g(1— p 6,;)-*(j = 0,...,r—1) is the p.g-f. of 
the x, inputs in cell j whose distribution is geometric, and q“(1 — p6,)-* is 
the p.g.f. of the z, inputs of cell r whose distribution is negative binomial. 

If however, the restrictive conditions (5) and (7) are to hold, we construct 

v 
the polynomials F,(6) = g'+1*+%r@-») S” b,,6/ (i = 0, .. ., r) defined by 
j=0 
F,(9) =4q 
(25) F,(9) = (q(1 —p 0) F,-(0)) = (@=1,..., 7-1) 
F,(8) _~ <q" (1 a po) F,. 1(9)> 
where, as before, the brackets ¢ ) in F;(6) indicate the truncation of all terms 
in 6 of degree higher than the i-th. It is clear once again that F,(6), itself 
not a p.g.f., is that part of ®, ,,(0) = P,.,(6, . . ., 0) satisfying the conditions 
(7); its last term b,,g"*" is the probability of the various input arrangements 
subject to the additional condition (5). 

Since the functions F;(6) are almost identical for i= 0,1, ..., 7 —1 with 
the polynomials G,(6) of (19), with q substituted for (r + 1)-! and p@ for 8, 
it is possible from the equation (22) for a,;, to write the new coefficients 
b,;(9 5%; +=0,1,...,r—1) directly as 

. ie 
(26) b= PG —7 + De 


The required coefficient b,, may now be obtained from the equation (25) for 
F,(6) as 





r—1 _ 2 ° 
a —Il1)!/u+r—j—1 
b,=p S' (7 ( ay ) 
P— 17! 
(27) e-1 r-3 ; 
2 VO  )-AU Ca} 
=p bd ° — - . Pee de . 
This is readily verified to be the constant term in the expression 


pr (0-* (1 — 0)" {1 — 8)-* — 1} — 8-F*4 (1 — 8)-F-4 (1 — 8)-*— 1] 
= p’ O-* (1 — 2 6) (1 — 6)-*-"-1 {1 —(1 —6)}, 
so that b,, can be written as ) 
oer 2r—1)! 
(28) b,= pu ~ rt (u +r)! , 
It follows that the probability of first emptiness of the dam at times 
T=u+r(r=0,1,...)is | 


Ir — 
(29) g(u,u+ r)=qett pry “+ ed 


ri (wu +r)! 
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which is precisely of the form (10) obtained from Kendall’s equation. We 
show that this defines a proper distribution only if the mean input per unit 


time does not exceed the release, or - <1. 


Let g(6) be the generating function (g.f.) of the probabilities g(u, u + r) 
of first emptiness at times 7'= u + r; this is 


— 2r—1 
(30) p() = u(g6)” ig ices = Ai (qp6y , 


where for simplicity the values of @ will be restricted to 0 << @< 1. This may 
equally well be written 


(31)  (6)=(q6) = (poy (“ nla ) —qp0 S (qpdy (“ ied ‘| 
r=0 r=0 
the terms of (31) are readily seen to be the constant in « of the function 


(0, 2) = (a6)"{ ¥ (apy (1 —a)-*-r a — 
(32) r=0 


—qp6 2 (gp 6) (1 —a)-“-"-3 «tl 


in which « may be complex, and must clearly have modulus |«| < 1. Summing 
the terms in (32), we obtain 


y (6, x) = (gO)"(1 — a)-“—1a {(1 — ax)® — gp 6} {(1 — a) « —qp6}-! 


where qs <1 for convergence. This condition is satisfied if, assuming 
unr | ¢pé 
qP omy 38 
Wraal Sara ay <) 
or |a|?— |a| + pq < 0, so that Min {p, q} < |a| < Max{p, gq}. 

To obtain (6), the constant in « of the function w(6, «), we need only 
find the residue of a1 y(6, «) at its smaller pole a (6) = 4 {1 — (1 — 4pq6)'"} 
where a(6) < Min(p, q) for O< O< I, the assumption g + p continuing to 
hold. The larger pole is «,(0) = } {1+ (1—4pq@)"*} = Max(p,q) for 
0<6<1. Thus 


y(0)= Lim a! (0, a) (a — a%) 


a = a (0) 
(33) = (q8)™(1 — a%)-“—3(a,— a%)-? {(1 — a%9)?— gp 0} 
be i= apy" 
- - ; 


exactly as in equation (11). A similar result for the g.f. of an analogous 

stochastic process in queueing theory has been derived by TaxAcs [8]. It 

may readily be shown that this expression for the g.f. will also hold when 
1 

Pp = q = 2 
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If pq-'s< 1, so that the mean input into the dam does not exceed the 
release per unit time, the probabilities g(u, « + r) define a proper distribution. 
For 


(34) pl) = Solu, u +r) = (Aaa) 1; 


in this case, the dam must eventually become empty. The restriction pg-'< 1 
is Foster’s condition [4] for the system to be non-dissipative and is necessary 
for the existence of a static ary solution to this infinite dam (1). 

The mean and variance of T7=u-+r when pq-'<1 are easily found 
from (33); they are 


E(T)= 9-5 
(35) nee 
0(P) = gp 


It is clear that in the limit, when p = g = }, E(T') becomes infinite. 
For pq-'> 1, the sum of the probabilities g(u, uw + r) is 


> 1—|p—q| q \™ 
n= Famer (pathy 
(36) = £9 ¢ +0 =o ; 
Here, the probabilities of first emptiness do not form a proper distribution, 
and there is a probability 1 — (¢p-!)"> 0 that the dam never empties. 


5. The dam with Poisson inputs 


By methods identical with those of Section.4, we may derive the proba- 
bilities of first emptiness at times 7’= «+ rh for the dam (3). This is the 
dam in continuous time with initial content u > 0, fed by Poisson inputs h, 
and subject to a continuous release at constant unit rate except when it is 
empty. Some of the results below have been obtained differently in another 
context by Gani and Prasuvu [2]. 

For the model described in Section 2, the joint p.g.f. of the numbers 
Zo, ..., #, Of inputs for the r + 1 cells, each with entirely unrestricted values 
2,=0,1,...(j7=0,..., 7) is now 
(37) Po ag(Oq, ... - O,) an HO t9D GAG At" ** +0, 840 w) 
where e~** 4-9) is the p.g.f. of the Poisson distribution associated with the 
cell j(j = 0, .. ., r— 1) and e-4@-®) that associated with cell r. 


If, as before, conditions (5) and (7) for the 2; are to hold, we construct 
the polynomials 


H (0) = e~ AEH DA + Cite) y c,; 04/7! (¢=0,...,1) 
j=0 
defined by 
| H, (0) = e~** 
(38) ) H, (0) = <e-4** 4-9 H,_,(6)) (¢=1,...,.r—1) 
| H,(0) = <e-4*0-% H, _, (8) 
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where the brackets ¢) in H,(6) indicate the truncation of all terms in 6 of 
degree higher than the i-th. Once again H,(6), itself not a p.g.f., is that 


part of ®,,,(0) = P,.,(6, ..., 6) satisfying conditions (7), and e~*«+7" <r 


is the probability of the input arrangements also subject to (5). We proceed 
to obtain the coefficients c,;(j < i; i = 0,1, ..., r). 
Let us first consider c,;,; for i = 0,1, ..., 7 — 1; from (38) we find that 


j 
(39) cy = 3 ey—a,0(f) (AW) -* 
k=0 
where c,-,,;= 0. It is readily shown by induction that this coefficient is 
(40) e3= (i —f + 1) @ + 1-1 (Ah) (GF Si; =0,1,...,7—1). 
For, assuming (40), it follows by the use of equation (39) that 


Cony = 2 G—k+ 1) + 1 (h) (aay 
k=0 


= {(i + 2) —j(i + 2))-4} (Ah) = (i —j + 2) (6+ 2))-1 (AR) 
which is exactly of the form (40). 


To obtain the required coefficient c,,, we now consider the polynomial 
H, (6); this yields 


(41) ‘oe ee kyr-1 (7) (ah)*(Auyr-* 
E=0 : 
=A {(u+ rh) —rh(u+ rh)j-?} = A u(u+ rhy-'. 


Thus the probability of emptiness of the dam at times 7’ = u + rh(r =0,1,...) 
is 


(42) g(u,u+ rh) =e" *%+™ =A u(u+rh)jr-!, 


precisely as in (12). As for the previous dam, it may be.shown that the distri- 
bution is proper only if the mean input AA does not exceed the unit release 
per unit time. 
Let 
{A(0e—Ay* yr 
r! 


(43) (0) = u(0 e-*)™ > (u + rhjr-} 


r=0 
bana —Aja yr oo 
= (0 e~4yu [x BOY (w+ rh — Abe 


r=0 r=0 


{A(0e—4)}" 
r! 


(u+[r- uiny| 


be the g. f. of the probabilities g(u, u + rh) of first emptiness at times T =u-+ rh, 
where 0<4< 1. The terms of (43) are the constant in « of the function 


(44) y(0, x) = (0 e-4)" » 


v, {5 {A(0 e-A yA}r ex (ut+rh) a Ah(O e~4)h z {A(Be-*)*}" ex(u+ [r+1] a) an? 
r=0 r=0 


= (0 ex-4u {1 — AB e#-4)*} (1 — Aa? (8 e444, 
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where |Aa-1(6 e*-4)"| < 1 for convergence. Since we require that 
(0 e-4)* |a-temh| < Ae-A®|q|-telalb< 1, 

the expression (44) will be valid for 
(45) Aem*h<|a| e-lala, 
This is possible only if Ah + 1, when Min{A, A,} <|a| < Max{A, A,}, A, being 
the second root of the equation (45). 

To obtain (6), we find the residue of a! (6, «) at its pole « (0) < 
< Min {A, A,}, where «, (0) is the smaller root of 
(46) a — A(O et-A4)*= w e-@4— A(He-4P=—0. 
Thus 

y(6)= Lim (0 e*-4)™ {1 — Ah(O e*-*)*} {a — A(6 ex —-4)"}-1 (x — a) 


(47) a = a9(0) 
= {0 oe ) —aju- 


it may be shown that this expression holds even when Ah = 1. The result (47) 
for (0) is easily seen to be identical with TaxAcs’s form (13); for if F(@) 
= § e-4 then F(0) = 0, and from (46) since 


aig(8) — A= — 2 [1 — (9 ew -Ap}, 
it follow that 


F (0) = 6 ew -—4 — § exp {— A [1 — F* (6)}} 
as required. 
If Ah <1, the probabilities g(u, uw + rh) define a proper distribution, for 


oo 


(1) = X glu, wt rh) =e O- 94] 
r=0 


and the dam must eventually empty. The condition Ah <1 is necessary 
for the system to be non-dissipative, and ensures that a stationary solution 
exists for this infinite dam (3) (see Gant and Prasuvu [2)}). 

The mean and variance of 7 = u + rh when Ah < | are readily found to be 


E(T) = —— 
(48) — 
(7) = q—am 


In the limit as Ah > 1, E(7’) becomes infinite. 
When Ah > 1, the probabilities g(u, w + rh) sum to 


(1) = ¥ g(u, w+ rh) = el B= e-G- Ade 
r=0 


where «,(1) = A,< A in this case. These probabilities do not define a proper 
distribution, there being a probability 1 — e~ @- *)“> 0 that the dam never 
empties. 
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Summary 


This paper considers the probabilities of first emptiness in two storage 
systems. The first, an infinite dam in discrete time, is fed by inputs whose 
distribution is geometric in unit time-intervals; at the end of each of these, 
there occurs a unit release. The second is an infinite dam in continuous time 
with Poisson inputs, for which the release occurs at constant unit rate except 
when the dam is empty. 

First emptiness in both dams may be formulated as a special type of 
classical occupancy problem. The probabilities of emptiness are derived by 
direct elementary methods, and their generating functions found. These are 
shown to define proper distributions only if the mean input per unit time 
does not exceed the corresponding release. 

Acknowledgment. I am greatly indebted to Mr. N. U. Prasuu of Karnatak Uni- 


versity for the many discussions we have had on the previous dam problems, particularly 
in connection with the material of Section 5. 
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Note on a Paper of Kemeny’s 
By 
R. 0. Ganpy in Leeds, England 


In a recent paper!) KEMENY posed the question: do there exist non- 
standard models of elementary number theory in which every row contains 
an abnormal number? In fact it can be shown rather easily that such models 
do not exist. For, let » be any prime number, and let § be any unnatural 
number; we show that there can be no abnormal number in the row of n’. 
Firstly, since integers prime to n do not divide n’, n* is not itself abnormal. 
Suppose now that n’ lay in the row of an abnormal number a; then there 
would be a positive integer k such that 


(1) W—=atk. 


Now k is the largest integer vhich divides « +k. But the following theorem 
of elementary number theory must hold in the model: 


(2) (k | n*.n*> k) > nk | n*. 


Since n’ is evidently unnatural, n’> k, and so nk | n’; i. e., by (1), nk| atk 
and therefore k is not the largest integer which divides « + k — which is absurd. 


(Eingegangen am 25. Mai 1958) 
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